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6.1. Sistea cuántico de dos niveles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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C.3. Śımbolo de Levi-Civita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

C.4. Identidades vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

C.5. Identidades diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

C.6. Coordenadas cartesianas: px, y, zq Ñ px̂, ŷ, ẑq . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
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El pájaro rompe el cascarón.
El huevo es el mundo.

El que quiera nacer, tiene que romper un mundo.
El pájaro vuela hacia dios, el dios se llama Abraxas.

Herman Hesse
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Pre-texto

Estos apuntes surgen de una transcripción del primer manuscrito de cátedras del curso
Mecánica Cuántica, que dicté el año 2004 en la Facultad de Cienciad F́ısicas y Matemáticas
de la Universidad de Chile. Con el tiempo los contenidos de estas notas han ido evolucionando
cuidando siempre de ajustarme a la motivación original que me llevó a escribirlos: que sirvan de
material complementario –entiéndase de revisión– de temas discutidos en clases. Mantienen
por tanto un buen grado de informalidad en su presentación, careciendo de desarrollos in
extenso de ideas y explicaciones que comunmente se dan en clases.

La Mecánica Cuántica es una teoŕıa f́ısica tan misteriosa como fascinante que hace una
lenta y controvertida aparición a comienzos del siglo XX. Muchos de los supuestos que se
introducen para explicar fenómenos de la f́ısica atómica y subatómica rompieron con lo esta-
blecido llevando a interpretaciones sumamente contra-intuitivas. La génesis de la Mecánica
Cuántica respondió a la necesidad de entender fenómenos completamente inexplicables en
el marco de las teoŕıas vigentes: la mecánica newtoniana, la termodinámica y el electromag-
netismo. Con el transcurrir de los años muchos de los nuevos conceptos introducidos en el
contexto de la mecánica cuántica han expandido las fronteras del conocimiento a ĺımites
inimaginables. Muchos de los avances tecnológicos osados del siglo XX se sustentan en co-
nocimientos en el marco de la f́ısica cuántica. Inventos y tecnoloǵıas asociadas a ella nos han
transportado increiblemente más lejos que los más audaces cuentos de ciencia ficción. Tal es
el caso de la tecnoloǵıa informática y de telecomunicaciones, donde el manejo y control de
la f́ısica a escalas pequeñas ha sido fundamental.

El tema de la mecánica cuántica es sumamente extenso y diverso, tanto en sus enfoques
(filosófico, formal o aplicado) como de nivel (básico vs avanzado). En esa ĺınea hay una
gran diversidad de textos de muy buena calidad donde encontrar desarrollos y discusiones
interesantes, además de buenos problemas de ejercitación. Es usual que el hojear libros sobre
el tema casi siempre resulte en nuevas ideas o formas de visualizar conceptos. Por lo tanto
es muy recomendable contar con un par de textos adicionales para de estudio. Lo mejor en
este caso es ir a la biblioteca y buscar referencias de cabecera que mejor se acomode al
estudiante.

11



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5
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El sentido de escribir estas notas es más bien registrar el énfasis de algunos aspectos
a discutir en clases y de como ellos se estructuran hacia los temas más avanzados. Es la
impronta que uno le da a sus clases. Durante el desarrollo de los temas he ido incluyendo
ejercicios en los cuales se ilustran algunos ejemplos o se demuestran algunas propiedades
sobre las cuales es recomendable contar con algún dominio. Si bien algunos de estos ejerci-
cios cuentan con soluciones, aconsejo resolver estos problemas antes de leer sus soluciones
(Lectura Activa). Esta es una buena práctica para compenetrarse en la temática.

Este manuscrito se divide en seis caṕıtulos y una colección de apéndices. El Cap. 1 es
de carácter introductorio, donde se presenta la constante de Planck y discute cómo utilizar-
la para inferir si un determinado fenómeno f́ısico requiere de la mecánica cuántica para su
descripción. Se esboza además el manejo de unidades y estimaciones. El Cap. 2 se dedica
a una breve revisión de fenómenos que evidencian las limitaciones de la mecánica clásica,
de los cuales surgen conceptos no convencionales para su interpretación. En el Cap. 3 se
presenta la mecánica ondulatoria, vale decir la formulación introducida por Erwin Schrödin-
ger para descripción de sistemas semejantes a los sistemas clásicos. El Cap. 4 se centra al
estudio de sistemas unidimensionales en el contexto de la ecuación de Schrödinger. En el
Cap. 5 se revisan elementos de espacios vectoriales, se introduce la notación de Dirac y se
presenta una reformulación de la mecánica cuántica. Se formulan y discuten los principios de
la mecánica cuántica, además de otros aspectos como observables, mediciones, compatibi-
lidad de observables, etc. El Cap. 6 se destina a aplicaciones más avanzadas, partiendo por
spin y momentum angular, el comportamiento de part́ıculas cargadas bajo campos electro-
magnéticos, métodos variacionales y part́ıculas idénticas. Se agrega a lo anterior una serie
de apéndices donde se resumen herramientas matemáticas necesarias para el estudio de las
materias del curso.

Hugo F. Arellano
Santiago, mayo de 2015
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. La constante de Planck

Entre las constantes fundamentales de la f́ısica podemos citar la velocidad de la luz c,
la constante de gravitación universal G, la carga del electrón e y la constante de Planck
h. Esta última fué introducida por Max Planck en el año 1900 para dar cuenta del com-
portamiento espectral de la radiación de cuerpo negro. Retrospectivamente, la constante de
Planck es determinente para describir cuantitativamente fenómenos a escalas muy pequeñas.
Esta afirmación es vaga en el sentido que las escalas macroscópicas humanas bien pudieran
entenderse como ‘pequeñas’ al ser comparadas con distancias intergalácticas. En realidad se
trata de comparaciones de la acción de un sistema f́ısico en relación a la acción fundamental,
dada por la constante de Planck. El valor aceptado de esta constante es

h “ 6.626 ˆ 10´34 J s

~ “ h{2π “ 1.055 ˆ 10´34 J s .

A esta última se le denomina constante reducida de Planck. Dimensionalmente, r~s “ML2/T.

Con esta escala, la ‘pequeñez’ de un sistema f́ısico se puede establecer comparando
la constante de Planck con una estimación de la acción de éste, construida a partir de
magnitudes que lo caractericen. Recordar que la acción S de un sistema mecánico para una
part́ıcula está dada por S “

şt2
t1
Lpq, 9qq dt, donde L es el lagrangiano. Como regla, si tal acción

resulta comparable con ~ entonces el sistema es inherentemente cuántico. A la inversa, si la
acción resulta varios ordenes de magnitud mayor que ~, entonces el sistema es clásico y lo
podremos describir satisfactoriamente mediante las leyes de la mecánica clásica.

Para ilustrar el punto anterior consideremos una part́ıcula de masa m en cáıda libre
vertical ante la gravedad terrestre g. La part́ıcula parte del reposo y cae una altura H.

13
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14 Caṕıtulo 1. Introducción

La solución a este problema, desde el punto de vista clásico, surge de minimizar la acción
S “

ştf
0
pT ´ V qdt. La enerǵıa cinética está dada por T “ 1

2
m 9x2, mientras que la potencial

por V “ mgx, con x la coordenada vertical. Al extremar la acción surge la trayectoria clásica,
conducente a las soluciones ya conocidas 9x “ vptq “ ´gt; yptq “ H ´ gt2{2. Reemplazando
estos términos en la expresión para la acción obtenemos S “ ´

?
2
a

H3m2g. Como vemos,

la acción es del orden S „
a

H3m2g, la que se habŕıa obtenido bajo análisis dimensional.
Examinemos dos situaciones de cáıda libre por gravedad.

˝ Una manzana. Consideremos la cáıda de una manzana (0.1 kg) desde una altura de
1 m. Sustituyendo valores obtenemos S « 0,3 J s, 35 órdenes de magnitud por sobre
~. Esto indica que la cáıda de una manzana es un fenómeno eminentemente clásico
el cual podemos describir satisfactoriamente haciendo uso de las leyes de la mecánica
clásica.

˝ Un electrón. Nos preguntamos en este caso a qué escalas la cáıda libre de un electrón
manifiesta comportamiento cuántico. En particular nos preguntamos por H tal que la
acción sea comparable con la la constante de Planck,

a

H3m2g « ~, con m la masa de
un electrón. Sustituyendo m “ 9ˆ10´31 kg, obtenemos H « 1 mm. Esto significa que
la cáıda de un elect́ron por efecto de la gravedad terrestre expresa su comportamiento
cuántico a escalas de 1 mm. Esta es una distancia sorprendentemente grande, lo que es
consecuencia de lo débil que es la fuerza de gravedad. Para revisar la sensatez de este
resultado es interesante estimar la temperatura que implican velocidades a estas escalas.
Recordemos que la enerǵıa cinética media y la temperatura se relacionan mediante
3kBT {2 “

1
2
mxv2y, donde kB es la constante de Boltzmann (kB “ 1,3806488 ˆ

10´23 m2kg/s2K). Estimando xv2y « 2gH inferimos la temperatura, T « 5ˆ 10´9 K,
una temperatura extremadamente baja. En el año 2010 se reportan temperaturas del
orden de nK, obtenidos en Aalto University en Finlandia1.

Ejercicio 1.1 Estime la acción para un electrón en cáıda libre de 1 mm, cuando su velocidad
inicial es comparable a la rapidez media de electrones a una temperatura de 0 C.

Examinemos otros ejemplos en los cuales dirimimos si los fenómenos a describir requieren
de la mecánica cuántica. En ellos estimaremos una acción a partir de análisis dimensional y
la comparamos con la constante de Planck. Los ejemplos que siguen han sido tomados del
libro J.-M. Levi Leblond.2

1http://lounasmaalab.aalto.fi/en/
2Jean-Marc Levi Leblond y Françoise Bilibar, Quantics: Rudiments of Quantum Mechanics, North-
Holland, New York (1990).

dfi Universidad de Chile
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Reloj mecánico. El tamaño de su mecanismo es milimétrico, vale decir es del orden de
10´3 m; su masa es de unos gramos, vale decir 10´3 kg; sus lapsos caracteŕısticos del
orden de 1 s. Construimos una acción S combinando adecuadamente estas magnitudes.
Claramente S=masaˆtamaño2/lapso « 10´9 J s “ 1025~ " ~. Notamos que S es varios
ordenes de magnitud mayor que ~, lo que nos indica que el sistema mecánico de un reloj es
indiscutiblemente clásico. En otras palabras, podemos prescindir totalmente de la mecánica
cuántica para describirlo.

Circuito oscilante. Estimamos su capacitancia C « 10´10 F, su inductancia L « 10´4 H
y corriente I « 10´3 A. Notamos que LI2 „ enerǵıa Ñ 10´10 J, y que

?
LC „ tiempo

Ñ 10´7 s. Aśı, S „ LI2 ˆ
?
LC « 10´17J s “ 1017~ " ~. Nuevamente estamos frente a un

fenómeno clásico.

Antena de radio. Estimamos su potencia P en 1 kW y su frecuencia de emisión f en 1 MHz.
La combinación de estas cantidades con dimensiones de acción es S “ P {f 2. Sustituyendo
obtenemos S „ 10´9 J s “ 1025~ " ~, vale decir, el sistema es clásico.

Atomo de hidrógeno. La enerǵıa del sistema debe ser del orden de la enerǵıa potencial de un
electrón interactuando con un protón. En unidades SI,

U “
e2

4πε0

1

R

donde R es del orden de 10´10 m. Resulta útil en este caso tener a mano

e2

4πε0
« 2,3ˆ 10´28 J m.

Con ello la enerǵıa de ligazón B del sistema debe ser del orden de 2ˆ10´18 J. Si suponemos
que B, R y m (masa del electrón) definen f́ısicamente el sistema, la combinación S “

R
?
meB tiene dimensiones de acción. Sustituyendo valores se obtiene S « 1.4 ~. En este

caso la acción es comparable a ~, por lo que el sistema está regido por las leyes de la mecánica
cuántica.

Estructura cristalina. Consideremos el caso de la sal común (NaCl), consistente en una red
cúbica caracterizada por a “ 2.81 Å, distancia caracteŕıstica de la red. La enerǵıa de ligazón B
de cada molécula es „8 eV. La masa media M del Na o Cl es del orden de „ 5ˆ 10´26 kg.
Construimos y evaluamos una acción con estas magnitudes, S “ a

?
MB « 700~ " ~.

Por lo tanto aquellos fenómenos que involucren a los átomos Na-Cl de la red cristalina
son esencialmente clásicos. Si intercambiamos las masas de los átomos por la del electrón
encontramos S „ 2,9 ~, lo que nos aproxima al umbral cuántico. En este ĺımite se está
describiendo el comportamiento de los electrones en una red cristalina, uno de los temas de
la f́ısica del estado sólido.
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16 Caṕıtulo 1. Introducción

Núcleo atómico. Al igual que en el ejemplo anterior, podemos construir una acción combi-
nando la masa M de los constituyentes, la eneŕıa de ligazón B y el tamaño a del sistema para
obtener S “ a

?
MB. Si Mc2 « 1000 MeV, B « 8 MeV y a « 3 fm obtenemos S « 1.4~,

claramente dentro del dominio cuántico.

Helio ĺıquido. El helio toma el estado ĺıquido a temperaturas del orden de, o inferiores a 4 K. En
tal estado experimenta comportamientos muy particulares entre los cuales destaca su estado
de superfluidez. Nuevamente podemos utilizar S “ a

?
MB, con el debido acomodo de las

magnitudes involucradas. La masa M del helio es aproximadamente 4mp, con mp “ 1,67ˆ
10´27 kg (masa del protón). La separación aproximada entre los átomos es de 4ˆ10´10 m, que
se inferiere de la densidad del helio ĺıquido (146 kg/m3) y de la masa de sus constituyentes.
Estimamos la enerǵıa térmica por constituyente en kBT , con kB “ 1,38 ˆ 10´23 J/K. Aśı,
S „ 2~, indicando que se trata de un sistema de comportamiento cuántico.

1.2. Constantes fundamentales y escalas

En el desarrollo de los temas que siguen será muy útil llevar a cabo estimaciones, las que
resultan cruciales para discriminar entre contribuciones relevantes e irrelevantes, reǵımenes
accesibles e inaccesibles, etc. Tales consideraciones son de suma importancia para calibrar
la sensatez de un modelo f́ısico. Si bien muchas de estas estimaciones pueden ser realizadas
dentro del Sistema Internacional de Unidades y Medidas (SI), resulta particularmente prácti-
co el uso del Sistema Gaussiano. En estas unidades la enerǵıa potencial entre dos cargas
interactuantes es U “ q1q2{r, con r la distancia relativa entre ellas. Una unidad práctica
para representar enerǵıas es el electrónvolt, simbolizado por eV. Esta corresponde a la enerǵıa
cinética que experimenta un electrón (o cualquier otra part́ıcula con igual carga eléctrica)
cuando es sometido a una diferencia de potencial de 1 volt. De esta forma, un electrón libre
entre dos placas metálicas conectadas a una bateŕıa de 1,5 V, adquirirá una enerǵıa cinética
de 1,5 eV.

Las enerǵıas atómicas y moleculares están en el rango de los electronvolts. Aśı por
ejemplo, la enerǵıa de ionización del átomo de hidrógeno en estado fundamental es de 13,6 eV.
Vale decir, si por algún mecanismo f́ısico le hacemos llegar esta enerǵıa a un átomo de
hidrógeno, lo ionizamos. Hay que tener presente la conservación de momentum lineal, lo que
generalmente conduce a que la enerǵıa del agente ionizador –un fotón por ejemplo– ha de
ser ligeramente superior a la de ionización.

A enerǵıas más bajas que las de ionización nos encontramos con toda un área de enormes
desarrollos hoy en d́ıa: la f́ısica del estado sólido y materia condensada. En este caso las
enerǵıas caracteŕısticas caen en el rango de los mili-electronvolt, denotado meV.
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H F Arellano 17

A escalas nucleares las enerǵıas caracteŕısticas de los protones o neutrones en el núcleo
atómico están en el rango de los mega-electronvolts (MeV). T́ıpicamente, el valor medio de
la enerǵıa de ligazón de los nucleones (término genérico para los protones y neutrones) en el
núcleo es de 8 MeV.

El 10 de septiembre de 2008 entró en operación el Large Hadron Collider (LHC) ubicado
en la frontera franco-suiza. Su peŕımetro es de aproximadamente 27 km. Con este acelerador
se logró (2012) el choque frontal de dos haces de protones, permitiendo enerǵıas cercanas a 7
tera-electronvolts (TeV), correspondiente a 7ˆ1012 eV. La intención es alcanzar los 14 TeV,
programado para no antes de 2016. Con este acelerador ha sido posible el descubrimiento del
Boson de Higgs, cuya masa es del orden de 125 GeV. Esta masa es del orden de 133 veces
la masa del protón.

En cuanto a las longitudes, los sistemas más recurrentes a estudiar serán los sistemas a
escala atómica y aquellas a escala nuclear. El tamaño de un átomo es del orden de 1 angstrom
= 1 Å= 10´10 m = 0.1 nm. Recordar que el prefijo ‘n’ representa nano y corresponde a la
potencia 10´9. En el caso del núcleo atómico, su radio está entre 2 y 7 femtometros, donde
1 femtometro = 1 fm = 10´15 m. Por razones históricas, es frecuente la denominación fermi
para referirse al femtometro.

La combinación ~c tiene dimensiones de [enerǵıa]ˆ[longitud]. Su valor aproximado,

~c « 197 MeV fm “ 197 eV nm,

de modo que al usar ~c « 200 MeV fm, incurrimos en un error inferior al 2 %. Otra cantidad
importante es la constante de estructura fina α, una constante adimensional que en el sistema
gaussiano está dada por

α “
e2

~c
«

1

137
.

En el SI esta misma constante viene dada por

αSI “
e2

4πε0~c
.

Con las constantes anteriores podemos hacer algunas estimaciones. Por ejemplo, pode-
mos estimar la enerǵıa potencial electrostática de dos electrones separados a 1 fm y 0.1 nm,
respectivamente. En el sistema gaussiano la enerǵıa potencial U viene dada simplemente
por U “ e2{r. Esta cantidad es reescrita convenientemente a fin de utilizar las cantidades
presentadas recientemente. Aśı, para r “ 1 fm,

U “
e2

r
“
e2

~c
~c
r

Ñ
1

137

200 MeV fm

1 fm
« 1,5 MeV.
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18 Caṕıtulo 1. Introducción

Esta misma estimación se puede realizar en unidades SI, donde reescribimos

U “
e2

4πε0r
“

e2

4πε0~c
~c
r
«

1

137

200

1
MeV « 1,5 MeV.

Al usar r “ 0,1 nm obtenemos U „ 15 eV.

En cuanto a las masas de nucleones y electrones, la relación de Einstein E “ mc2, permite
expresarlas en unidades de enerǵıa. De este modo la masa del electrón, me « 0,5 MeV/c2.
En el caso de los nucleones, Mp « Mn « 940 MeV/c2. Por simplicidad, es muy usual
recurrir a las unidades naturales, en las cuales ~ “ c “ 1. Con este sistema se logra una
notable simplificación en la manipulación algebraica de las expresiones. La reconstitución
dimensional de los resultados se puede hacer al final, al momento de evaluar las expresiones.
En este sistema de unidades la masas pueden darse en unidades de enerǵıa o 1/longitud.

Estimemos la rapidez de un electrón cuando tiene una enerǵıa cinética de 1 MeV. Puesto
que esta enerǵıa es comparable con la masa del electrón debemos tratar los efectos relativis-
tas. Denotando β “ v{c, la enerǵıa cinética viene dada por

K “
mc2

a

1´ β2
´mc2 ,

de donde despejamos β

β2
“ 1´

1

p1`K{mc2q2
« 1´

1

p1` 1{0,5q2
“ 8{9 .

Por lo tanto, v « 0,94 c.

Ejercicio 1.2 Considere la colisión frontal de una part́ıcula α (He``) contra un átomo de
cobre. Este último cuenta con 29 electrones, por lo que debiera tener 29 protones. Suponga
que los electrones se distribuyen uniformemente en una membrana esférica de radio a, del
orden 0,5 Å(0,05 nm). Las cargas de los protones se distribuyen uniformemente en una esfera
concéntrica de radio b ă a. Determine y grafique la enerǵıa potencial electrostática de una
part́ıcula α cuando ésta se encuentra a una distancia r del centro del átomo de Cu. Determine
el punto de máxima enerǵıa potencial y evalúe (en eV) para los casos b “ a; b “ a{2; y
b “ a{10. Al irradiar part́ıculas α con enerǵıa cinética de 10 MeV se observa que algunas de
ellas rebotan perfectamente. Estime una cota ḿınima de b para que ello sea posible. Compare
el b estimado con la longitud de onda de de Broglie de la part́ıcula α: λ “ h{p.

El carácter ondulatorio de la mecánica cuántica nos lleva recurrentemente a compara-
ciones entre longitudes de onda, enerǵıas asociadas y el tamaño de los sistemas. En relación
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H F Arellano 19

al espectro electromagnético es conveniente tener presente los siguientes dominios caracte-
rizados por su longitud de onda:

Dominio λ

Radio – 1 m
Microondas 1 m – 1 mm
Infrarojo 1 mm – 750 nm
Visible 750 nm – 400 nm
Ultravioleta 400 nm – 10 nm
Rayos X 10 nm – 10 pm
Rayos γ 10 pm –

Los rayos X son producidos por la colisión violenta de electrones acelerados contra los
constituyentes de una placa metálica. Los proyectiles remueven electrones de las capas más
bajas de los átomos del metal, produciendo ‘huecos’, los que son llenados mediante la cáıda
de sus mismos electrones a las capas desocupadas. En este proceso de decaimiento se libera
un fotón, de enerǵıa igual a la diferencia entre los niveles de enerǵıa del electrón. Además de
este proceso, el frenado violento de los electrones acelerados también conlleva a la emisión
de luz. De acuerdo a las leyes de electromagnetismo, toda carga acelerada emite radiación,
fenómeno conocido como Bremsstrahlung .

A modo de ilustración estimemos la enerǵıa asociada a un fotón cuya longitud de onda
es de 10 nm (rayos X blandos). Escribimos,

E “ hν “ 2π~c{λ «
2ˆ 3ˆ 200

10
« 60 eV.

Esta enerǵıa es potencialmente dañina para el cuerpo humano puesto que se trata de enerǵıa
suficiente como para ionizar átomos en tejidos biológicos. Si la longitud de onda fuese aun
más corta, digamos λ „ 0,01 nm (rayos X duros), entonces E „ 60 keV. Considerando
que las longitudes de onda de la radiación UV están entre los 10 nm y 400 nm, las enerǵıas
asociadas están entre 3 y 60 eV, también dentro del rango de ionización de los átomos. He
ah́ı un factor de riesgo a la salud de la piel cuando es expuesta a radiación UV.

Para cerrar esta divagación expresemos la constante de Planck en unidades convenientes
para la f́ısica del sólido. Una conversión directa de unidades permite afirmar ~ « 0,66 meV ps,
con 1 ps = 1 picosegundo = 10´12 s. La frecuencia asociada a 1 ps es de 1 THz = 1 terahertz
= 1012 Hz. Para contextualizar estas unidades de tiempo, estimemos la distancia ∆d que
recorre la luz en 1 ps. En unidades SI: ∆d “ c∆t Ñ ∆d “ 3 ˆ 108 ˆ 10´12 “ 3 ˆ 10´4, o
sea 0.3 mm, el diámetro aproximado de un cabello.
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20 Caṕıtulo 1. Introducción

Ejercicio 1.3 Actualmente es posible producir neutrones ‘ultra-fŕıos’, los que tienen una
enerǵıa cinética del orden de 10´7 eV. Justifique la denominación ’ultra-fŕıo’ calculando la
temperatura asociada a esta enerǵıa. Determine la velocidad de estos neutrones y compárela
con la de un transeunte. ¿Qué altura alcanzaŕıan estos neutrones al ser lanzados vertical-
mente? Calcule la longitud de onda de de Broglie de estos neutrones (λ “ h{p) y compárela
con la separación interatómica de un sólido.

Ejercicio 1.4 Calcule al 5 % y sin uso de calculadora, utilizando prefijos femto, pico, nano,
micro, mili, kilo, mega, según convenga:
a) El radio de Bohr, a0 “ ~2{me2;
b) La longitud de onda de Compton del electrón: λC “ h{mc;
c) La longitud de onda de Compton para un nucleón: λC “ h{Mc;
d) La enerǵıa potencial entre un protón y un electrón para r “ a0 (radio de Bohr);
e) La máxima longitud de onda de los fotones en la aniquilación e` ` e´ Ñ γ ` γ;
f) La longitud de onda de de Broglie λ “ h{p, de electrones con enerǵıa cinética de 1 MeV;
g) La longitud de onde de de Broglie para un protón con enerǵıa cinética de 3,5 TeV;
h) La masa de 1 litro de materia nuclear (ρ « 0, 16 fm´3).
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Caṕıtulo 2

Albores de la mecánica cuántica

Revisamos sucintamente algunos de los fenómenos más emblemáticos conducentes a la
génesis de la mecánica cuántica. Se trata de fenómenos cuyos comportamientos resultaban
inexplicables bajo las nociones clásicas de la f́ısica conocidas hacia fines del siglo XIX y cuya
validez era incuestionable. De las hipótesis formuladas para explicar estos fenómenos fué
clave aceptar, como una manifestación de la naturaleza, nociones como

a) la discretización (cuantización) de cantidades f́ısicas (Planck, Bohr);

b) comportamiento corpuscular de la luz (Einstein); y

c) comportamiento ondulatorio de las part́ıculas (de Broglie).

De acuerdo a la f́ısica clásica, la enerǵıa y el momentum angular de un sistema son can-
tidades cont́ınuas, ajustables a cualquier valor mediante condiciones iniciales apropiadas. La
luz, por otra parte, se entend́ıa como ondas electromagnéticas, gobernadas por las ecuaciones
de Maxwell. Una manifestación caracteŕıstica de las ondas electromagnéticas es el fenómeno
de interferencia. El transporte de enerǵıa, en tanto, es gradual y caracterizado por el vector
de Poynting. Por otra parte, la materia se entiende formada por part́ıculas de localización ili-
mitada, cuyo comportamiento es predecible cabalmente mediante las ecuaciones de Newton.
Las trayectorias de las part́ıculas quedan totalmente determinadas a partir de sus condiciones
iniciales.

La aceptación de ideas radicalmente contrapuestas a las clásicas tomó grandes esfuerzos
tanto teóricos como experimentales, los que también se extendieron por un largo tiempo. No
sólo era dif́ıcil dejar de lado un marco teórico que hab́ıa sido sumamente eficaz para entender
y describir fenómenos naturales, sino que también no era claro qué aspectos de ella deb́ıan
quedar de lado. Transcurrieron al menos dos décadas hasta concensuar principios para la

21



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5

22 Caṕıtulo 2. Albores de la mecánica cuántica

mecánica cuántica ampliamente aceptados hoy en d́ıa. A pesar los impresionantes aciertos y
avances logrados en el campo de la f́ısica cuántica, aún perduran dificultades conceptuales
planteadas en sus inicios por importantes detractores.

2.1. Radiación de cuerpo negro (Plank - 1900)

Los cuerpos muy calientes irradian luz que podemos percibir ópticamente. Tal es el caso
de un trozo de hierro candente al ser sacado de la fragua. La radiación electromagnética
resulta del movimiento acelerado de los constituyentes del cuerpo, la cual es caracterizada
por la densidad espectral de enerǵıa, upλ, T q. Esta función da cuenta de la intensidad de
radiación como función de la longitud de onda λ cuando el horno está a una temperatura T .

El fenómeno de radiación es modelado mediante un sistema f́ısico equivalente, llamado
cuerpo negro, consistente en una cavidad a temperatura T con un pequeño orificio por donde
escapa radiación. La radiación desde el exterior no tiene incidencia sobre el sistema en su
interior. La radiación electromagnética en el interior de la cavidad está en equilibrio térmico
con las paredes. Dimensionalmente upλ, T q se expresa como densidad volumétrica de enerǵıa
por unidad de longitud, lo que en el Sistema Internacional de unidades se expresa en J/m4.
Aśı, upλ, T q dλ expresa la densidad volumétrica de enerǵıa con longitudes de onda entre λ
y λ` dλ. Estudios experimentales muy prolijos permitieron establecer que:

a) El espectro upλ, T q como función de λ es independiente del material, geometŕıa y ta-
maño de la cavidad. Sólo depende de la temperatura.

b) El espectro exhibe un solo máximo, en λmax, longitud de onda que disminuye a medida
que la temperatura T del cuerpo negro aumenta.

λλmax

u
(λ

,T
)

T1

T2 > T1

Figura 2.1: Espectro de la radiación de cuerpo negro.

Emṕıricamente, cuando observamos una fragua candente ésta tiene un color dominan-
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H F Arellano 23

te. Tal color corresponde a la longitud de onda de mayor intensidad. En relación a este
comportamiento Wilhelm Wien observa que

λmax T “ 2.898ˆ 10´3m K ,

la cual es reconocida como ley de desplazamiento de Wien. Posteriormente, en 1896 Wien
propone la siguiente parametrización emṕırica para la radiación de cuerpo negro:

upλ, T q “ A λ´5 e´B{λT , (2.1)

con A y B dos constantes ajustables experimentalmente.

Hacia junio de 1900 Lord Rayleigh objeta el comportamiento propuesto por Wien argu-
mentando que para grandes longitudes de onda upλ, T q debiera aumentar con la temperatura
(ver Fig. 2.1), lo que no se refleja en la expresión de Wien. En efecto,

upλ, T q|λT"B Ñ A λ´5

ˆ

1´
B

λT

˙

ñ ĺım
TÑ8

upλ, T q “ Aλ´5 .

Rayleight propone en cambio upλ, T q “ C λ´4 T , para λ grande. Este resultado lo obtie-
ne considerando osciladores en las paredes, los cuales estaŕıan en equilibrio térmico con la
radiación electromagnética en de la cavidad. Aśı, upλ, T q dλ “ xEyT dn, con

xEyT “

ş8

0
E e´βE dE

ş8

0
e´βE dE

“
1

β
“ kB T ,

donde kB es la constante de Boltzmann. La cantidad dn representa el número de estados
por unidad de volumen con longitudes de onda entre λ y λ` dλ. Conocimientos de electro-
magnetismo para los modos en una cavidad conductora nos muestran que

dn “
8π

λ4
dλ ,

con lo cual se obtiene el comportamiento sugerido por Rayleigh

upλ, T q “ kB T
8π

λ4
dλ “ C T λ´4 dλ . (2.2)

Max Planck, un f́ısico alemán, estaba muy intrigado por la universalidad de la radiación
de cuerpo negro. El hab́ıa notado que la ley de Wien describ́ıa correctamente el espectro de
radiación a longitudes de onda pequeña (ultravioleta), en tanto que el modelo propuesto por
Rayleigh daba cuenta del comportamiento a longitudes de onda largas (infrarojo). Planck
buscó una expresión que tuviese como ĺımites ambos comportamientos. Hace notar que la
entroṕıa S del sistema ha de ser máxima. Considerando S “ SpUq, entonces (dU “ T dS)

Wien Ñ
d2S

dU2
9

´λ

U
pλ „ 0q

Raylegh Ñ
d2S

dU2
9

´1

U2
pλ „ 8q
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24 Caṕıtulo 2. Albores de la mecánica cuántica

A fin de conciliar ambos comportamientos asintóticos de la entroṕıa en λ construye la si-
guiente relación

d2S

dU2
“

´a

U pb{λ` Uq
.

Esta representación tiene la cualidad de reproducir los comportamientos para longitudes de
onda cortas y largas. Integrando la ecuación de arriba con respecto a U se obtiene

dS

dU
“

a

pb{λq
ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b{λ

U
` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Puesto que dS{dU “ 1{T , es directo obtener

U “
b{λ

eB{λT ´ 1
.

Con esta expresión Planck procede a ajustar b y B, obteniendo una descripción casi perfecta
de la curva espectral de radiación. El problema era como justificarla.

La dificultad radicaba en gran medida en describir la distribución de las enerǵıas de los
osciladores y como promediarlas. Procede entonces de la manera usual a como se abordan
cierto tipo de problemas en f́ısica: discretizar alguna variable para posteriormente tomar el
ĺımite al cont́ınuo. La expectativa era que aśı se obtendŕıa la solución al problema. Considera
entonces

E Ñ En “ n ε0 ,

con ε0 un parámetro de discretización de la enerǵıa que eventualmente haŕıa tender a cero.
Con ello

xEyT “

ř8

n“0 n ε0 e
´βnε0

ř8

n“0 e
´βnε0

“
ε0

eε0{kBT ´ 1
,

según el cual obtiene

upλ, T q dλ “
8π

λ4
dλ

ε0
eε0{kBT ´ 1

. (2.3)

La sorpresa de Planck fué que al hacer ε0 Ñ 0, se cae inevitablemente al resultado de
Rayleigh, válido sólo para grandes longitudes de onda. En cambio, al desistir de este ĺımite
se reproduce el espectro de cuerpo negro en todo el rango de frecuencias. La reproducción
de tal comportamiento se logra al hacer

ε0
kBT

“
B

λT
.
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H F Arellano 25

Haciendo uso de λν “ c, obtenemos

ε0 “
kBB

λ
“

ˆ

kBB

c

˙

ν ” hν ,

por lo que la constante h se obtiene a partir de B, ajustada al espectro de radiación. Planck
obtiene un valor muy cercano al actualmente aceptado, h “ 6.63 ˆ 10´34J¨s. Ello ocurre
en Berĺın, en el año 1900. A esta constante se le reconoce actualmente como constante de
Planck, de carácter universal. La expresión final para la radiación de cuerpo negro se reduce
a

upλ, T q dλ “
8π

λ5

hc

ehc{λkBT ´ 1
dλ . (2.4)

Ejercicio 2.1 Obtenga la ley del corrimiento de Wien: λmaxT “0,29 cm K.

Ejercicio 2.2 Obtenga los comportamientos asintóticos para λ ‘grande’ y ‘pequeña’, co-
rroborando los ĺımites asintóticos de Wien y Raileight. Estime λ para las cuales se cumplen
estos ĺımites asintóticos en el caso de una temperatura de 5000 K.

Ejercicio 2.3 A partir de la Ec. (2.4) para la radiación de cuerpo negro, obtenga la potencia
por unidad de área irradiada perpendicularmente desde el orificio de una cavidad radiante
(cuerpo negro) a temperatura T , ε “ σT 4, con σ “5.42ˆ10´6 W/m2K4.

2.2. Efecto fotoeléctrico (Einstein - 1905)

En 1865 James Clerk Maxwell predice las ondas electromagnéticas, reconociendose con
ello la naturaleza ondulatoria de la luz. En 1887, Heinrich Hertz lleva a cabo un experimento
que corrobora esta predicción. Sin embargo, en el desarrollo de sus experimentos Hertz
observa la ocurrencia de chispas en la espira del detector, las cuales saĺıan con mayor facilidad
cuando se utilizaba radiación ultravioleta (UV).

En 1888 Wilhelm Hallwachs observa que el zinc, al ser iluminado con luz UV, se car-
gaba positivamente. Once años más tarde, ya en 1899, J. J. Thomson demuestra que en
el experimento de Hallwacks la aparición de carga neta en el zinc se debe a que electrones
son expelidos del metal por la radiación UV. A este fenómeno se le reconoce como efecto
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26 Caṕıtulo 2. Albores de la mecánica cuántica

fotoeléctrico. En 1902 Philipp Lenard lleva a cabo un experimento más refinado a fin de
estudiar este fenónemo. Para ello aplica luz monocromática sobre una placa metálica, de
la cual saldŕıan electrones. La circulación de electrones es controlada mediante una bateŕıa
ajustable, como se esquematiza en la figura.

A
V

e

UV

Figura 2.2: Experimento de Lenard

Luego de un detallado estudio del fenómeno Lenard concluye lo siguiente:

a) Al iluminar la placa metálica con luz monocromática de frecuencia ν pueden salir
electrones, lo que ocurriŕıa inmediatamente despues de la iluminación.

b) Los electrones salen del metal sólo si la frecuencia ν es mayor que una frecuencia
umbral ν0, caracteŕıstica del metal.

c) La corriente, cuando existe, es proporcional a la intensidad de la luz, como se ilustra
en la figura de más abajo.

O

I

I  > I
1

Voltaje

Corriente

1

2

−V

Figura 2.3: Comportamiento de la corriente en función del voltaje.

d) La enerǵıa cinética de los electrones eyectados no depende de la intensidad de la luz.

e) La emisión fotoeléctrica es instantánea, en radical contraste con las estimaciones clási-
cas que permite la emisión de electrones luego de unos 100 minutos.

La explicación a este fenómeno la aporta Albert Einstein en 1905. En ella introduce el
concepto corpuscular de la luz, que denomina quantum de luz, en el sentido de un quanto
de enerǵıa de radiación que es aportado al metal iluminado. Según Einstein, la enerǵıa del
fotón, Eν “ hν, es captada por un electrón en el metal. Parte de esta enerǵıa es utilizada
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H F Arellano 27

para elevar energéticamente al electrón al nivel de contención energética del metal, que es
la barrera de enerǵıa que impide que los electrones se evaporen del metal, y el remanente
queda disponible en forma de enerǵıa cinética. Por lo tanto

hν “ φ`K pφ ą 0q .

K

φ

ν
h

e
le

c
tr
o
n

fo
to

n’

’

Figura 2.4: Esquema del efecto fotoeléctrico, según Einstein.

En esta ecuación K es la enerǵıa cinética adquirida por el electrón y φ es la función trabajo
del metal. La enerǵıa cinética adquirida por el electrón liberado es controlada mediante un
potencial de frenado V0, de modo que K “ e V0. Cuando la enerǵıa de los fotones es hν0 los
electrones emergen del metal con enerǵıa cinética ı́nfima (K « 0), de modo que φ “ hν0.
Sustituyendo en la ecuación de arriba tenemos

V0 “
h

e
ν ´

h

e
ν0 ,

en plena concordancia con los experimentos. Lo notable de la explicación del efecto foto-
eléctrico dada por Einstein es que a priori, la constante h no teńıa porque ser igual a la
constante h de Planck introducida para explicar la radiación de cuerpo negro. Lo sorpren-
dente y notable de este estudio es que la constante h que se infiere del efecto fotoeléctrico
coincide con la de constante de Planck, lo que sugiere en ella un carácter fundamental.

1

ν [ 10    Hz]
14

V
0

[ V ]

x

x

x

x

4

ν
0

620

Figura 2.5: Voltaje de frenado en función de la frecuencia.

La descripción de Einstein al efecto fotoeléctrico concuerda con estudios experimentales
muy meticulosos realizados por Robert A. Millikan. Millikan fué un tenaz detractor de la
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28 Caṕıtulo 2. Albores de la mecánica cuántica

noción de quanto de enerǵıa introducida por Einstein. Aśı, Millikan comienza en 1906 una
serie de experimentos tendientes a refutar la explicación de Einstein. Le tomó casi 10 años
llegar a resultados convincentes y ceder a la hipótesis del quanto de enerǵıa del fotón. Hacia
el año 1926, el f́ısico-qúımico Gilbert N. Lewis propone el término fotón para referirse al
quanto electromagnético de enerǵıa.

2.3. El átomo de hidrógeno (Bohr - 1913)

Si bien el espectro de la radiación de cuerpo negro es cont́ınuo en la frecuencia de emi-
sión, las emisiones luminosas de un gas rarificado sometido a descargas eléctricas presentan
espectros con ĺıneas discretas muy definidas. La luz emanada desde el tubo puede ser exami-
nada luego de hacerla pasar por un prisma, el que segrega colores en haces diferentes. En el
caso del hidrógeno, tal segregación conduce a cuatro ĺıneas espectrales en el rango visible, las
cuales se denotan por Hα, Hβ, Hγ y Hδ. Sus respectivas longitudes de onda son 656.21 nm
(Hα), 486.07 nm (Hβ), 434.01 nm (Hγ) y 410.12 nm (Hδ).

Figura 2.6: Ĺıneas espectrales de emisión de la serie de Balmer. La del extremo derecho corresponde
a Hα (656.21 nm).

En 1884, J. J. Balmer, un profesor de matemáticas suizo, encuentra la siguiente regula-
ridad para las longitudes de onda observadas en el espectro del átomo de hidrógeno

λm “ 364,56 nm
m2

m2 ´ 4
, m=3,4,...

Aśı, las ĺıneas quedan reproducidas con un error menor que 1˜40.000. Johannes Rydberg
sugiere más tarde la conocida fórmula

1

λ
“ R

ˆ

1

22
´

1

m2

˙

.

donde R=1.09737ˆ107 m´1, constante que lleva el nombre de Rydberg.

En 1909 dos estudiantes de Ernest Rutherford en Manchester, Hans Geiger y Ernest
Marsden, llevan a cabo un experimento de colisiones de part́ıculas alfa (α) sobre peĺıculas
de oro a fin de indagar el tamaño y distribución de las cargas positivas de un átomo. Las
part́ıculas alfa consisten en átomos de helio doblemente ionizados (He``): dos protones y dos
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H F Arellano 29

neutrones, sin electrones. En ese entonces era totalmente desconocida la estructura de un
átomo. Es más, aún no se hab́ıa descubierto el protón. Conjeturas sugeŕıan que su tama no
era del orden de 10´10 m, que teńıa electrones y que deb́ıa ser eléctricamente neutro. Como
la carga de cada electrón es ´e, necesariamente deb́ıa haber igual carga positiva. El misterio
era que no se sab́ıa como se distribúıan estas cargas positivas.

Como resultado de los experimentos de Geiger y Madsen, se concluye que la distribución
de cargas positivas está confinada a una región del orden de 10´14 m, más diez mil veces más
pequeño que el tamaño del mismo átomo. Este descubrimiento, aparte de impresionante, fue
crucial en la formulación de la teoŕıa atómica.

Previamente, ya en 1903, el f́ısico japones Hantarou Nagaoka hab́ıa sugerido un modelo
orbital para el átomo, análogo al planeta Saturno y sus anillos. Sin embargo tal idea no
prosperó pues no pod́ıa explicar su estabilidad. La pérdida de enerǵıa por radiación de las
part́ıculas cargadas en órbita (aceleradas) impiden –desde un punto de vista clásico– una
vida del átomo superior a unos 10´8 segundos.

Ejercicio 2.4 Haciendo uso de la fórmula de Larmor para la potencia electromagnética
P irradiada por una part́ıcula con aceleración a, estime la vida de un átomo clásico. En el
sistema gaussiano P “ 2q2a2{3c3. En unidades SI, P “ q2a2{6πε0c

3.

Neils Bohr, luego de doctorarse en Copenhagen en 1911, se une al grupo de Rutherford en
Manchester, Inglaterra. El intúıa que la constante de Planck pod́ıa desempeñar un rol crucial
en la determinación del tamaño de un átomo. Sus primeras conjeturas las basa en análisis
dimensional. Si k representa la constante de Coulomb, m la masa del electrón, e su carga
eléctrica y h la constante de Planck, entonces la combinación entre ellas con dimensiones de
longitud es

„

h2

mke2



“ L .

Sustituyendo numéricamente h=6.63ˆ10´34 J s, m=9.11ˆ10´31 kg y ke2=2.31ˆ10´28 J m,
se obtiene L „2ˆ10´9 m, una longitud comparable con las estimaciones del tamaño de los
átomos en ese entonces.

Los avances de Bohr fueron lentos, hasta que en julio de 1912 logra reproducir los
resultados de Balmer-Rydberg para las ĺıneas espectrales del hidrógeno. El modelo de Bohr
consiste en un modelo orbital de un elect́ron alrededor de una carga positiva muy masiva, el
protón. El modelo era el mismo que el conjeturado por Nagaoka. Sin embargo Bohr ya estaba
al tanto que la teoŕıa de Maxwell no daba cuenta de la radiación de cuerpo negro ni del efecto
fotoeléctrico, de modo que no se sintió compelido a insistir en la idea de radiación de los
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30 Caṕıtulo 2. Albores de la mecánica cuántica

electrones mientras orbitan. El modelo propuesto por Bohr para dar cuenta del espectro de
emisión del hidrógeno se sustenta en los siguientes tres postulados:

I.- Los electrones describen órbitas circunferenciales estacionarias en torno a una carga
positiva y muy masiva. Tales órbitas son descritas clásicamente, de modo que su enerǵıa
está dada por

E “ ´
ke2

2r
. (2.5)

II.- Radiación es liberada cuando un electrón pasa de una órbita permitida a otra. La
frecuencia de la radiación está dictada por la diferencia de enerǵıa entre los dos niveles

hν “ Em ´ En , (2.6)

donde Em y En corresponden a las enerǵıas de dos estados permitidos.

III.- El momentum angular del electrón toma valores múltiplos de ~ ” h{2π, vale decir,

mvr “ n~ . (2.7)

Considerando mv2{r “ ke2{r2, sustituyendo en la ecuación para la enerǵıa, se obtiene

En “ ´
mk2e4

2~2

1

n2
. (2.8)

Con este resultado se reproduce la serie de Balmer, correspondientes a la transición nÑ 2.
Además, Bohr obtiene la constante de Rydberg en términos de constantes fundamentales:

R “
mk2e4

4πc~3
.

El resultado de Bohr se puede extender a iones con un solo electrón en órbita (He`, Li``,
etc.), para los cuales

En “ ´
13.6 [eV]

n2
Z2 ,

con n “ 1 el estado de más baja enerǵıa, también denominado estado fundamental.

Notar que el espectro de enerǵıas para el átomo de hidrógeno se puede expresar

En “ ´
1

2
α2mc2 1

n2
,

donde α representa la constante de estructura fina. De igual forma, se puede verificar que la
enerǵıa potencial protón-electrón se puede expresar

V prq “ ´α2mc2 a0

r
,
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H F Arellano 31

n=2

hν

n=1

hνh
62

ν
5242

n=6

n=5

n=4

n=3

hν
32

Figura 2.7: Esquema (no a escala) de las transiciones nÑ 2 del átomo de hidrógeno, responsables
de las ĺıneas espectrales Hα, Hβ, Hγ y Hδ. El nivel n “ 1 representa el estado fundamental.

con a0 ” ~2{me2 el radio de Bohr. Notar que tanto E ´ n como V prq as escalan con α2 y
la masa del electrón. El radio de Bohr es un patrón muy común en f́ısica atómica. Su valor
numérico es cercano a medio angstrom:

a0 “
~c

αmc2
“ 0,0529 nm .

Ejercicio 2.5 La enerǵıa cinética media por part́ıcula para un gas a temperatura T es
3kBT {2. Estime la temperatura que permita transiciones del átomo de hidrógeno desde el
estado fundamental al primer estado excitado (1 Ñ 2).

Solución. Consideramos kB=8,617ˆ10´5 eV¨K´1. Suponiendo que enerǵıa térmica permite la
subida de nivel desde el estado fundamental (n “ 1) al primer estado excitado (n “ 2) plan-
teamos ∆E “ 3kBT {2. En unidades eV, 13.6p1´ 1{4q “ 3kBT {2, de donde T «79.000 K.
Esta es una temperatura alt́ısima. Para tener una idea, la temperatura superficial del Sol se
estima en 5.770 K. Es por tal motivo que excitaciones de hidrógeno desde el estado funda-
mental son inviables mediante calentamiento convencional, como lo pudiera ser un horno.
Los tubos de descarga son una solución efectiva. Un cálculo análogo para la ionización total
del átomo de hidrógeno implica temperaturas del orden de 105.000 K. A esta temperatura
los electrones forman un plasma, dejando de tener pertenecia a algún núcleo en particular.

2.4. El efecto Compton (Compton - 1923)

En 1923 Arthur H. Compton encuentra evidencia adicional acerca de la naturaleza cor-
puscular de la luz. El estudiaba el scattering de rayos X desde grafito (carbón). En estos
experimentos un haz de rayos X incide sobre una muestra de grafito y se analiza la deflexión
del haz emergente. Los rayos X los podemos entender como una onda electromagnética de
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32 Caṕıtulo 2. Albores de la mecánica cuántica

muy alta frecuencia. Clásicamente se espera que las cargas eléctricas, afectadas por los rayos
X, oscilen con la misma frecuencia del haz de luz incidente. Por lo tanto, la reemisión de la luz
debiera ocurrir con la misma frecuencia incidente, independiente del ángulo de observación.
Sin embargo Compton encuentra que a un mismo ángulo de observación, el espectro de los
rayos emergentes exhibe dos máximos, como se ilustra en el diagrama derecho de la figura.
A este fenómeno se le reconoce como efecto Compton.

’

θλ

λ, λ

λ λ’

θ=90
o

Figura 2.8: Observaciones de Compton

Si bien hubo intentos desde la f́ısica clásica para dar cuenta de este comportamiento,
ellos resultaron insatisfactorios. El problema era abordado en el marco de la interacción de
ondas electromagnéticas con electrones, las cuales nunca permitieron entender los resultados
experimentales. Sin embargo, al abordar este fenómeno desde un punto de vista de colisiones
entre fotones y electrones (scattering γe) es posible describir el fenómeno cabalmente. Esta
explicación la aporta Compton en el año 1923.1

La enerǵıa de los rayos X utilizados era del orden de unos 20 keV, unas 1500 veces la
enerǵıa de ligazón de los electrones en su estados fundamental. Ello permite suponer que los
electrones constituyentes están prácticamente libres ante sus colisiones con los fotones. Se
estudia entonces la colisión de un fotón, de cuadrimomentum pγ “ pω,kq, con un electrón
en reposo cuyo cuadrimomentum es pe “ pme,0q. Aqúı hacemos uso de unidades naturales,
donde ~ “ c “ 1, para reconstituir dimensionalmente al final. Los momenta del fotón y
electrón luego de la colisión se representan por p1γ “ pω

1,k1q y p1e “ pE,pq, respectivamente.

θ
γ

γ ’

e

Figura 2.9: Colisión fotón-electrón

Imponiendo conservación de enerǵıa-momentum se obtiene

pω,kq ` pme,0q ´ pω
1,k1q “ pE,pq . (2.9)

1Arthur H. Compton, Physical Review 21, 483 (1923).
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H F Arellano 33

Calculando el cuadrado a ambos lados, en el sentido de Lorentz, y considerando pE,pq2 “ m2
e

para el elect́ron y pEγ,pγq
2 “ 0 para los fotones, se obtiene

mepω ´ ω
1
q “ ωω1p1´ cos θq ,

donde se ha identificado cos θ “ k̂ ¨ k̂1. Tomando ω “ 2π{λ inferimos, luego de hacer
reaparecer ~ y c

λ1 ´ λ “ λC p1´ cos θq , (2.10)

donde λC corresponde a la longitud de onda de Compton del electrón dada por

λC “
h

mec
.

El comportamiento para la longitud de onda del fotón luego de la colisión con el electrón
dada por la Ec. (2.10) da cuenta del segundo pico en la intensidad de los rayos X observados
a un ángulo θ. Esta descripción lograda por Compton al fenómeno de rayos X persuadió a
muchos detractores del fotón a aceptar la idea corpuscular de la luz. Aqúı nuevamente se
manifiesta la constante de Planck, en la separación entre los dos máximos de intensidad de
los rayos X observados.

La longitud de onda de Compton surge más adelante como una limitación intŕınseca para
la medición de la posición de una part́ıcula. La idea detrás de ésto es que mientras mayor es
la enerǵıa de un fotón, más corta es su longitud de onda y por ende mayor es la resolución
espacial para localizar una part́ıcula. Pero esta enerǵıa tiene un ĺımite, la masa de la part́ıcula
a localizar. Cuando la enerǵıa hν aportada por el fotón es mayor que la enerǵıa en reposo de
una part́ıcula, mc2, consideraciones energéticas no impiden la creación de nuevas part́ıculas.
Por lo tanto la capacidad de localizar la part́ıcula se pierde. Al igualar hν “ mc2, con λν “ c,
inferimos que la longitud de onda que limita esta precisión es λ “ h{mc, es decir la longitud
de onda de Compton. Un análisis mas prolijo sobre este tema permite identificar la longitud
de onda de Compton reducida, denotada por λ̄C , como el ĺımite de tal resolución espacial.
Ella viene expresada por

λ̄C “
~
mc

.

En el caso del electrón se tiene λ̄C « 386 fm, bastante mayor al tamaño de un núcleo atómico
cuyos radios vaŕıan entre 2 y 7.5 fm.
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Caṕıtulo 3

Mecánica ondulatoria

3.1. Comportamiento dual de la luz

Una vez introducida la teoŕıa electromagnética de Maxwell y realizadas las verificaciones
que le siguieron, el consenso se inclinó hacia la aceptación de la naturaleza ondulatoria de la
luz. Por otra parte, la noción corpuscular de la luz introducida por Einstein dejó sorprendidos
a muchos y por largo tiempo.

La componente eléctrica de una onda electromagnética plana puede ser descrita mediante

Epr, tq “ E0 e
ipk¨r´ωtq , (3.1)

donde k representa el vector número de onda y ω la frecuencia angular. Si la propagación es
en el vaćıo, entonces

ω

k
“ c .

Estas mismas cantidades f́ısicas son las que Einstein les hace corresponder el fotón. En este
caso su enerǵıa está dada por Eγ “ ~ω. Para el momentum recurrimos a la relación enerǵıa–
momentum E2 “ p2c2 `m2c4, la que nos permite obtener el momentum p “ pEγ{cqp̂ “
p~ω{cqp̂. Puesto que ω{k “ c, se obtiene

p “ ~ k .

Además, puesto que el número de onda k se expresa en términos de la longitud de onda,
k “ 2π{λ, entonces obtenemos la siguiente relación entre longitud de onda y momentum
para la luz

λ “
h

p
. (3.2)
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36 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

Un ingrediente adicional y crucial es la propiedad de superposición de las ondas electro-
magnéticas, garantizada por la naturaleza lineal de las ecuaciones de los campos.

3.2. La hipótesis de de Broglie

En 1924, Louis de Broglie introduce una hipótesis sumamente osada en su tesis doctoral.
En ella él parte de la concepción de que la naturaleza es simétrica, por lo que el comporta-
miento dual de la luz postulado por Einstein se debe expresar también en la materia.

Las ondas electromagnéticas están caracterizadas por su frecuencia ω y su vector de
ondas k. A éstas se les hace corresponder la enerǵıa y momentum del fotón:

E “ ~ω, p “ ~k .

En forma equivalente, de Broglie postula a que la materia (part́ıculas materiales) están
caracterizadas por su enerǵıa E y momentum p, haciéndoles corresponder una frecuencia y
vector número de ondas análogas a los fotones:

ω “
E

~
k “

p

~
.

De esta última surge que a la materia se le puede asociar una longitud de onda λ:

λ “
h

p
. (3.3)

Con este argumento de Broglie fué capaz de interpretar geométricamente el tercer postu-
lado de Bohr, en el cual el momentum angular es un múltiplo de ~, vale decir L “ rp “ n~.
Bajo este supuesto 2πr “ nλ, equivalente a decir que el peŕımetro de las órbitas estacio-
narias de Bohr es un múltiplo de la longitud de onda del electrón ligado. No obstante, para
muchos f́ısicos de la época ésta no era más que una mera coincidencia.

Fué en 1926, cuando los f́ısicos norteamericanos C. J. Davison y L. H. Germer1 observaron
que al hacer incidir un haz de electrones monoenergético sobre un blanco de sodio (Na) el
haz emergente exhibe un comportamiento de difracción igual al de los rayos X. La geometŕıa
del patrón de difracción, en el caso de los rayos X, está determinada por la geometŕıa de
la red (conocida) y la longitud de onda λ de la onda incidente. Lo notable, en el caso del

1C. J. Davison y L. H. Germer, Physical Review 30, 705 (1927).
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H F Arellano 37

haz de electrones, es que el patron de difracción observado coincid́ıa perfectamente con la
longitud de onda λ establecida en la hipótesis de de Broglie: λ “ h{p, donde

p2

2m
“ eV,

con V el voltaje de aceleración del haz de electrones. Este experimento constituyó una prueba
contundente en favor del comportamiento ondulatorio de la materia.

Figura 3.1: Difracción de rayos X (arriba) y electrones (abajo) debidas a una peĺıcula de aluminio.

Ejercicio 3.1 Los electrones de conducción en una barra de cobre tiene una enerǵıa cinética
del orden de 7 eV. Calcule la longitud de onda de de Broglie asociada y compárela con la
distancia interatómica. La densidad del cobre es ρ “ 8900 kg/m3 y su número de masa,
A=60.

3.3. Consecuencias de la hipótesis de de Broglie

Al igual que las ondas electromagnéticas, de Broglie postula a que las ondas de materia
satisfacen el principio de superposición. En el caso ĺımite de una onda plana caracterizada
por k “ p{~, ella representa una ond́ıcula de momentum completamente definido, p. En tal
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38 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

caso escribimos,

φpr, tq “ φ0 e
ipk¨r´ωtq , (3.4)

k “ p{~ ,
ω “ E{~

Si bién la onda plana tiene un momentum absolutamente definido, ella inunda todo el espacio,
lo que se traduce en una imposibilidad de localizar la part́ıcula. Como veremos más adelante,
la densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula está dada por el módulo-cuadrado de
la función de onda. En este ejemplo, |φpr, tq|2 “ |φ0|

2, constante. Vale decir, el momentum
de la part́ıcula está totalmente definido, pero su localización es ḿınima: la probabilidad de
detectar la part́ıcula es la misma en cualquier parte del espacio.

λ

φkpr, tq “ φ0 e
ipk¨r´ωtq Ψpr, tq “

ş

Ak e
ipk¨r´ωtq dk

Onda plana Paquete de ondas

Cualquier intento de localización exige superponer contribuciones de distinta longitud de
onda, de la misma forma como se procede con las series o integrales de Fourier. Cuando ello
ocurre, entonces se pierde la definición del momentum pues son muchas las componentes
que participan en la construcción del paquete de ondas. Esta competencia localización Ø
definición de momentum conlleva al principio de incertidumbre de Heisenberg, expresado por

∆x∆px ě
~
2
. (3.5)

Al igual que los fenómenos ondulatorios clásicos, las ondas de materia también son
caracterizadas por su velocidad de fase (vφ) y velocidad de grupo (vg), determinadas por la
relación de dispersión ω “ ωpkq. En el caso de part́ıculas libres, la velocidad de fase

vφ “
ω

k
“
E

p
“
p2{2m

p
“

1

2

p

m
,

conlleva a que la velocidad de grupo,

vg “
dω

dk
“
dE

dp
“

p

m
“ 2vφ .
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H F Arellano 39

Claramente el vaćıo es un medio dispersivo para las ondas de materia, lo que implica que los
paquetes de onda se deforman a medida que transcurre el tiempo.

Evolución de un paquete de ondas en el vaćıo. Estudiemos un paquete de ondas gaussiano
en el vaćıo. A fin de simplificar la manipulación algebraica trabajaremos con k en vez de p.
Desde un punto de vista f́ısico, ambas cantidades son completamente equivalentes. En 1D
construimos

Ψpx, tq “
1
?

2π

ż

dk φpkq eipkx´ωtq , (3.6)

donde φpkq desempeñan el rol de los coeficientes de Fourier. Nos damos como condición
inicial la distribución siguiente:

Ψpx, 0q “ N e´x
2{2ξ2 . (3.7)

La evolución del paquete se obtiene expeditamente una vez que determinemos los coeficientes
φpkq. Para ello imponemos

N e´x
2{2ξ2

“
1
?

2π

ż

dk φpkq eikx
N

ˆe´ik
1x

ż 8

´8

dx (3.8)

con lo cual

φpkq “
N
?

2π

ż 8

´8

dx e
´ x2

2ξ2
´ikx

. (3.9)

La integral de la derecha se puede llevar a cabo anaĺıticamente mediante el uso de técnicas
de integración en el plano complejo, como se explica en el Apéndice B.1. Con ello se obtiene

φpkq “ Nξ e´
k2ξ2

2 , (3.10)

con lo cual

Ψpx, tq “
Nξ
?

2π

ż 8

´8

dk e´
k2ξ2

2 eipkx´ωtq , (3.11)

donde ω “ ωpkq “ ~k2{2m. Por lo tanto,

Ψpx, tq “
Nξ
?

2π

ż 8

´8

dk e´k
2p
ξ2

2
`i ~t

2m
q`ikx . (3.12)

Nuevamente la integración en k se puede reducir a una integral en el plano complejo, de lo
cual se obtiene

Ψpx, tq “
N

a

1` i~t{mξ2
exp

ˆ

´x2{2

ξ2 ` i~t{m

˙

. (3.13)
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40 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

Claramente este resultado cumple con la condición dada para Ψ en t “ 0. La forma del
paquete se analiza considerando la evolución del modulo al cuadrado de la función de onda,
|Ψpx, tq|2, que como se verá más adelante representa la densidad de probabilidad de encontrar
a la part́ıcula en torno a x. En tal caso se puede observar que el ancho σ del paquete de
ondas evoluciona de la forma

σ2
“
ξ4 ` p~t{mq2

ξ2
ñ σ 9σ “

~2t

m2ξ2
. (3.14)

Para tiempos grandes, vale decir ~t " mξ2, σ « ~t{mξ. Con ello

9σ Ñ
~
mξ

“
~c
mc2ξ

c .

Se puede apreciar que la tasa con que se ensancha el paquete de ondas depende de la masa
de la part́ıcula y de su dispersión inicial ξ. Para un electrón (mec

2 „ 0,5 MeV) localizado en
el entorno de un átomo (ξ „ 104 fm) tenemos 9σ „ 4

100
c, una velocidad nada despreciable

para el mundo atómico. Para un neutrón, en tanto, la velocidad es 1800 veces más pequeña:
9σ « 6,7 km/s.

3.4. La ecuación de ondas de Schrödinder

Erwin Schrödinder, f́ısico austŕıaco, estaba completamente fuera del grupo Göttingen-
Münich-Copenhagen, escuelas lideradas por Sommerfeld, Bohr y Born. El toma la idea de
de Broglie y la lleva más allá de la dualidad, dándole a las part́ıculas un comportamiento
totalmente ondulatorio. En un comienzo buscó una ecuación de ondas relativista, sin em-
bargo dificultades inmanejables en ese entonces lo llevaron a resignarse con una ecuación
no relativista. Años más tarde un reestudio de la ecuación de ondas relativista conduce a la
ecuación de Klein-Gordon, recurrente en el estudio de campos de part́ıculas sin spin.

La primera ecuación de ondas, reconocida como ecuación de Schrödinger, fué reportada
hacia fines de 1925. Se trata de una ecuación diferencial de segundo orden en las coordenadas
espaciales y primer orden en el tiempo. Podemos, retrospectivamente, reconstruir la ecuación
de Schrödinger introduciendo los siguientes supuestosi.2

Sea Ψpr, tq la función de onda de una part́ıcula.

A) La ecuación para Ψ debe ser lineal y homogénea, de modo que la superposición de
ondas también sea una solución.

2Albert Messiah, Quantum Mechanics, Vol I, Cap. IIi, North-Holland, The Netherlands (1991).
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H F Arellano 41

B) La ecuación diferencial debe ser de primer orden en el tiempo, de modo que Ψpr, tq
quede completamente determinada por Ψpr, 0q

Consideremos una onda plana con la identificación de ω y k establecida por de Broglie:

Ψpr, tq “ A eipp¨r´Etq{~ . (3.15)

Entonces,

BΨ

Bt
“ ´i

E

~
Ψ Ñ i~

BΨ

Bt
“ EΨ (3.16)

BΨ

Bx
“ i

px
~

Ψ Ñ ´i~
BΨ

Bx
“ pxΨ (3.17)

B2Ψ

Bx2
“ ´

p2
x

~2
Ψ Ñ ´~2B

2Ψ

Bx2
“ p2

xΨ (3.18)

∇2Ψ “ ´
p2

~2
Ψ Ñ ´~2∇2Ψ “ p2Ψ . (3.19)

Puesto que para una part́ıcula libre esperamos E “ pp2
x ` p

2
y ` p

2
zq{2m “ p2{2m, entonces

´
~2

2m
∇2Ψ “ i~

BΨ

Bt
, (3.20)

que es la reconocida ecuación de Schrödinger. En ella se identifica la correspondencia

E Ñ i~Bt (3.21)

p Ñ ´i~∇ . (3.22)

Entonces la ecuación de Schrödinger se puede escribir
ˆ

p2

2m

˙

op

Ψ “ i~Bt Ψ , (3.23)

donde el sub́ındice ‘op’ denota operador diferencial. En presencia de una interacción, la que
queda definida por un potencial V, postulamos a la extensión

ˆ

p2

2m

˙

op

Ñ

ˆ

p2

2m
` V

˙

op

, (3.24)

con lo que obtenemos
ˆ

´
~2

2m
∇2
` V

˙

Ψ “ i~
BΨ

Bt
. (3.25)

Para el estudio de un sistema debemos identificar sus caracteŕısticas f́ısicas relevantes,
en particular las interacciones a las cuales sus constituyentes están sometidas. Clásicamente
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42 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

ello nos conduce a la construcción de un hamiltoniano: Hcl “ Hpq, pq. La cuantización
del sistema se puede lograr sustituyendo p Ñ pop, q Ñ qop, de modo que el hamiltoniano
cuántico se puede plantear como Hop “ Hpqop, popq. Las soluciones estacionarias, muy útiles
para construir bases de autofunciones, son soluciones del tipo

Ψpr, tq “ ψprq e´iEt{~ ,

que satisfacen la ecuación de valores propios

Hopψ “ Eψ . (3.26)

Examinemos, en este contexto, lo que ocurre en el caso de un átomo de hidrógeno. En
tal caso la interacción entre el centro de fuerzas (un protón) y el electrón está dada por
V prq “ e2{r, de modo que la ecuación de Schrödinger queda expresada por

ˆ

´
~2

2m
∇2
`
e2

r

˙

ψ “ Eψ . (3.27)

La solución más sencilla es aquella esféricamente simétrica, donde ψprq ” fprq. Sustituyendo
y representando el laplaciano en coordenadas esféricas, obtenemos

d2prfq

dr2
`

2me2

~2
f “ ´

2mE

~2
rf . (3.28)

Si probamos una solución del tipo f „ e´βr, su reemplazo en la ecuación anterior conduce
a las siguientes identidades:

β “
me2

~2
(3.29)

β2
“ ´

2mE

~2
, (3.30)

de las cuales se infiere

E “ ´
me4

2~2
, (3.31)

en total concordancia con el resultado para la enerǵıa del estado fundamental del modelo
de Bohr. Este resultado fué sorprendente, constituyendo un gran est́ımulo para el estudio de
fenómenos a escala atómica mediante la ecuación de ondas propuesta por Schrödinger.

En este ejemplo introductorio hemos obviado el análisis de soluciones no esféricamente
simétricas, correspondientes a soluciones de momentum angular no nulo. Tal estudio se verá
en detalle más adelante.
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H F Arellano 43

3.5. Interpretación f́ısica de la función de onda

Hacia fines de 1926, Max Born interpreta el cuadrado del módulo de la función de onda,
|Ψpr, tq|2, como la densidad de probabilidad de encontrar a la part́ıcula en r en el instante
t. Entonces, la probabilidad de encontrar una part́ıcula descrita por una función de onda
Ψpr, tq en un entorno volumétrico d3r ” dτ de r está dada por

|Ψpr, tq|2 dτ .

En ese contexto, Ψpr, tq representa la amplitud de probabilidad de la part́ıcula, una función
compleja dependiente de la posición y del tiempo, es decir un campo. Esta interpretación se
hace más evidente luego de obtener una ecuación de continuidad asociada a la ecuación de
Schrödinger. Consideremos una part́ıcula sometida a un potencial escalar real V prq. Tomando
la Ec. de Schrödinger asociada y multiplicamos por Ψ˚ se sigue el siguiente desarrollo

´
~2

2m
∇ ¨ p∇Ψq ` VΨ “ i~

BΨ

Bt
{ Ψ˚

ˆ (3.32)

´
~2

2m
Ψ˚ ∇ ¨ p∇Ψq ` VΨ˚ Ψ “ i~Ψ˚ BΨ

Bt
. (3.33)

Tomamos la ecuación compleja conjugada y restamos,

´
~2

2m
rΨ ∇ ¨ p∇Ψ˚

q ´Ψ˚ ∇ ¨ p∇Ψqs “ i~
ˆ

Ψ
BΨ˚

Bt
`Ψ˚ BΨ

Bt

˙

ñ

~
2mi

∇ ¨ rΨ˚
p∇Ψq ´ p∇Ψ˚

qΨs `
B

Bt
|Ψ|2 “ 0 . (3.34)

Esta última ecuación tiene la estructura

∇ ¨ J ` Bρ
Bt
“ 0 , (3.35)

en total analoǵıa a la ecuación de continuidad de la carga eléctrica en electromagnetismo. La
interpretación f́ısica a este resultado es directa si identificamos la densidad de probabilidad
ρ y densidad de flujo de probabilidad J por

ρpr, tq “ |Ψpr, tq|2 (3.36)

Jpr, tq “
~

2mi
rΨ˚

p∇Ψq ´ p∇Ψ˚
qΨs “

~
m

Im tΨ˚
p∇Ψqu (3.37)

Con esta construcción, si ρpr, tq representa la densidad de probabilidad, entonces Jpr, tq se
interpreta como la corriente de probabilidad.

Examinemos este resultado en el caso de una onda plana, Ψpr, tq “ A eipk¨r´ωtq.
Claramente ρpr, tq “ |A|2. Para obtener la densidad de corriente notamos que ∇Ψ “

ik A eipk¨r´ωtq, con lo cual

J “
~k
m
|A|2 “

p

m
|A|2 .
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44 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

Resulta evidente la estructura J “ ρv para la densidad de corriente de probabilidad.

3.6. La norma de la función de ondas

Si Ψ representa la función de onda de una part́ıcula en un dominio Ω, entonces |Ψpr, tq|2 dτ “
ρpr, tq dτ expresa la probabilidad de encontrar la part́ıcula en un volumen infinitesimal dτ
en torno a r. Con esta interpretación exigimos que la norma

N “

y

Ω

ρpr, tq dτ , (3.38)

exista y sea independiente del tiempo. Para ello es necesario que ρpr, tq no tenga patoloǵıas.
En particular, si Ω abarca todo el espacio, exigimos que

ρÑ
1

r3`ε
para |r| Ñ 8 ,

con ε real positivo. Para la función de onda esta exigencia se traduce en que ella debe decaer,
a lo menos, más fuerte que

Ψ Ñ
1

r3{2`η
para |r| Ñ 8 .

Si esta condición no se cumple entonces la función de onda no es normalizable.

Examinemos ahora la conservación de la norma. Para ello escribamos la ecuación de
Schrödinger de la forma general

i~
BΨ

Bt
“ HΨ . (3.39)

Al igual que como se hizo anteriormente, multiplicamos Ψ˚ por la izquierda y consideramos
la ecuación conjugada:

i~Ψ˚ BΨ

Bt
“ Ψ˚

pHΨq Ñ

´i~
BΨ˚

Bt
Ψ “ pHΨq˚Ψ

Entonces,

i~
B

Bt
pΨ˚Ψq “ Ψ˚

pHΨq ´ pHΨq˚Ψ . (3.40)
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H F Arellano 45

Integramos sobre todo el espacio Ω y utilizamos la definición de N dada en Ec. (3.38),
obteniendo

i~
BN
Bt

“

y

Ω

rΨ˚
pHΨq ´ pHΨq˚Ψs dτ . (3.41)

Si la integral al lado derecho es nula, entonces BN {Bt “ 0, lo que es efectivo si Hop es
herḿıtico. En particular, si descomponemos Hop “ Kop ` Vop, la condición de hermiticidad
recae sobre Vop. En casos en que la interacción es descrita mediante un potencial V prq, esta
condición equivale a exigir que éste sea real.

Ejercicio 3.2 Obtenga la ecuación de continuidad asociada a la ecuación de Schrödinger
para un potencial V “ U ` iW , con U y W funciones reales de la posición. Interprete los
casos W ą 0 y W ă 0.

En resumen, la conservación de la norma está garantizada con la hermiticidad del ha-
miltoniano. A la inversa, no hermiticidad del hamiltoniano conduce a no conservación de la
norma. Una interacción no herḿıtica representa una fuente o sumidero de densidad de proba-
bilidad. Si bien al comienzo ésto puede parecer exótico, existen diversos sistemas f́ısicos que
exhiben tal comportamiento. Todo depende de que defina uno como el sistema, análogo a los
sistemas mecánicos donde intervienen fuerzas de roce. En este último el roce constituye un
canal mediante el cual el sistema intercambia enerǵıa con el resto del universo. En un sistema
cuántico, la no hermiticidad del hamiltoniano constituye un mecanismo (canales) mediante
el cual el sistema intercambia part́ıculas con el resto del universo. El modelo óptico en f́ısica
nuclear se basa en un potencial no herḿıtico que da cuenta de la pérdida de flujo de un haz
de part́ıculas cuando interactúa con el núcleo atómico. Esa pérdida de flujo tiene su origen
en la existencia de múltiples canales por donde se puede perder parte del flujo incidente. Lo
interesante es que existen formalismos basados en primeros principiios mediante los cuales
se puede dar cuenta de estos efectos.

Ejercicio 3.3 Obtenga y normalice la función de onda ψprq del átomo de hidrógeno en
su estado fundamental. Determine la probabilidad de que el electrón se localice a distancias
r ă 2 fm del centro de fuerzas. ¿Cuántos átomos se necesitan para que uno de sus electrones
sea sorprendido dentro de 2 fm del núcleo, con una probabilidad de 10 %?
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46 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

3.7. La función delta de Dirac

La función δ fué introducida por Paul Adrien Maurice Dirac en los años 20 como una
herramienta para manejar ciertos tipos de infinitos recurrentes en sus estudios sobre los
principios de la mecánica cuántica3. En ella se define la cantidad δpxq, que depende de la
variable real x y que cumple con las condiciones

δpxq “ 0 para x ‰ 0 , (3.42)
ż 8

´8

δpxq dx “ 1 . (3.43)

Para visualizar δpxq, ella se trata de una función nula en todo el dominio de x, excepto en
una vecindad muy pequeña alrededor de x “ 0 y cuyo ancho es „ε, donde δpxq crece como
1{ε. La forma exacta de esta función no importa mientras cumpla con la condición 3.43. En
este sentido δpxq no representa una función en su forma usual, razón por la cual Dirac la
denomina ‘función impropia’. Actualmente es un estándar referirse a esta función como delta
de Dirac . De la definición dada en las Ecs. (3.42) y (3.43) surgen las propiedades

δpxq “ δp´xq , (3.44)

xδpxq “ 0 , (3.45)

δpaxq “
1

|a|
δpxq , (3.46)

δpx2
´ a2

q “
1

2|a|
rδpx´ aq ` δpx` aqs , (3.47)

δpfpxqq “
ÿ

k

δpx´ xkq

|f 1pxkq|
, con xk’s las raices de fpxq “ 0 , (3.48)

fpxqδpx´ aq “ fpaqδpx´ aq , (3.49)

Una identidad particularmente útil es la llamada identidad de Sokhotski–Plemelj, donde

1

x` iε
“ P

1

x
´ iπδpxq . (3.50)

En esta ecuación se subentiende que ε Ñ 0, mientras que P se denota valor principal en el
sentido de Cauchy.

Hay situaciones donde resulta conveniente el uso de formas expĺıcitas, denominadas
representaciones de la delta de Dirac. Se trata de construcciones basadas en un parámetro

3P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford Science Publications, 4ta Ed. (1991).
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H F Arellano 47

auxiliar, cuyo ĺımite a un valor adecuado cumpla con las condiciones en las Ecs. (3.42) y
(3.43). Listamos algunas de ellas, cuyas demostraciones son relativamente sencillas.

δpxq “ ĺım
εÑ0

1

ε
?

2π
e´x

2{2ε , (3.51)

δpxq “ ĺım
εÑ0

1

π

ε

ε2 ` x2
, (3.52)

δpxq “ ĺım
εÑ0

sinpx{εq

πx
, (3.53)

δpxq “ ĺım
εÑ0

1

2ε
e´|x|{ε , (3.54)

δpxq “ ĺım
εÑ0

1

2ε cosh2
px{εq

. (3.55)

Estas cinco representaciones son ilustradas en la Fig. 3.2, donde también se incluye una
gráfica de un escalón de anchura 2ε y altura 1{2ε.

1/2ε

−ε +ε

( 1 )
( 2 )
( 3 )
( 4 )
( 5 )

Figura 3.2: Representaciones de la δ de Dirac. La rotulación de las curvas guardan correspondencia
con las Ecs. (3.51-3.55). En todos estos casos se ha usado ε “ 0,1.

Otras dos propiedades convenientes de tener presentes son

δpxq “
dΘpxq

dx
, (3.56)

δpxq “
1

2π

ż 8

´8

eikx dk . (3.57)

En la primera de ellas Θ corresponde a la función escalón de Heaviside. La extensión de la δ

a tres dimensiones, cuando r “ px, y, zq, se define

δprq ” δpxq δpyq δpzq . (3.58)
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48 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

Si bien es usual hacer expĺıcita la tri-dimensionalidad en la δ mediante la notación δp3qprq, es
frecuente omitir el supeŕındice ‘(3)’. El carácter 3D de la δ queda tácito en la dimensionalidad
del argumento. Es directo comprobar que la definición en la Ec. (3.58) conduce a la identidad

δprq “
1

p2πq3

ż

d3k eik¨r ,

donde d3k “ dkxdkydkz, con la integración en todo el espacio.

3.8. La función de onda en espacio de momentum

Antes de abordar el tema sobre valores de expectación asociados a operadores (ob-
servables) busquemos una interpretación f́ısica a la función de onda en representación de
momentum, que en terminoloǵıa matemática se entiende como espacio de Fourier. Conside-
remos un paquete de ondas libre, el que como hemos visto, se puede representar como una
superposición de ondas planas de momentum k y enerǵıa ω “ k2{2m. Aqúı hemos tomado
~ “ 1 a fin de simplificar el álgebra; al final reconstituiremos los resultados dimensionalmente.
Por simplicidad consideremos propagación a lo largo del eje x, de modo que

ψpx, tq “
1
?

2π

ż 8

´8

fpkq eipkx´k
2t{2mq dk . (3.59)

Observemos que

kx´
k2t

2m
“ ´

t

2m

„

´

k ´
mx

t

¯2

´

´mx

t

¯2


,

con lo cual podemos reescribir ψpx, tq,

ψpx, tq “
1
?

2π
exp pimx2

{2tq
looooooomooooooon

fase

ż 8

´8

fpkq exp

„

i
t

2m

´

k ´
mx

t

¯2


dk . (3.60)

Al examinar esta expresión notamos que la fase no contribuye en el cálculo de |ψ|2, por lo
que nos centramos en el estudio de

ϕpx, tq ”
1
?

2π

ż 8

´8

fpkq exp

„

i
t

2m

´

k ´
mx

t

¯2


dk . (3.61)

Nótese que el término mx{t tiene dimensiones de momentum, lo que motiva introducir la
variable auxiliar p “ mx{t. Además, efectuamos la traslación k Ñ k ` p en la integral de
arriba, con lo cual

ϕ “
1
?

2π

ż 8

´8

fpk ` pq exp

ˆ

i
tk2

2m

˙

dk . (3.62)
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H F Arellano 49

Esta integral oscila fuertemente para |k| altos, por lo que sus contribuciones importantes
provienen para valores de k pequeños. Se propone demostrar que esta integral se puede
aproximar a

ϕ «
1
?

2π
fppq

ż 8

´8

exp

ˆ

i
tk2

2m

˙

dk , (3.63)

la que puede ser resuelta anaĺıticamente como se muestra en el Apéndice B.2. Usando la
Ec. (B.2) se tiene

ϕ “
1
?

2π
fppq p1` iq

c

mπ

t
. (3.64)

Por lo tanto

|ϕ|2 “ |fppq|2
m

t
, (3.65)

con lo que

|ψpx, tq|2 dx “ |fppq|2
mdx

t
“ |fppq|2 dp . (3.66)

La probabilidad de que la part́ıcula se encuentre entre xa y xb en el instante t es

Prxa, xb; ts “
ż xb

xa

|ψpx, tq|2 dx “

ż mxb{t

mxa{t

|fppq|2 dp . (3.67)

En el esquema izquierdo de la figura de más abajo se ilustra un paquete de ondas en espacio
de coordenadas. El paquete se propaga hacia la derecha con poca deformación. En esta
ilustración se observa que en el instante t1, gran parte del paquete se encuentra entre xa y
xb, lo que sugiere que Prxa, xb; t1s es cercana a 1.

t
o

xa x
b

0

t
1

p
o

t
1

a b
mx mx

t
1

t
1

Ψ
φ

Figura 3.3: Paquete de ondas en coordenadas y momentum.

Del término derecho de la Ec. (3.67) notamos que

ż mxb{t1

mxa{t1

|fppq|2 dp ,
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50 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

también es cercana a 1, implicando que gran parte de su distribución (esquema derecho) está
contenida entre los ĺımites inferior y superior de la integral, vale decir, entre pa “ mxa{t1 y
pb “ mxb{t1. El momentum dominante p0 lo podemos estimar con la semisuma de pa y pb,
i.e. p0 “ mpxa ` xbq{2, coincidente con una estimación del momentum lineal en el sentido
clásico. Este análisis sugiere una interpretar la función de ondas en espacio de momentum
como la amplitud de probabilidad de que la part́ıcula tenga un momentum entre p y p` dp.

Antes de concluir esta sección es oportuno hacer un par de alcances. Si la función ψpr, tq
es cuadrado integrable, entonces su transformada de Fourier ψ̃pk, tq queda definida por

ψpr, tq “
1

p2πq3{2

ż

dk eik¨r ψ̃pk, tq . (3.68)

De esta definición se infiere

ψ̃pk, tq “
1

p2πq3{2

ż

dr e´ik¨r ψpr, tq . (3.69)

Además, la transformada de Fourier preserva la norma, vale decir,
ż

ψ˚pr, tq ψpr, tq dr “

ż

ψ̃˚pk, tq ψ̃pk, tq dk .

Es frecuente que se aluda a ψ̃pkq como ψprq en espacio de Fourier. Como hemos visto
recientemente, la función de onda ψ̃ppq tiene un significado bién espećıfico en relación a
la distribución de los momenta, por lo que nos referiremos a ella como función de onda en
representación de momentum. Aśı entonces, la propiedad de inversión de la transformada
de Fourier garantiza que toda la información f́ısica contenida en ψpr, tq lo está también en
ψ̃pk, tq Ñ ψ̃pp, tq, donde hemos hecho uso de la hipótesis de de Broglie p “ ~k. Esta ob-
servación es muy relevante puesto que sugiere que ψprq y ψ̃ppq constituyen representaciones
de un mismo objeto que en un sentido abstracto lo podemos simbolizar mediante

|ψy .

Sus proyecciones en espacio de coordenadas o de momentum representan a funciones pro-
piamente tal y se expresan por

ψprq “ xr|ψy ,

ψ̃ppq “ xp|ψy . (3.70)

3.9. Valores de expectación

Se define el valor de expectación de un observable como el valor medio de los valores
observados luego de muchas mediciones del mismo. Ello supone un numero muy grande de
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H F Arellano 51

mediciones bajo idénticas condiciones. Si denotamos por pi la probabilidad de que al medir
un observable Ω éste arroje el valor ωi, entonces el valor de expectación de Ω es

xΩy “
ÿ

i

piωi .

Aqúı hemos supuesto que las probabilidades pi están normalizadas, vale decir
ř

i pi “ 1.

Es importante señalar que el valor de expectación no corresponde al valor más probable.
Por ejemplo, consideremos un dado y sus seis caras, cada una de ellas con un número asociada
del 1 al 6 (observable). La probabilidad de que al lanzar el dado resulte cualquiera de estos
seis observables es 1{6. Entonces, el valor de expectación del observable ‘cara del dado’ es

xCara de dadoy “ 1
6
ˆ1` 1

6
ˆ2` 1

6
ˆ3` 1

6
ˆ4` 1

6
ˆ5` 1

6
ˆ6 “ 3, 5

Como se observa, este valor de expectación no corresponde a uno de los valores medibles.

La equivalencia entre las funciones de onda en representación de coordenadas y de mo-
mentum, sus respectivas interpretaciones probabiĺısticas y la hipótesis de de Broglie, justifican
las siguientes definiciones de los valores de expectación de la posición, x r y, y del momentum,
x p y,

xry ”

ż

Ψ˚
pr, tq r Ψpr, tqdr ,

xpy ”

ż

Ψ̃˚
pp, tq p Ψ̃pp, tqdp .

La relación entre ambas representaciones está dada por

ψpr, tq “
1

p2π~q3{2

ż

dp eip¨r{~ ψ̃pp, tq . (3.71)

Utilizando en forma expĺıcita esta transformación y su relación inversa, además de la propiedad
y

dr eipk
1´kq¨r

“ p2πq3δp3qpk1 ´ kq ,

se propone verificar algunas de las siguientes propiedades

xpy “

ż

Ψ˚
pr, tq p´i~∇rq Ψpr, tq dr , (3.72)

xry “

ż

Ψ̃˚
pp, tq p`i~∇pq Ψ̃pp, tq dp . (3.73)

Estos resultados sugieren introducir la noción de representación para los operadores de po-
sición y de momentum, donde

rop Ψpr, tq “ r Ψpr, tq
pop Ψpr, tq “ ´i~∇r Ψpr, tq

*

Representación de coordenadas , (3.74)
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52 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

y además

rop Ψ̃pp, tq “ `i~∇p Ψ̃pp, tq

pop Ψ̃pp, tq “ p Ψ̃pp, tq

*

Representación de momentum . (3.75)

NOTA: A fin de simplificar la escritura denotaremos los operadores mediante śımbolos con
‘tongo’ o ‘hat’. Aśı, Aop Ñ Â. Las componentes del operador posición se denotan por x̂, ŷ
y ẑ, o genéricamente por x̂i, con i “ 1, 2 ó 3. Analogamente, los momenta respectivos se
denotan por p̂x, p̂y y p̂z, o genéricamente por p̂i.

Una consecuencia notable de las definiciones anteriores es la propiedad de no comutati-
vidad de los operadores asociados a la posición (x̂i) y al momentum en la misma dirección
(p̂i). En efecto, se proppone verificar que

px̂ip̂j ´ p̂jx̂iqΨ “ i~δijΨ ,

independientemente de Ψ y su representación. Esto sugiere postular que los operadores x̂ y
p̂x satisfacen, en un sentido general,

x̂i p̂j ´ p̂j x̂i ” rx̂i, p̂js “ i~δij .

Aqúı r¨¨, ¨¨s simboliza el conmutador de los operadores separados por la coma, de modo que
si Â y B̂ son dos operadores, entonces rÂ, B̂s “ ÂB̂ ´ B̂Â.

Ejercicio 3.4 Sean Â, B̂ y Ĉ operadores lineales que satisfacen ÂpB̂ ` Ĉq “ ÂB̂ ` ÂĈ,
y pÂB̂qĈ “ ÂpB̂Ĉq. Demuestre las siguientes propiedades para conmutadores:
a) rÂ, B̂ ` Ĉs “ rÂ, B̂s ` rÂ, Ĉs;
b) rÂ, B̂ Ĉs “ rÂ, B̂sĈ ` B̂rÂ, Ĉs;
c) rÂ, B̂ns “

řn´1
k“0 B̂

krÂ, B̂sB̂n´k´1;
d) rx̂, p̂ns “ i~np̂n´1;
e) rp̂, x̂ns “ ´i~nx̂n´1.

Observar que las propiedades (d) y (e) implican

rx̂, F pp̂qs “ i~
BF

Bp̂
; rp̂, Gpx̂qs “ ´i~

BG

Bx̂
,

donde suponemos que tanto F pp̂q como Gpx̂q se expresan como series de potencias de la
forma F “

ř

k akp̂
2; y G “

ř

k bkx̂
2. Además, se subentiende

B

Bp̂
p̂n “ np̂n´1 ;

B

Bx̂
x̂m “ mx̂m´1 .
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H F Arellano 53

Ejercicio 3.5 Para Ψpr, tq normalizable, demuestre que el valor de expectación de la
enerǵıa cinética es siempre positiva, vale decir xKop y “

ş

Ψ˚p´ ~2
2m

∇2qΨ d3r ą 0.

Solución. Dado que Ψ˚p∇2qΨ “ ∇ ¨ pΨ˚∇Ψq ´ |∇Ψ|2, entonces

ż

d3rΨ˚
p´∇2

qΨ “ ´

ż

d3r∇ ¨ pΨ˚∇Ψq `

ż

d3r|∇Ψ|2 .

La primera integral del lado derecho se evalúa usando el teorema de Gauss y suponien-
do que Ψ˚∇Ψ Ñ 0 más rápido que 1{r2. En tal caso esta integral es nula, por lo que
ş

d3rΨ˚p´ ~2
2m

∇2qΨ “ ~2
2m

ş

d3r|∇Ψ|2 ą 0. Por lo tanto el valor de expectación de la enerǵıa
cinética para estados confinados es siempre positiva.

Ejercicio 3.6 Obtenga y normalice la función de onda ψprq del átomo de hidrógeno
en su estado fundamental. Con ella calcule su radio cuadrático medio

a

xr2y , el valor de

expectación de su enerǵıa xK̂ ` V̂ y y su representación en espacio de momentum (~ “ 1),
ψ̃pkq “ 1

p2πq3{2

ş

dr e´ik¨rψprq.

Ejercicio 3.7 El átomo de tritio (3H) está formado por un electrón ligado a un núcleo
constituido por 1 protón y 2 neutrones, de cargas `e y nula, respectivamente. Denotemos su
hamiltoniano por H. El decaimiento β de uno de los neutrones del núcleo, nÑ p` e` ν̄e,
hace que el núcleo se transmute súbitamente a 2 protones y 1 neutrón. El electrón creado
abandona muy rápidamente el átomo, quedando como resultado un átomo ionizado de helio-3
(3He`). Denotamos su hamiltoniano H1. Si inicialmente el átomo de tritio se encuentra en el
estado fundamental, calcule el valor de expectación de la enerǵıa xH1y. Evalue numéricamente
y compare con el estado fundamental del tritio. Suponga que la transmutación es muy súbita,
de modo que la función de onda del electrón en órbita no cambia ante el decaimiento β.

Ejercicio 3.8 Un electrón se encuentra en el estado fundamental φ0 en un pozo infinito
unidimensional de ancho 2b (b « 1 nm), donde V p|x| ă bq “ 0, y V p|x| ą bq “ 8.
a) Obtenga φpxq y estime la fuerza (en unidades de enerǵıa/distancia) que el electrón ejerce
sobre las paredes. Calcule y grafique φ̃pkq. Interprete.
b) Súbitamente el potencial desaparece y la part́ıcula queda libre. Explicite las expresiones
que permitan evaluar ρpx, tq.
c) Explique porque en este sistema se debiera esperar que x p̂x y “ 0, y x p̂2

x y ‰ 0.
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54 Caṕıtulo 3. Mecánica ondulatoria

3.10. La ecuación de Schrödinger en espacio de momentum

Si bién es común centrarse en el estudio y aplicación de la ecuación de Schrödinger en
espacio de coordenadas, su estudio en espacio de momentum ofrece una forma alternativa
que puede ser particularmente útil. Esta idea se afinará más adelante, y posiblemente en
tratamientos más avanzados sobre el tema.

Para fijar ideas, consideremos un caso unidimensional donde una part́ıcula de masa m
es sometida a un potencial V pxq. La ecuación para la función de onda ψpxq en estado
estacionario en espacio de coordenadas está dada por

´
~2

2m

B2ψ

Bx2
` V pxqψ “ Eψ

Consideremos la representación

ψpxq “
1
?

2π

ż 8

´8

eikxφpkq dx .

Observar que

B2ψ

Bx2
“

1
?

2π

ż 8

´8

p´k2
qeikxφpkq dx .

Sustituimos en la ecuación de Schrödinger, multiplicamos por e´ik
1x e integramos en la

variable x. Además hacemos uso de la identidad
ş8

´8
eipk´k

1qxdx “ 2πδpk1 ´ kq, donde δ
denota la función delta de Dirac, para obtener

~2k12

2m
φpk1q `

1

2π

ż 8

´8

dx

ż 8

´8

dke´ik
1xV pxqeikxφpkq “ Eφpk1q

Definamos ahora la transformada de Fourier del potencial Ṽ pkq,

Ṽ pkq ”
1

2π

ż 8

´8

V pxqeikx dx ,

con la cual obtenemos, luego de efectuar el intercambio de variables k é k1,

~2k2

2m
φpkq `

ż 8

´8

Ṽ pk ´ k1qφpk1q dk1 “ Eφpkq . (3.76)

Esta es la forma que adopta la ecuación de Schrödinger 1D en espacio de coordenadas.

Ejercicio 3.9 Considere una part́ıcula de masa m sometida a un potencial atractivo de
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H F Arellano 55

rango nulo, V pxq “ ´λδpxq, con λ ą 0. Calcule Ṽ pkq, obtenga función de onda del estado
ligado φpkq y su autoenerǵıa. A partir de lo anterior obtenga ψpxq.

Solución. La autoenerǵıa E es negativa, por lo que la denotamos por conveniencia como
E “ ´~2b2{2m, con b una variable auxiliar equivalente. De la definición de Ṽ obtenemos
Ṽ “ ´λ{2π. Denotemos entonces a “ ´mλ{π~2. Con estas definiciones la Ec. (3.76) para
la función de onda se reduce a

k2φpkq ´ a

ż

φpk1qdk1 “ ´b2φpkq .

Denotando Φ “
ş

φpkqdk, la ecuación anterior permite obtener

φpkq “
aΦ

k2 ` b2
.

Sustituyendo φ en Φ “
ş

φdk, obtenemos

1 “ a

ż 8

´8

dk

k2 ` b2
“ π

a

b
.

De aqúı inferimos b “ aπ. Volviendo a las variables originales,

E “ ´
~2b2

2m
“
mλ2

2~2
.

Este resultado para la enerǵıa del estado ligado coincide con el que obtendremos más adelante
resolviendo el sistema en representación de coordenadas.

La obtención de la función de onda (no normalizada) en espacio de coordenada procede
evaluando la integral

ψpxq “
1
?

2π

ż 8

´8

eikxdk

k2 ` b2
, (3.77)

la que se lleva a cabo en forma sencilla en el plano complejo. Como se muestra en el Apéndice
B.3, el análisis requiere considerar por separado los casos x ą 0 y x ă 0, conduciendo en la
evaluación de ψ

ψpxq “

c

π

2

e´b|x|

b
.

Se trata de una función simétrica en x, que decae exponencialmente para |x| Ñ 8. Notar
que esta función de onda no está normalizada. Su forma normalizada se obtiene al evaluar
N “

ş

|ψ|2dx y hacer

ψpxq Ñ
1
?
N
ψpxq .
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3.11. La ecuación de Schrödinger para un sistema binario

En el marco de la mecánica clásica, el problema de un sistema de dos cuerpos inter-
actuando via fuerzas internas, vale decir potenciales que sólo dependen de la coordenada
relativa, se puede reducir al problema de un cuerpo en el centro de masas del sistema. Este
resultado se replica en el problema de dos cuerpos descrito en el marco de la ecuación de
Schrödinger.

Supongamos que r1 y r2 denotan las coordenadas de las part́ıculas 1 y 2, las que
interactúan mediante un potencial V pr1 ´ r2q. Las masas de las part́ıculas son m1 y m2,
respectivamente. La función de onda asociada a esta dos part́ıculas la denotamos mediante
Ψpr1, r2, tq que satisface

„

´
~2∇2

1

2m1

´
~2∇2

2

2m2

` V pr2 ´ r1q



Ψpr1, r2, tq “ i~
BΨpr1, r2, tq

Bt
. (3.78)

Observar que

∇2
1 “

B2

Bx2
1

`
B2

By2
1

`
B2

Bz2
1

; ∇2
2 “

B2

Bx2
2

`
B2

By2
2

`
B2

Bz2
2

.

Guiados por las transformaciones clásicas, consideremos el siguiente cambio de coordenadas
ortogonales

r “ r2 ´ r1 , R “
m1r1 `m2r2

m1 `m2

,

y denominemos ΦpR, r, tq “ Ψpr1, r2, tq. Expresaremos los laplacianos ∇2
1 y ∇2

2 en términos
de las nuevas coordenadas. Denotamos la masa total del sistema por M “ m1 ` m2, y
su masa reducida por µ “ m1m2{pm1 `m2q. Convengamos además en que BX representa
derivada parcial con respecto a la coordenada X deR. Análogamente, Bx representa derivada
parcial con respecto a la coordenada x de r. Aśı entonces,

B

Bx1

“

ˆ

Bx

Bx1

˙

B

Bx
`

ˆ

BX

Bx1

˙

B

BX
“ ´

B

Bx
`

´m1

M

¯

B

BX
.

En forma análoga,

B2

Bx2
1

“
B2

Bx2
´

ˆ

2m1

M

˙

B2

BxBX
`

ˆ

m2
1

M2

˙

B2

BX2
.

Por otro lado, con respecto a la coordenada x2 tenemos

B2

Bx2
2

“
B2

Bx2
`

ˆ

2m2

M

˙

B2

BxBX
`

ˆ

m2
2

M2

˙

B2

BX2
.
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Combinando estos resultados se observa

1

m1

B2

Bx2
1

`
1

m2

B2

Bx2
2

“
1

M

B2

BX2
`

1

µ

B2

Bx2
.

Este resultado se extiende a las componentes y y z, por lo que la Ec. (3.78) se re-escribe
„

´
~2

2M
∇2
R ´

~2

2µ
∇2
r ` V prq



ΦpR, r, tq “ i~
BΦpR, r, tq

Bt
.

Esta ecuación separa el comportamiento del sistema en la coordenada relativa entre las
part́ıculas interactuantes, y el movimiento translacional de este. Las soluciones estacionarias
son del tipo

ΦpR, r, tq “ e´iEt{~Φ0pR, rq ,

la que en la Ec. de Schrödinger conduce a
„

´
~2

2M
∇2
R ´

~2

2µ
∇2
r ` V prq



Φ0pR, rq “ EΦ0pR, rq .

Además, puesto que el potencial no depende de R entonces la función de onda se puede
separar en una parte que sólo depende de R y otra de r. Aquella que depende de R es
autofunción de ∇2

R, por lo que corresponde a una onda plana. Por lo tanto,

ΦpR, rq “ eiK¨Rψprq .

Al sustituir y simplificar en la Ec. anterior se obtiene
„

´
~2

2µ
∇2
r ` V prq



ψprq “

ˆ

E ´
~K2

2M

˙

ψprq ” Ec.m.ψprq .

Esta es una ecuación diferencial de valores propios, donde el factor que multiplica ψ al lado
derecho representa la autoenerǵıa Ec.m. en el centro de masas del sistema. Entonces,

E “ Ec.m. `
~K2

2M
,

lo que se traduce en que la enerǵıa del sistema binario es la suma de la enerǵıa cinética en
el centro de masas del sistema, más la enerǵıa debido a la translación del centro de masas.
El problema cuántico de dos cuerpos en el centro de masas involucra la masa reducida del
sistema. En muchas de las aplicaciones que veremos en las secciones siguientes trabajaremos
en el centro de masas. Ello equivale a considerar K “ 0, por lo que Ec.m. “ E. En adelante
omitiremos el rótulo ‘c.m.’.

Ejercicio 3.10 Compare porcentualmente la enerǵıa de transición desde los niveles 3 Ñ 2
para el hidrógeno y deuterio. ¿Cuán diferentes son las longitudes de onda de tales emisiones?
¿Es ésta una diferencia medible?
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Caṕıtulo 4

Aplicaciones unidimensionales

La ecuación de Schrödinger unidimensional (1D) en estado estacionario para una part́ıcula
de masa m, en presencia de un potencial local V pxq, se puede escribir

´φ2pxq ` Upxqφpxq “ ε φpxq , (4.1)

donde simbolizamos Upxq “ 2mV pxq{~2, y ε “ 2mE{~2. T́ıpicamente, una vez dado un
potencial interesa buscar soluciones a esta ecuación, las que se pueden dar ante dos esce-
narios. Por una parte están los estados ligados, para los que buscamos sus autoenerǵıas y
autofunciones. Esto se traduce en encontrar valores ε, los cuales permitan soluciones con-
finadas, con sus correspondientes funciones de onda φε. Por otro lado están las soluciones
correspondientes a estados no ligados, también denominados estados de scattering, donde
el problema se traduce en encontrar las funciones de onda φε asociadas a un haz incidente.
Este es el caso t́ıpico de colisiones con un centro de potencial. La enerǵıa ε “ 2mE{~2 da
cuenta de la enerǵıa E en el centro de masas del par interactuante, con m la masa reducida.

Genéricamente, las caracteŕısticas del potencial van a condicionar el tipo de espectro
que uno obtiene. En la figura (4.1) se ilustran en forma esquemática cuatro casos comunes.
El primero de ellos (i) corresponde a un potencial confinante el que conduce a autovalores
discretos. Tal es el caso de un pozo infinito o el oscilador armónico. El segundo ejemplo
(ii) corresponde a un potencial atractivo en cierta región pero de alcance finito, lo que bien
puede quedar descrito exigiendo V px Ñ ˘8q Ñ 0. El espectro en este caso es mixto,
donde los autovalores negativos se dan en forma discreta y los positivos son cont́ınuos. El
tercer ejemplo (iii) ilustra un potencial repulsivo de alcance finito. En tal caso el espectro
permite autovalores positivos en espectro cont́ınuo. El cuarto ejemplo (iv) ilustra un potencial
periódico. En este caso el espectro es cont́ınuo por segmentos, exhibiendo estructura de
bandas para las soluciones de estados permitidos y prohibidos. Esto ocurre en las estructuras
cristalinas, foco de estudio en f́ısica del estado sólido.
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Figura 4.1: Espectro de enerǵıas según el tipo de potencial.

4.1. Condiciones sobre la función de onda

La función de onda φpxq representa la amplitud de probabilidad de encontrar la part́ıcula
en la coordenada x. Es f́ısicamente razonable exigir que tal función de onda sea univaluada.
Además, la continuidad de ella también es necesaria dado que de otro modo tendŕıamos co-
rrientes de probabilidad infinitas, lo que es f́ısicamente inaceptable. Con estas consideraciones
examinemos el comportamiento de la derivada de la función de onda. Para ello integramos
la ecuación (4.1) en torno a un punto x0, donde consideramos que el potencial pueda ex-
hibir alguno de los comportamientos ilustrados en la Fig. (4.2). En (a) el potencial y sus
derivadas son cont́ınuos. En (b) el potencial es cont́ınuo en x0 pero no aśı su derivada. En
(c) tanto el potencial como su derivada en x0 son discont́ınuos. En (d) el potencial es del
tipo V0δpx´ x0q, con δpx´ x0q la delta de Dirac, lo que representa un potencial infinito de
rango nulo (zero-range potential).

V V V V

(b) (c)(a)

x x x x

(d)

x+ x x

x x x
o

o o ox

x−x
−

x++−+− xx

Figura 4.2: Posibles comportamientos del potencial en torno a x0.

Estudiemos como se comporta la derivada de la función de onda a ambos lados de x0.
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H F Arellano 61

Para ello denotemos x˘ “ x0 ˘
1
2
∆, con ∆ Ñ 0`. Al integrar la Ec. (4.1) entre x´ y x`

obtenemos

´
“

φ 1px`q ´ φ 1px´q
‰

`

ż x`

x´
dxUpxqφpxq “ ε

ż x`

x´
dx φpxq . (4.2)

Analicemos ahora el ĺımite ∆ Ñ 0 contemplando dos posibles escenarios. En el primero de
ellos consideramos U finito en el intervalo rx´, x`s, lo que se da para los casos (a), (b) y (c).
En estos tres casos la integral que incluye el potencial se puede acotar mediante el teorema
del valor medio, por términos del tipo Uφ ˆ ∆, el que tiende a cero si ∆ Ñ 0. De igual
forma, hacemos uso del teorema del valor medio para evaluar la integral del lado derecho de
la ecuación, lo que permite expresarla como εφˆ∆, que tambien se anula al hacer ∆ Ñ 0.
Con lo anterior obtenemos

φ 1px`q “ φ 1px´q ,

de modo que la derivada de la función de onda es cont́ınua aun si el potencial exhibe una
discontinuidad finita.

El caso (d) merece atención especial. La continuidad de la función de onda conduce a
que la integral del lado derecho de la Ec. (4.2) se anule luego de tomar el ĺımite ∆ Ñ 0. Sin
embargo, la integral que involucra el potencial se evalúa en forma exacta debido al término
δpx´ x0q. Ello se traduce en la discontinuidad de la derivada de la función de onda

φ 1px`q ´ φ 1px´q “ Upx0qφpx0q “
2m

~2
V px0qφpx0q . (4.3)

En resumen, la derivada de la función de onda es siempre cont́ınua salvo en puntos donde
el potencial tenga una discontinuidad infinita. Tal es el caso de barreras infinitas de potencial,
como veremos más adelante.

Otros dos casos de interés son sistemas que exhiban simetŕıa esférica o ciĺındrica. Exami-
nemos el comportamiento de la función de onda ψ en situaciones simplificadas para ambos
casos. Para ello escribiremos el laplaciano en las coordenadas correspondientes.

(a) Simetŕıa esférica. En coordenadas esféricas utilizamos los parámetros geométricos pr, θ, ϕq
para fijar un punto. La función de onda depende, en general, de estas tres coordenadas. Exa-
minemos el comportamiento de la función de onda cuando ella sólo depende de la coordenada
radial. Entonces,

´
~2

2m

„

1

r

B2

Br2



prψq ` V prqψ “ E ψ . (4.4)
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62 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

Denotando uprq ” rψprq, entonces el problema se reduce a una ecuación para uprq,

´
~2

2m
u2 ` V prqu “ Eu . (4.5)

Las condiciones de continuidad para u son las mismas analizadas para el caso unidimensional.
Sin embargo hay un caso de cuidado que ocurre cuando el origen (r “ 0) es una coordenada
permitida en el intervalo de análisis. Puesto que la función de onda ψ debe ser finita en todo
el espacio, entonces la condición uprq “ rψprq, exige que

uprq |rÑ0 “ 0 .

(b) Simetŕıa ciĺındrica. En coordenadas ciĺındricas utilizamos los parámetros geométricos
pρ, φ, zq para fijar un punto. Es más, supongamos un sistema bidimensional donde la coorde-
nada z no participa. Examinamos el comportamiento de la función de onda cuando ella sólo
depende de la coordenada radial ρ, conducente al estado de ḿınima enerǵıa. Entonces,

´
~2

2m

1

ρ

B

Bρ

ˆ

ρ
Bψ

Bρ

˙

` V pρqψ “ E ψ . (4.6)

Esta es una ecuación diferencial que involucra primeras y segundas derivadas de ψ. Sin
embargo, al introducir

ψpρq “ ρsRpρq ,

se encuentra que al escoger s “ ´1{2, la ecuación para la función de onda se reduce a

R2 `
R

4ρ2
“ pU ´ εqR .

Aqúı hemos denotado U “ 2mV {~2 y ε “ 2mE{~2. Dado que ψ “ R{
?
ρ, el hecho de que

ψ sea finita en el origen conlleva a exigir

Rpρq |ρÑ0 “ 0 .

4.2. Propiedades de soluciones en sistemas unidimensionales

Al abordar el analisis de un sistema unidimensional descrito por un potencial V pxq nos
planteamos la búsqueda de soluciones para la función de onda, la cual satisface

´
~2

2m

d2φ

dx2
` V pxqφ “ Eφ. (4.7)
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H F Arellano 63

x

V

Figura 4.3: Potencial que tiende a V8 para xÑ ˘8.

Comunmente se dan dos tipos de soluciones: estados ligados y estados de scattering. Por
ahora excluiremos el caso de potenciales periódicos, los que conllevan a soluciones de bandas.
Denotemos por Vmin al ḿınimo del potencial y supondremos que V pxq tiende asintóticamente
a V8 para xÑ ˘8. En la Fig. 4.3 se ilustra un potencial con las caracteŕısticas descritas.

I.- Estados ligados
Lo estados ligados son soluciones cuyas autoenerǵıas cumplen con Vmin ă E ă V8.
Los autovalores E resultan cuantizados y se pueden ordenar de menor a mayor, con
E0 ă E1 ă E2 ă . . . . Los autoestados se denotan por φ0, φ1, φ2, ¨ ¨ ¨ , respectivamente.
Se observan las siguientes propiedades:

a) Las autofunciones φ0pxq, φ1pxq, ¨ ¨ ¨ pueden representarse como funciones reales.

b) Las autofunciones se anulan para xÑ ˘8 y son normalizables:
ş8

´8
φ˚i φj “ δij.

c) La enerǵıa del estado fundamental cumple E0 ą Vmin.

d) La autofunción φ0pxq para el estado fundamental no tiene nodos.

e) φnpxq tiene n nodos, cada uno de ellos ubicado entre nodos consecutivos de φn´1.

f) Los autoestados φn son no-degenerados.

g) Si V pxq es simétrico, entonces las autofunciones son simétricas o antisimétricas.

II.- Estados de scattering (cont́ınuo)
Cuando E ą V8, la enerǵıa no está cuantizada. Sin embargo para cada enerǵıa se
encuentran autofunciones de la Ec. (4.7). Resumimos algunas de sus propiedades.

a) Para toda enerǵıa E ą V8, las soluciones φ Ñ φk de la Ec. (4.7) se compor-
tan como e˘ikx, donde ~2k2{2m “ E ´ V8. Aqúı ~k representa el momentum
asintótico del haz incidente, con k su número de onda.
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64 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

b) Si consideramos una onda incidente de enerǵıa E desde la izquierda, las condi-
ciones de borde para la solución son

φkpxq Ñ eikx ` rpkqe´ikx, xÑ ´8,

φkpxq Ñ tpkqeikx, xÑ 8. (4.8)

Aqúı r y t definen las amplitudes de reflexión y transmisión, respectivamente. La
probabilidad de reflexión está dada por R “ |r|2, mientras que la de transmisión
por T “ |t|2.

c) Si k ‰ k1, entonces φk y φk1 son ortogonales, es decir
ş8

´8
φ˚kφk1 “ 0.

Ejercicio 4.1 Demostrar que la enerǵıa del estado fundamental para un hamiltoniano del
tipo H “ K ` V , es siempre mayor que el ḿınimo del potencial.

Solución. Consideramos la ecuación de Schrödinger para el estado fundamental, K̂φ0`V̂ φ0 “

E0φ0. Multiplicamos por la izquierda por φ˚ e integramos en dx:
ż

dx φ˚K̂φ`

ż

dx φ˚V pxqφ “ E0

ż

dx φ˚φ

Puesto que xK̂y “
ş

dx φ˚K̂φ ą 0, entonces

E0

ż

dx φ˚φ´

ż

dx φ˚V pxqφ ą 0 .

Además,
ş

dx φ˚V pxqφ ě Vmin
ş

dx φ˚φ, con lo cual E0 ą Vmin.

Ejercicio 4.2 Demuestre que los autoestados de ´φ2 ` Uφ “ εφ, son no-degenerados.

Solución. Degeneración significa que existen dos o más funciones linealmente independientes
que comparten un mismo autovalor, en este caso la enerǵıa. Para demostrar la no degenera-
ción procedamos por reducción al absurdo, donde suponemos la existencia de dos soluciones
φα y φβ linealmente independiente con la misma autoenerǵıa ε. Entonces desarrollamos

´φ 2α ` Uφα “ ε φα {ˆφβ

´φ 2β ` Uφβ “ ε φβ {ˆφα

Restando ambas ecuaciones y reordenando las derivadas se obtiene

d

dx

“

φα φ
1
β ´ φβ φ

1
α

‰

“ 0 . (4.9)
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H F Arellano 65

Con ello φα φ
1
β ´ φβ φ

1
α “ Cte. Como los estados son ligados, tanto φ como sus derivadas

se anulan para xÑ ˘8, por lo que la constante debe ser nula. Aśı,

φ 1α
φα
“
φ 1β
φβ

. (4.10)

Integrando ambos lados se obtiene φα “ k φβ, con k una constante de proporcionalidad.
Esto significa que φα es linealmente dependiente de φβ, lo que contradice el supuesto de
partida. Por lo tanto el espectro es no-degenerado.

Ejercicio 4.3 Demuestre que si Upxq es simétrico, entonces las autofunciones de ´ψ2 `
Uψ “ εψ, son simétricas o antisimétricas.

Solución. Consideremos

´
d2

dx2
ψpxq ` Upxqψpxq “ ε ψpxq ,

y hacemos un cambio de variable xÑ ´x. Puesto que Upxq “ Up´xq, entonces

´
d2

dx2
ψp´xq ` Upxqψp´xq “ ε ψp´xq .

Denotemos ψp´xq “ χpxq, con lo cual la ecuación de arriba se reduce a

´
d2

dx2
χpxq ` Upxqχpxq “ ε χpxq ,

idéntica a la ecuación para ψ, con la misma autoenerǵıa. Como el sistema es no-degenerado
entonces necesariamente ψ y χ son proporcionales, es decir

ψpxq “ λχpxq “ λψp´xq ,

con λ la constante de proporcionalidad. De esta misma ecuación se obtiene que ψp´xq “
λψpxq, por lo que ψpxq “ λ2 ψpxq. Las soluciones no triviales se dan para λ “ ˘1, condu-
centes a autofunciones pares (λ “ `1) e impares (λ “ ´1).

Ejercicio 4.4 Obtenga las autofunciones φnpxq para una part́ıcula de masa m en un pozo
infinito simétrico de ancho a. Demuestre que xx̂yn “ 0 y que p∆xq2n “ pa

2{12q p1´ 6{n2π2q.
Verifique que este resultado coincide con el ĺımite clásico al hacer nÑ 8.

Ejercicio 4.5 Considere una part́ıcula de masa m confinada en una región esférica de radio
R. El potencial está dado por

V prq “

"

0 r ă R
8 r ě R
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66 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

a) Encuentre y grafique la función de onda del estado fundamental φ0prq.
b) Calcule la presión que ejerce la part́ıcula sobre las paredes y est́ımela para el caso de un
electrón, cuando R „10 nm. Considere ~c « 200 eV nm.
c) Haga la misma estimación para una región cúbica de aristas de longitud igual al diámetro
de la esfera.

4.3. Potencial de alcance nulo: ‘zero-range potential’

El siguiente ejemplo constituye un potencial ficticio caracterizado por ser de alcance nulo.
El hecho de que sea un modelo ficticio no es un impedimento para su uso en sistemas f́ısicos
reales. De hecho, su simplicidad permite en muchos casos explorar propiedades mediante
resultados anaĺıticos controlables. En f́ısica nuclear por ejemplo, cierta clase interacciones
tipo δ de Dirac llevan el nombre de interacciones efectivas de Skyrme. Estas son utilizadas
como un recurso muy efectivo para hacer factibles ciertos cálculos de alta complejidad, los
que de otro modo seŕıan totalmente inviables aun con las capacidades computacionales de
esta década.

En el caso unidimensional, escogido a lo largo del eje z, representemos un potencial de
alcance nulo mediante

V pzq “ gδpzq ,

donde δpzq corresponde a la delta de Dirac. De acuerdo a esta definición, V pzq “ 0 para
z ‰ 0. La magnitud de g denota la intensidad de la interacción, mientras que su signo
determina si ella es atractiva g ă 0q, o repulsiva pg ą 0q. Notar que δpzq tiene unidades de
1{z, de modo que si z representa una coordenada, entonces δpzq acarrea unidades de L´1.
Por lo tanto, rgs “ Enerǵıaˆ Longitud.

a) Estado ligado. Para este caso consideramos g ă 0. Distinguimos dos regiones en el
eje z: a) z ă 0, y b) z ą 0, cada una de las cuales lleva asociada funciones de
onda φa y φb, respectivamente. Antes de resolver expĺıcitamente es conveniente tener
presente algunas caracteŕısticas de la función de onda. Primero, puesto que el potencial
es simétrico, al estado fundamental le corresponde una función de onda simétrica con
respeco al origen. Además, puesto que se trata de un estado ligado (E ă 0), la función
de onda debe anularse para z Ñ ˘8.

Resolvemos para z ą 0, ´φ2b “ p2mE{~2qφb ” ´κ
2φb, donde κ2 “ ´2me{~2 ą 0. La

solución φb es una combinación lineal de e´κz y eκz. Sin embargo, la segunda de ellas
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H F Arellano 67

es descartada pues conlleva a soluciones divergentes para z Ñ 8. Con lo anterior,

φb “ Ae´κz .

Para el caso z ă 0 la ecuación para φa es la misma que para φb, conducente a soluciones
exponenciales del tipo e˘κz. Sin embargo podemos afirmar que

φa “ Aeκz ,

solución que se anula para z Ñ ´8 y da cuenta de la simetŕıa de la solución. Además
se satisface continuidad de la función de onda en z “ 0: φapz Ñ 0´q “ φbpz Ñ 0`q. El
comportamiento de la derivada en de la función de onda en z “ 0˘ queda determinada
por la Ec. (4.3) de donde φ1b ´ φ1a “ p2mg{~2qφp0q. Sustituyendo y simplificando
obtenemos

´2κ “
2mg

~2
,

de donde se obtiene E “ ´mg2

2~2 .

b) Estado de scattering. En este caso la enerǵıa de la función de onda es un dato del
problema, quedando por determinar la función de onda. A ambos lados del origen el
potencial es nulo, por lo que la ecuación a resolver en cualquiera de esto casos es
´φ2 “ p2mE{~2qφ ” k2φ. Suponiendo onda incidente desde la izquierda, entonces

φa “ eikz ` r e´ikz , φb “ t eikz .

Continuidad de la función de onda en el origen (z “ 0) conduce a

1` r “ t .

Al igual que en el caso anterior, imponemos condición sobre la derivada de la función
de onda, φ1b ´ φ

1
a “ p2mg{~2qφp0q. Derivando se obtiene

ikrt´ 1` rs “
2mg

~2
t .

Definamos la magnitud a “ ~2{mg, con unidades de longitud y que denominaremos
longitud de scattering . Con ello la ecuación anterior se escribe

ikapt` r ´ 1q “ 2t .

Resolvemos y obtenemos

r “ ´
1

1´ ika
, t “ ´

ika

1´ ika
.
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68 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

Conviene hacer notar que la onda transmitida experimenta un desfase en relación a
la onda incidente. Ello se hace evidente al notar que el coeficiente de transmisión se
puede expresar como el producto de una magnitud (módulo) y una fase, del tipo eiδ.
Del resultado para t observamos que

t “
ka

?
1` k2a2

eiδ ,

con tan δ “ ´1{ka. La onda emergente se escribe

φbpxq “ |t|e
ipkx`δq

donde δ denota el corrimiento de fase de la onda emergente relativa a la incidente, o
no perturbada.

Ejercicio 4.6 Un electrón de masa m está sometido a una fuerza atractiva de alcance
nulo ubicada a una distancia b de una pared infinita. Aśı, el potencial queda dado por

V pxq “

"

8 x ď 0
´λδpx´ bq x ą 0

.

Si b „ 5 nm, estime numéricamente λ para que exista un estado ligado.

Ejercicio 4.7 Considere una part́ıcula de masa m sometida a dos potenciales de rango
nulo V pxq “ ´br δpx ` aq ` δpx ´ aq s, con b ą 0. Determine la probabilidad de encontrar
la part́ıcula en el intervalo r´a, as.

Ejercicio 4.8 Haciendo uso de la ecuación de continuidad para la densidad de flujo de
probabilidad, demuestre que las soluciones en Ec. (4.8) satisfacen |r|2 ` |t|2 “ 1.

Solución. Supongamos que la zona de interacción, donde el potencial es no despreciable, ocu-
rre al interior del rango ra, bs en el eje x. La ecuación de continuidad para estado estacionario,
donde Bρ{Bt “ 0, se traduce en ∇ ¨ J “ 0. Aplicamos el teorema de Gauss considerando
una superficie cerrada que sea cruzada perpendicularmente por el eje x en las coordenadas
a y b. Obtenemos entonces Ja ¨ n̂a ` Jb ¨ n̂b “ 0, con n̂a “ ´x̂, y n̂b “ x̂. Por lo tanto

Ja ¨ x̂ “ Jb ¨ x̂ . (4.11)

Evaluamos las corrientes. En x “ b, donde ψ “ teikx, tenemos para ψ˚∇ψ

ψ˚∇ψ “
`

t˚e´ikx
˘ `

ikx̂ teikx
˘

“ ik|t|2x̂ .
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H F Arellano 69

Puesto que J “ ~
m

Imtψ˚∇ψu, entonces

Jb ¨ x̂ “
~k
m
|t|2 . (4.12)

Análogamente, para x “ a, donde ψ “ eikx ` re´ikx, obtenemos

ψ˚∇ψ “
`

e´ikx ` r˚eikx
˘

ikx̂
`

eikx ´ re´ikx
˘

“ ikx̂
`

1´ |r|2 ` 2i Imtr˚e2ikx
u
˘

Entonces

Ja ¨ x̂ “
~k
m
p1´ |r|2q . (4.13)

Observe que el flujo neto en la dirección x da cuenta del entrante menos el reflejado, dado por
|r|2. Reemplazando los resultados (4.13) y (4.12) en la Ec. (4.11) obtenemos |r|2` |t|2 “ 1.

4.4. Pozo finito 1D

Estudiemos una part́ıcula de masa m confinada unidimensionalmente por un pozo de
potencial finito. Este sistema bien pudiera constituir un modelo rudimentario para describir
un electrón confinado por un metal, donde los bordes del metal se modelan con un potencial
de altura finita. Definamos

V pxq “

"

0 si |x| ď a
V0 si |x| ą a

(4.14)

Ante este potencial la función de onda φ la representamos por segmentos: u1pxq para

ϕa ϕb ϕc

-a a0 x

E

V0

Figura 4.4: Pozo de potencial finito.

Universidad de Chile fcfm



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5

70 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

x ă ´a, u2pxq para |x| ď a, y u3pxq para x ą a. Entonces,

´u21 `
2mV0

~2
u1 “

2mE

~2
u1

´u22 “
2mE

~2
u2

´u23 `
2mV0

~2
u3 “

2mE

~2
u3

Denotemos

k2
“

2mE

~2
, b2

“
2mV0

~2
, K2

“ b2
´ k2 . (4.15)

Con lo anterior

u21 ´K
2u1 “ 0 ; u22 ` k

2u2 “ 0 ; u23 ´K
2u3 “ 0 .

Dado que el potencial es simétrico con respecto a x, entonces las soluciones deben ser
simétricas y antisimétricas. Por lo anterior, para el rango |a| ď a las soluciones son del tipo
u2 „ cos kx y u2 „ sin kx. Para x ą a la solución debe ser exponencial decreciente, es decir
u3 „ e´Kx. En el caso de x ă ´a las soluciones son del tipo u1 „ eKx, que garantiza u1 Ñ 0
cuando xÑ ´8. Observe las siguientes construcciones para soluciones pares e impares:

Pares:

$

&

%

u1 “ AeKpx`aq x ă ´a
u2 “ B cospkxq |x| ď a
u3 “ Ae´Kpx´aq x ą a

Impares:

$

&

%

u1 “ ´Ae
Kpx`aq x ă ´a

u2 “ B sinpkxq |x| ď a
u3 “ Ae´Kpx´aq x ą a

(4.16)

La condición de continuidad de la función y su derivada para todo x equivale a exigir conti-
nuidad de la derivada logaŕıtmica u1{u. Imponemos esta condición para las soluciones pares
en x “ a

u12
u2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a

“
u13
u3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a

ñ k tanpkaq “ K .

Usando K2 “ b2 ´ k2, obtenemos la ecuación que determina los valores permitidos para k,
y por ende las enerǵıas de los estados ligados. Se obtiene

tanpkaq “

d

pbaq2

pkaq2
´ 1 . (4.17)

Esta es una ecuación trascendental cuyas soluciones se obtienen numéricamente. Al imponer
continuidad para las soluciones impares obtenemos una ecuación similar:

´ cotpkaq “

d

pbaq2

pkaq2
´ 1 . (4.18)
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H F Arellano 71

Notar que ´ cotx “ tanpx´π{2q, equivalente a tanpxq trasladada en π{2 hacia la derecha.
Estas ecuaciones se representan en la Fig. 4.5, donde las intersecciones entre y1pxq con
zpxq “

a

ν2{x2 ´ 1 (donde ν “ 6,5), e y2pxq con zpxq, denotadas con cuadrados rojos dan
cuenta de las soluciones a las ecuaciones trascentdentales. Las soluciones numéricas a estas

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 0  1  2  3  4  5  6  7

y
(x

)

x

par

impar

par impar
par

Figura 4.5: Las funciones y1pxq “ tanpxq (cont́ınua), y2pxq “ ´ cotpxq (punteada), y zpxq “
a

ν2{x2 ´ 1 (cont́ınua gruesa), con ν “ 6,5.

ecuaciones (y1pxq “ zpxq; y2pxq “ zpxq) se tabulan en la Tabla 1. En ella se identifican las
cinco soluciones, de las cuales tres corresponden a funciones de onda pares y dos impares.
El primer estado (n “ 1) es el el fundamental.

Orden n Raiz xn Paridad
1 1.36001 `

2 2.71131 ´

3 4.04101 `

4 5.32351 ´

5 6.43004 `

A cada xn le corresponde un número de onda kn, donde xn “ kna. La enerǵıa resultante es

En “
~k2

n

2m
“

~2

2ma2
x2
n .

Normalización. Tratándose de estados ligados, determinamos las constantes A y B en las
soluciones dadas por las Ecs. (4.16). Exigimos que

ż ´a

´8

|u1|
2dx`

ż a

´a

|u2|
2dx`

ż 8

a

|u3|
2dx “ 1

En el caso de las soluciones pares, sustituimos de (4.16) e integramos expĺıcitamente, obte-
niendo

1

K
|B|2 ` a

ˆ

1`
sinp2kaq

2ka

˙

|A|2 “ 1 . (4.19)
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72 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

Por otro lado, continuidad de φpxq en x “ a implica

B cospkaq “ A . (4.20)

Combinando estas dos ecuaciones se obtienen

|A|2 “
k tanpkaq

1` ka tanpkaq
; |B|2 “

k sinpkaq cospkaq

1` ka tanpkaq
.

Mediante un procedimiento análogo se encuentran las constantes A y B correspondientes a
las soluciones impares. Ello nos permite obtener las funciones de onda, las que se grafican
en la Fig. 4.6, indicadas por φ1, φ2, ¨ ¨ ¨ , φ5. Estas soluciones evidencian algunas propiedades

-3 -2 -1  0  1  2  3

x / a

ψ0

φ1

φ2

φ3

φ4

φ5

ExteriorExterior

Figura 4.6: Funciones de onda permitidas para un pozo finito con ν “ ba “ 6,5. La función rotulada
ψ0 representa el estado fundamental para una barrera infinita, donde la probabilidad de encontrar
la part́ıcula al exterior del pozo es nula.

importantes de resaltar. i) A mayor enerǵıa del estado ligado mayor es el número de nodos de
la función de onda. El estado fundamental (φ1) no tiene nodos. ii) La función de onda de los
estados ligados es siempre confinada, extendiéndose hacia el exterior. iii) A menor profundidad
del estado ligado, mayor es la probabilidad de encontrar la part́ıcula en el exterior del pozo.

La probabilidad de que la part́ıcula se encuentre fuera de la barrera está dada por

PExt “ 2

ż 8

a

|u3|
2dx “ |B|2

1

2K
.

Sustituyendo los resultado para |B|2 y Ka en el caso de soluciones pares, se obtiene

PExt “
cos2pkaq

1` ka tanpkaq
.
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H F Arellano 73

Un resultado análogo se obtiene para el caso de las soluciones impares. Si bién estas curvas
son cont́ınuas como función de k, el hecho de que sólo existan valores discretos para kn,
dados por kna “ xn, las probabilidades de encontrar la part́ıcula en el exterior es espećıfica
para cada kn. En la Fig. 4.7 se muestran estas probabilidades, donde se evidencia que ella
aumenta mientras menos profundo es el estado ligado. En el caso del estado menos ligado,
tal probabilidad bordea el 50 %.

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0  1  2  3  4  5  6  7

2
 P

3

ka

par
impar

par

Figura 4.7: Probabilidad de encontrar la part́ıcula en el exterior del pozo finito para los distintos
estados.

Ejercicio 4.9 Calcule y examine el comportamiento de ∆x para soluciones pares en las
siguientes dos situaciones: (a) Para el último estado ligado, cuando su enerǵıa de ligazón
está levemente bajo V0, la altura del pozo; y (b) Cuando V0 es muy pequeño (¿con respecto
a qué enerǵıa?). En su análisis utilice formas aproximadas para tanx.

4.5. Pozo finito en 3D

En el caso de un pozo de potencial en 1D que estudiamos recientemente se obtuvo que,
independientemente de la profundidad del potencial, el sistema permite un estado ligado. Es
interesante hacer notar que tal no es el caso si consideramos un pozo de potencial finito en
3D. Veremos que para que el sistema permita un estado ligado, el potencial debe tener una
profundidad ḿınima.

Consideremos una part́ıcula de masa m sometido a un potencial esférico atractivo dado
por V prq “ ´V0 ΘpR´rq, con r ě 0, y Θ la función escalón de Heaviside. Expresando la Ec.
de Schrödinger en coordenadas esféricas para r ă R (zona 1), y r ě R (zona 2), obtenemos
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74 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

las siguientes ecuaciones para la componente radial de la función de onda en cada zona

u21prq “ ´ k
2u1prq ,

u22prq “K
2u2prq .

Aqúı estamos considerando estados ligados (E ă 0), por lo que definimos

b2
“

2mV0

~2
; K2

“
´2mE

~2
; k2

“ b2
´K2 .

Al resolver estas ecuaciones y empalmar en r “ R, se obtiene la siguiente ecuación que
relaciona E con V0:

´ cotpkRq “

d

pbRq2

pkRq2
´ 1 .

Esta ecuación es idéntica a (4.18) para las soluciones impares en el caso de un pozo 1D. Se
propone demostrar que, para que exista al menos un estado ligado, necesariamente se debe
cumplir que

2mV0R
2

~2
ą
π

2
.

Este resultado implica que, dado un potencial esférico y atractivo en 3D, existe un valor
ḿınimo para su profundidad a fin de que permita la formación de un estado ligado. Visto
de otra forma, el hecho de que un potencial sea atractivo no es condición suficiente para
permitir un estado ligado.

4.6. Efecto túnel

Estudiemos esta vez el comportamiento de un haz de part́ıculas incidiendo sobre una
barrera de potencial definida por

V pxq “

$

&

%

0 x ă 0 Región 1
V0 0 ď x ď d Región 2
0 d ă x Región 3

(4.21)

Veremos que, al igual que en el caso anterior, existe una probabilidad no nula de que la
part́ıcula se encuentre al interior de la barrera, aun estando prohibido desde el punto de vista
cásico. No solo eso, sino además existe una probabilidad finita de que las part́ıculas incidentes
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H F Arellano 75

crucen la barrera de potencial, dando cuenta de flujo no nulo al otro lado de la barrera. A
este fenómeno se le denomina efecto túnel,

El haz es de enerǵıa E e incide desde la izquierda. Analizaremos el caso E ă V0, dejando
propuesto el estudio del caso E ą V0. Escribimos la ecuación de Schrödinger (~ “ 1)

´
1

2m
φ2 ` V φ “ E φ .

En la Fig. (4.4) se ilustra el perfil del potencial, ante el cual consideraremos una onda de
part́ıculas proveniente desde la izquierda con enerǵıa E ă V0. Clásicamente una part́ıcula

x=0 x=d

( 2 )

( 1 ) ( 3 )

B

A
F

G

Figura 4.8: Ondas de part́ıculas ante una barrera de potencial.

está impedida de cruzar la barrera de potencial, conllevando a un rebote perfecto. El cruce
sólo resulta posible si la enerǵıa de la part́ıcula es mayor que el potencial, el cual sólo atenúa
la enerǵıa cinética del movimiento mientras transita por la barrera. Ninguno de estos dos
comportamientos se da desde un punto de vista cuántico. Veremos que, cuando la enerǵıa
cinética es menor que la potencial, existe una probabilidad finita de que la part́ıcula cruce
la barrera. Este es el denominado efecto túnel , el que permite explicar la sistemática de
los decaimientos α de núcleos atómicos radiactivos. Más recientemente, este conocimiento
constituye la base para el desarrollo de microscopios de efecto túnel. Este último ha sido de
enorme importancia en el estudio de la superficie de conductores a escalas atómicas.

Dadas las discontinuidades del potencial en x “ 0, y x “ d, conviene escribir la ecuación
diferencial por sectores cuyas funciones respectivas se denotan por φ1, φ2 y φ3. Obtenemos

Sector 1) φ21 ` 2mE φ1 “ 0 ñ φ1pxq “ Aeikx
loomoon

p Ñ q

`B e´ikx
loomoon

p Ð q

; (4.22)

Sector 2) φ22 ´ 2m pV0 ´ Eq
looomooon

ą0

φ2 “ 0 ñ φ2pxq “ C eKx
loomoon

p Õ q

`D e´Kx
loomoon

p Œ q

. (4.23)

Sector 3) φ23 ` 2mE φ3 “ 0 ñ φ3pxq “ F eikx
loomoon

p Ñ q

`���
0

Ge´ikx
loomoon

p Ð q

. (4.24)

En este desarrollo hemos definido k “
?

2mE, y K “
a

2mpV0 ´ Eq. Además, puesto que
las ondas inciden desde la izquierda, entonces la constante G debe ser nula, de otro modo
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76 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

estamos permitiendo la propagación de ondas desde la izquierda, lo que no es el caso a menos
que se modele una fuente para tal propósito.

Imponemos continuidad de la función de onda y su derivada en todo el dominio. En
x “ 0, φ1 “ φ2; φ11 “ φ12. Denotando η “ k{K, obtenemos

A`B “ C `D
ikpA´Bq “ KpC ´Dq

*

ñ

Ap1` iηq `Bp1´ iηq “ 2C
Ap1´ iηq `Bp1` iηq “ 2D

(4.25)

También exigimos continuidad de la función de onda y su derivada en x “ d, lo que involucra
a φ2 y φ3. Se obtiene

C eKd `D e´Kd “ F eikd

K pC eKd ´D e´Kdq “ ik F eikd

*

ñ

2C eKd “ F eikd p1` iηq
2D e´Kd “ F eikd p1´ iηq

(4.26)

Combinando las Ecs. (4.25) y (4.26) para eliminar las constantes C y D, y además denotando
r “ B{A, y t “ F {A, se obtienen

p1` iηq ` rp1´ iηq “ t eikd e´Kd p1` iηq ,

p1´ iηq ` rp1` iηq “ t eikd eKd p1´ iηq .

Este sistema de ecuaciones permite obtener las soluciones para t y r, dadas por

t “
e´ikd

coshKd` i1´η2

2η
sinhKd

(4.27)

r “
p1` iηq

p1´ iηq

`

t eikd e´Kd ´ 1
˘

. (4.28)

En la práctica interesan las probabilidades de transmisión T “ |t|2 y reflexión R “ |r|2. Para
éstos es directo verificar que

T “
Γ

Γ` sinh2
pKdq

, R “
sinh2

pKdq

Γ` sinh2
pKdq

, (4.29)

donde Γ “ 4EpV0 ´ Eq{V
2

0 . Observe que R ` T “ 1.

Examinemos el comportamiento de T para distintos valores de la enerǵıa y caracteŕısticas
de la barrera de potencial. En este análisis es conveniente introducir el parámetro adimensional
s “ E{V0, que caracteriza la enerǵıa del haz en relación a la altura del potencial. Para la
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H F Arellano 77

situación descrita, 0 ă s ă 1. Con esta definición Γ “ 4sp1 ´ sq. La otra variable a
considerar es Kd, la cual descomponemos como Kd “

a

2mpV0 ´ Eq d ” b
?

1´ s, con
b “

?
2mV0d2, un parámetro adimensional. Lo útil de esta descomposición es que b resume

información sobre el potencial: su altura y ancho. Con esto el coeficiente de transmisión se
reduce a una función de b y s, o sea T “ T pb, sq,

En la Fig. (4.9) se muestran curvas para T como función de s, para cinco valores de b entre
0.5 y 2.5. Observemos que para todos los valores de b el coeficiente de transmisión aumenta
con la enerǵıa expresada en s. Por otro lado notamos que a medida que b aumenta, las curvas
para T denotan disminución de la transmisión. Este resultado es también esperable, puesto
que mientras más ancho o alto es el potencial b aumenta, dando cuenta de la disminución
de la probabilidad de cruzar la barrera.

0.0 0.5 1.0
s 

0.0

0.5

1.0

T

1.0

1.5

2.0

2.5

0.5

Figura 4.9: Coeficiente de transmisión como función de s para distintos valores de b.

Teniendo en mente estos resultados, si las part́ıculas incidentes fuesen electrones la
corriente hacia la derecha será proporcional al coeficiente de transmisión. Entonces, una
medición de la corriente permite obtener información sobre la geometŕıa de la barrera. El
microscopio de efecto túnel se basa en esta idea, donde la barrera de potencial da cuenta
del espacio entre la superficie de un metal a estudiar y una punta conductora conectada a
un circuito eléctrico. El desplazamiento de la punta es controlado. La corriente de electrones
será función de la separación entre la punta y el metal. Mediante el barrido de la punta
sobre el metal, manteniendo sus desplazamientos sobre un plano, es posible dar cuenta de la
topograf́ıa del metal en estudio.

El efecto túnel también fué utilizada por George Gamow para explicar el decaimiento
radiactivo α de algunos núcleos atómicos. En su modelo, para que part́ıculas α (helio-4
doblemente ionizado) abandonen el núcleo atómico ellas deben cruzar una barrera consistente
en una cresta de repulsión coulombiana. Desde un punto de vista clásico estas part́ıculas
estaŕıan totalmente impedidas de abandonar el núcleo. Sin embargo el efecto túnel permite el
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78 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

escape de estas part́ıculas al exterior, dando cuenta de una manera sorprendente la sistemática
detrás de este fenómeno.

4.7. El oscilador armónico

Clásicamente representamos la enerǵıa potencial de un oscilador mediante V pxq “ kx2{2,
donde k representa la constante elástica del resorte. Si la masa constreñida por el resorte es
m, la frecuencia natural del sistema es ω “

a

k{m. Entonces, una forma alternativa para
representar la enerǵıa potencial para el mismo sistema es mediante V “ mω2 x2{2. Desde el
punto de vista de la mecánica clásica la enerǵıa E del sistema es controlable externamente.
Una vez fija esta cantidad, el cuerpo constreñido por el resorte experimenta oscilaciones de
amplitud

a

2E{mω2, sin perdida de enerǵıa si el sistema es ideal. En la Fig. 4.10 los puntos P
y Q denotan los puntos de retorno para el movimiento de un cuerpo afectado por una fuerza
elástica. La enerǵıa del sistema es controlable externamente mediante condiciones iniciales

-A  A

 x

QP
E

Figura 4.10: Movimiento clásico de un cuerpo constreñido por una fuerza elástica.

adecuadas para el sistema. Una vez definida la enerǵıa, el cuerpo queda absolutamente
imposibilitado de alcanzar cualquier punto más allá de los puntos de retorno. Veremos que
en el caso del oscilador cuántico la enerǵıa del oscilador no la controlamos absolutamente, y
que existe una probabilidad finita de encontrar la part́ıcula más allá de los ĺımites clásicos de
oscilación.

Para construir un oscilador cuántico comenzamos considerando el potencial clásico V “
mω2 x2{2, a partir del cual definimos el operador potencial en espacio de coordenadas

V̂ “ 1
2
mω2 x̂2 .

Un resultado notable para este modelo es que el espectro de enerǵıa del sistema es discreto.
En otras palabras, la enerǵıa que aporta (emite) o recibe (absorbe) el sistema no es cont́ınua
(gradual) sino en unidades, ‘paquetes’ o cuanta (κβαντα). Se obtiene también que la enerǵıa
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H F Arellano 79

de separación entre niveles es ~ω, que el ḿınimo de enerǵıa es no nulo, y que la función de
onda del estado fundamental es una gaussiana.

4.7.1. Cota para la enerǵıa del estado fundamental

Antes de entrar en el terreno de las ecuaciones diferenciales, establezcamos una cota para
la enerǵıa base del espectro. Para ello consideremos la ecuación de Schrödinger en estado
estacionario

Ĥφ0 “ E0 φ0 “
1

2m
p̂2
xφ0 `

1

2
mω2 x̂2φ0

N
ż

dx φ˚0ˆ

ż

dx φ˚0E0φ0 “
1

2m

ż

dx φ˚0 p̂
2
x φ0 `

1

2
mω2

ż

dx φ˚0 x̂
2 φ0

Denotando
ş

dx φ˚0 ¨ ¨ ¨φ0 “ x ¨ ¨ ¨ y y considerando φ0 normalizada, entonces

E0 “
1

2m
x p̂2

x y `
1

2
mω2

x x̂2
y (4.30)

Recordamos además que si Â es un operador, entonces la dispersión ∆A está dada por

p∆Aq2 “ x Â2
y ´ x Â y2 .

Con ésto,

E0 “
1

2m

“

p∆pxq
2
` x p̂x y

2
‰

`
1

2
mω2

“

p∆xq2 ` x x̂ y2
‰

ñ

E0 ě
1

2m
p∆pxq

2
`

1

2
mω2

p∆xq2 . (4.31)

Pero sabemos que p∆xq2 p∆pxq
2
ě ~2{4, con lo cual p∆xq2 ě ~2{4 p∆pxq

2. Sustituyendo
en la desigualdad para E0 tenemos

E0 ě
1

2m
p∆pxq

2
`

1

2
mω2 ~2

4 p∆pxq
2 . (4.32)

El comportamiento de E0 como función de p∆pxq
2 se ilustra en la figura (4.11), cuyo ḿınimo

se puede obtener imponiendo derivada nula para la igualdad. Ello conduce a

E0 ě
1

2
~ω .

Ejercicio 4.10 Siguiendo el procedimiento anterior, estime una cota para la enerǵıa del
estado fundamental del átomo de hidrógeno.
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∆

Eo

h
2
ω

p

Figura 4.11: Dominio de enerǵıa permitida para el estado fundamental.

4.7.2. Espectro del oscilador y los polinomios de Hermite

Buscamos ahora soluciones a la ecuación de Schrödinger para el oscilador mediante técni-
cas para ecuaciones diferenciales ordinarias. En representación de coordenadas resolvemos

´φ 2 `
m2ω2

~2
x2 φ “

2mE

~2
φ . (4.33)

Hacemos un cambio de variables en x a un parámetro adimensional. Aśı, sean

ξ “
a

mω{~ x ,
φpxq “ upξq ,

α “ 2E{~ω ,

entonces tenemos

´u2 ` ξ2 u “ αu . (4.34)

Intentemos u “ eλH, con λ y H funciones de ξ. Derivando, sustituyendo y reagrupando
términos se obtiene

H2
` 2λ1H 1

` pλ1 2
` λ2 ´ ξ2

` αqH “ 0 . (4.35)

Por ahora λ es una función arbitraria. Sin embargo la podemos escoger de modo que en el
tercer término del lado izquierdo de la ecuación anterior no aparezcan términos en ξ. O sea,

λ1 2
` λ2 ´ ξ2

“ Cte. .

Por inspección observamos que λ˘ “ ˘ξ
2{2, son soluciones. Optemos por λ “ ´ξ2{2, con

lo que la ecuación para H se reduce a

H2
´ 2ξ H 1

` pα ´ 1qH “ 0 . (4.36)
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H F Arellano 81

A este punto planteamos una solución en serie de Taylor de la forma

Hpξq “
ÿ

k“0

Ck ξ
k .

Derivando, sustituyendo y reordenando términos se obtiene la siguiente relación de recurrencia
para los coeficientes de la seria

Ck`2pk ` 1qpk ` 2q “ Ck p2k ` 1´ αq . (4.37)

De ésta surgen dos secuencias que dan origen a las soluciones pares e impares.

Pares: C0 “ 1 y C1 “ 0, conducente a
ř

nC2nξ
2n.

Impares: C0 “ 0 y C1 “ 1, conducente a
ř

nC2n`1ξ
2n`1.

Reescribamos entonces la relación de recurrencia según la paridad. Para aquella que involucra
términos pares hacemos k “ 2n, con n “ 0, 1, 2, ... y Ck “ C2n ” cn; para los términos
impares hacemos k “ 2n ` 1, con n “ 0, 1, 2, ... y Ck “ C2n`1 ” c̄n. Aśı, las relaciones de
recurrencia respectivas quedan expresadas por

Ck`2

Ck
“

2k ` 1´ α

pk ` 1qpk ` 2q
Ñ

cn`1

cn
“

4n` 1´ α

p2n` 1qp2n` 2q
, Pares

Ñ
c̄n`1

c̄n
“

4n` 2´ α

p2n` 2qp2n` 3q
. Impares

En ambos casos los términos de orden superior de la serie, para n grande, escalan como

cn`1

cn
„
c̄n`1

c̄n
„

1

n
,

lo que da cuenta de coeficientes del tipo 1{n! para los términos altos de la serie. Esto indica
un comportamiento exponencial del tipo H „ e`ξ

2
para H. Aun multiplicando por e´ξ

2{2 el
comportamiento de φ “ eλH resulta exponencialmente divergente y por lo tanto f́ısicamente
inaceptable.

No obstante lo anterior, es factible impedir tal crecimiento exponencial si la secuencia
en la Ec. (4.37) se interrumpe para algún k. Esto es posible si α toma valores del tipo
2N `1, con N un entero positivo, deteniendo la secuencia en k “ N . Planteamos entonces,
α Ñ αN “ 2N ` 1 para las soluciones f́ısicamente aceptables. Haciendo contacto con las
variables originales, donde α “ 2E{~ω, se obtiene el espectro para el oscilador armónico

EN “
`

N ` 1
2

˘

~ω .
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1/2 -hω

3/2 -hω

5/2 -hω

7/2 -hω

-hω

Figura 4.12: El espectro del oscilador armónico.

Como se observa, el espectro de enerǵıas para el oscilador armónico es discreto, con separación
uniforme e igual a ~ω entre niveles consecutivos. Además, la enerǵıa del estado fundamental
es 1

2
~ω, consistente con la estimación hecha en la sección anterior.

Las relaciones de recurrencia, correspondientes a autovalores En “ pn`1{2q~ω, definen
los polinomios Hnpξq de Hermite. Ellos satisfacen la ecuación

H2
npξq ´ 2 ξ H 1

npξq ` 2nHnpξq “ 0 . (4.38)

En particular, los polinomios Hn para los niveles más bajos,

H0pξq “ 1

H1pξq “ 2 ξ

H2pξq “ 4 ξ2
´ 2

H3pξq “ 8 ξ3
´ 12 ξ

H4pξq “ 16 ξ4
´ 48 ξ2

` 12

Los polinomios de Hermite satisfacen las siguientes propiedades,

Hnp´ξq “ p´q
nHnpξq , (4.39)

H 1
n “ 2nHn´1 , (4.40)

Hn`1 “ 2 ξ Hn ´ 2nHn´1 . (4.41)

Su función generatriz está dada por

e´t
2`2tx

“
ÿ

n“0

tn

n!
Hnpxq , (4.42)

de la cual se obtiene

Hnpxq “ p´q
n ex

2

ˆ

d

dx

˙n

e´x
2

, (4.43)

“ ex
2{2

ˆ

x´
d

dx

˙n

e´x
2{2 . (4.44)
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H F Arellano 83

Aśı, se obtiene la relación de ortogonalidad

ż 8

´8

HnpxqHmpxq e
´x2 dx “ 2n n!

?
π δnm . (4.45)

Con estas funciones construimos las funciones de onda, usando por conveniencia ~ “ 1,

φnpxq “ cne
´mω x2{2Hnp

?
mω xq . (4.46)

Normalizamos,
ş

|φ|2dx “ 1 Ñ

1 “ |cn|
2

ż 8

´8

e´mωx
2

H2
np
?
mω xq dx “

|cn|
2

?
mω

ż 8

´8

e´ξ
2

H2
npξq dξ

looooooooomooooooooon

2n n!
?
π

. (4.47)

Con ello

|cn| “

„

mω

22n π pn!q2

1{4

, (4.48)

por lo cual,

φnpxq “

„

mω

22n π pn!q2

1{4

e´mω x
2{2Hnp

?
mω xq . (4.49)

De las propiedades de los polinomios de Hermite y su función generatriz, es posible
demostrar las siguientes propiedades para el oscilador armónico

En “ 2 x K̂ yn “ 2 x V̂ yn “ ~ω pn` 1{2q (4.50)

p∆xq2n “
~
mω

pn` 1{2q (4.51)

p∆pq2n “ ~mω pn` 1{2q (4.52)

xx4
yn “

3

4

ˆ

~
mω

˙2

p2n2
` 2n` 1q . (4.53)

Haciendo uso de estas identidades es interesante notar las siguientes propiedades.

a) En{p∆xq
2
n “ mω2, o bién En “

1
2
mω2

`?
2∆xn

˘2
. Esta expresión para la enerǵıa es

análoga al resultado clásico, donde la enerǵıa del sistema es Ecl “
1
2
mω2A2. Por lo

tanto
?

2∆xn guarda correspondencia con la amplitud clásica. Hay que tener presen-
te, sin embargo, que en el sentido cuántico el concepto de amplitud del movimiento
oscilatorio carece de significado.
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84 Caṕıtulo 4. Aplicaciones unidimensionales

b) ∆pn∆xn “ p
1
2
`nq~ ě 1

2
~. Es decir, el producto de las incertezas en medir posición y

momentum simultáneamente aumenta con la enerǵıa. Sólo el estado fundamental (n “
0) coincide con la incerteza ḿınima dada por el principio de incerteza de Heisenberg.

c) ∆pn “ mω∆xn. Es decir, la dispersión espacial es proporcional a la dispersión del
momentum.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

-4 -2  0  2  4

Figura 4.13: Densidad de probabilidad para los diez primeros autoestados del oscilador armónico.

Ejercicio 4.11 Para una part́ıcula de masa m en un oscilador armónico clásico oscilando
con amplitud A, demuestre que la densidad de probabilidad de encontrar la part́ıcula entre
x y x` dx es P pxq “ 1{π

?
A2 ´ x2. Contraste este resultado con el del oscilador cuántico

para el estado fundamental n “ 0, y para un nivel muy alto de enerǵıa, n Ñ 8. Grafique
tales funciones de onda para n “ 10. Estime el valor de n para un bloque de 100 g de masa,
oscilando con una frecuencia de 1 Hz y una amplitud de 10 cm.
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Formalismo

5.1. Espacios vectoriales

Es conveniente a este punto revisar algunas nociones sobre espacios vectoriales a fin
de explotar de mejor forma aspectos formales de la mecánica cuántica. Esta revisión no es
exhaustiva ni rigurosa. Sólo se centra en aspectos más atingentes a las discusiones de más
adelante. Introduciremos definiciones y discutiremos algunas propiedades.

i.- Espacio vectorial. Un espacio vectorial lineal V corresponde a un conjunto de elementos
tales que cualquier combinación lineal de sus elementos resulta un elemento en V . En
otras palabras, si φ, ψ P V ñ pa φ` b ψq P V , @a, b P C.

En lo que nos concierne hay dos espacios vectoriales que centrarán nuestra atención.
Por una parte están los de funciones diferenciables y por otra los espacios de vectores
discretos (de dimensión finita o infinita) de la forma

¨

˚

˚

˚

˝

a1

a2

a3
...

˛

‹

‹

‹

‚

.

ii.- Independencia lineal. El conjunto tφnu es linealmente independiente si
ř

n cn φn “
0 ô cn “ 0 @n.

iii.- Dimensión del espacio. Corresponde al número máximo de vectores linealmente inde-
pendientes.
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86 Caṕıtulo 5. Formalismo

iv.- Base. Consiste en un espacio maximal de vectores linealmente independientes.

v.- Completitud. Significa que todo vector en V puede ser expresado como combinación
lineal de los elementos de la base.

vi.- Producto interno (o escalar). Si φ, ψ P V , entonces pψ, φq representa un producto
escalar entre φ y ψ cuando se satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

a) pψ, φq P C;

b) pψ, φq “ pφ, ψq˚;

c) pψ, c1 φ1 ` c2 φ2q “ c1 pψ, φ1q ` c2 pψ, φ2q;

d) pφ, φq ě 0.

Notar que la condición (b) implica que pφ, φq “ pφ, φq˚, o sea que pφ, φq es real.
Puesto que pφ, φq ě 0, entonces se puede definir la norma de φ mediante

||φ|| “ |φ| “ pφ, φq1{2 .

Por otra parte, combinando (b) y (c) se obtiene la relación de antilinealidad,

pc1 ψ1 ` c2 ψ2, φq “ c˚1 pψ1, φq ` c
˚
2 pψ2, φq .

vii.- Desigualdades. De la definición de norma y propiedades del producto interno se obtienen
las siguientes desigualdades,

a) Desigualdad triangular: |φ| ` |ψ| ě |pφ` ψq|;

b) Variante de la desigualdad triangular, |φ| ˆ |ψ| ě 1
2
rpφ, ψq ` pψ, φqs;

c) Desigualdad de Cauchy-Schwarz, pψ, ψq pφ, φq ě |pψ, φq|2;

d) Variante de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, |φ| ˆ |ψ| ě 1
2
|pφ, ψq ` pψ, φq|;

Esta última se puede demostrar siguiendo los siguientes pasos. Sea z “ pψ, φq, de modo
que z˚ “ pφ, ψq. La desigualdad triangular aplicada a números complejos conduce a

|z| “
1

2
p|z| ` |z˚|q ě

1

2
|z ` z˚| .

viii.- Definiciones de productos internos. Para los espacios vectoriales que nos interesan to-
mamos las siguientes definiciones de producto interno. En el caso de vectores discretos,
donde

A “

¨

˚

˝

a1

a2
...

˛

‹

‚

, B “

¨

˚

˝

b1

b2
...

˛

‹

‚

,
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H F Arellano 87

definimos

pB,Aq “ b˚1 a1 ` b
˚
2 a2 ` . . . (5.1)

Para el caso de funciones ψpxq y φpxq, cont́ınuas y derivables en el intervalo ra, bs,
definimos

pψ, φq “

ż b

a

ψ˚pxq wpxq φpxq dx , (5.2)

donde wpxq es una función de peso real y positiva. Esta definición es extensible a
funciones en 3D.

ix.- Ortonormalidad. El conjunto tφiu es ortonormal si pφi, φjq “ δij.

x.- Operadores lineales. También referidas como transformaciones lineales. Se trata de
aplicaciones L que toman como argumentos vectores de un espacio V resultando en
otro vector en el mismo espacio. Si φ1 y φ2 son elementos de V , con λ un número
complejo, entonces la linealidad se establece si

Lrφ1 ` φ2s “Lrφ1s ` Lrφ2s ,

Lrλφ1s “λLrφ1s . (5.3)

En adelante, a una transformación lineal se le denotará como un operador, por ejemplo
M̂ . Su acción sobre un vector lo denotamos M̂φ. La linealidad de M̂ se expresa

M̂pλ1φ1 ` λ2φ2q “ λ1M̂φ1 ` λ2M̂φ2 .

Un operador M̂ puede (auque no siempre) tener inversa, la que se denota por M̂´1 y
que cumple M̂´1M̂ “ M̂M̂´1 “ I.

xi.- Espacio dual. Sea V un espacio vectorial, entonces existe un espacio dual de funcionales
lineales sobre V los cuales le asignan un escalar (en general complejo) a cada φ en V .
Denotamos ésto por F rφs.

.  .  . φ .  .  ..  .  . F .  .  .

V’

φ CF[  ]

V

f

F[  ] = (f,   )φ φ

Funcionales lineales
Espacio vectorial

Plano complejo

Figura 5.1: Funcionales del espacio dual.
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88 Caṕıtulo 5. Formalismo

La condición de linealidad implica que si a y b son escalares, entonces

F ra φ` b ψs “ a F rφs ` b F rψs .

Los funcionales lineales también forman un espacio vectorial, que denominaremos V 1,
si definimos la suma de dos funcionales como

pF1 ` F2qrψs “ F1rψs ` F2rψs .

xii.- Teorema de Riesz. Existe una correspondencia uno a uno entre los funcionales F en V 1
y vectores f en V , de modo que todo funcional lineal toma la forma F rψs “ pfF , ψq.
Esto muestra que hay un isomorfismo entre V y V 1.
La demostración de este teorema, una equivalencia, va en dos direcciones. Primero
demostramos que para todo f en V , la construcción pf, φq ” Ff rφs es lineal. Esto es
directo puesto que el producto interno pf, φq es lineal. Falta probar el inverso, vale decir
que a todo funcional F se le puede asociar un vector fF en V . Para ello consideremos
una base ortonormal φn, de modo que cualquier vector en V se expresa

ψ “
ÿ

n

cn φn .

Entonces, haciendo uso de la linealidad del funcional F y ortonormalidad de φn desa-
rrollamos,

F rψs “
ÿ

n

cn F rφns

“
ÿ

n,j

cj δnj F rφns

“
ÿ

n,j

cj pφn, φjq F rφns usando ortogonalidad

“
ÿ

j

cj p
ÿ

n

F ˚rφnsφn, φjq usando antilinealidad

“ p
ÿ

n

F ˚rφnsφn,
ÿ

j

cj φjq usando linealidad

” pfF , ψq

En esta última ĺınea identificamos fF “
ř

n F ˚rφnsφn, probando la existencia de f .

xiii.- Espacio de Hilbert. Un espacio vectorial H se denomina espacio de Hilbert cuando
está dotado de un producto interno pf, gq entre sus elementos, cumpliendo las cuatro
condiciones listadas en VI, es decir

a) Linealidad: pf, ag ` bhq “ apf, gq ` bpf, hq, con a, b P C;
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H F Arellano 89

b) Nexo dual/conjugado: pf, gq˚ “ pg, fq;

c) Norma definida-positiva: pf, fq ě 0; y

d) Completitud: existe un conjunto de vectores linealmente independientes tfnu, tal
que todo elemento f P H se expresa como una combinación lineal los fi

f “
ÿ

n

cn fn .

5.2. Notación de Dirac: bras y kets

La notación de los bra y ket fué introducida por Paul Dirac en los años 20s y su uso es
bastante generalizado en mecánica quántica. En un sentido general, a los vectores en V se
les denomina ket, y se les denota por |ψy. A los funcionales lineales en el espacio dual se les
identifica con los bra, y se les denota xF |. El escalar formado por el funcional aplicado a un
vector ψ se denota por

F rψs “ xfF |ψy .

notación que no acarrea ambigüedad gracias al teorema de Riesz. La linealidad del funcional
F se sintetiza de la forma

xψ| tα|φ1y ` β|φ2yu “ α xψ|φ1y ` β xψ|φ2y

La antilinealidad, en tanto, conduce a la siguiente correspondencia

c1|φ1y ` c2|φ2y Ñ c˚1 xφ1| ` c
˚
2 xφ2| .

En el caso de un operador Â actuando sobre elementos del espacio vectorial, entonces,

Â pc1|φ1y ` c2|φ2yq “ c1 Â|φ1y ` c2 Â|φ2y .

Es interesante observar como se representa la condición de completitud con la notación
de Dirac. En ella todo vector del espacio vectorial se representa como combinación lineal de
elementos de su base, vale decir

|Ψy “
ÿ

n

cn |φny . (5.4)

Los coeficiente se obtienen de la condición de ortonormalidad xφi|φjy “ δij. Al multiplicar
por la izquierda xφm| tenemos

xφm|Ψy “
ÿ

n

cn xφm|φny “ cm ,
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90 Caṕıtulo 5. Formalismo

donde hemos denotado xx||yy “ xx|yy. Con ello cn “ xφn|Ψy, que al ser reemplazado en la
Ec. (5.4) conduce a

|Ψy “
ÿ

n

xφn|Ψy |φny

“
ÿ

n

|φnyxφn||Ψy ñ

|Ψy “

˜

ÿ

n

|φnyxφn|

¸

|Ψy . (5.5)

Puesto que esta identidad es válida para todo |Ψy, entonces la completitud se expresa por

ÿ

n

|φnyxφn| “ 1 . (5.6)

Ejercicio 5.1 Expresar la ecuación M̂ |ψy “ |φy, en la base ortonormal t|unyu.

Solución: Expandimos |ψy y |φy en términos de los elementos de la base t|unyu,

|ψy “
ÿ

j

aj|ujy , |φy “
ÿ

j

bj|ujy .

Sustituimos ambas expansiones en M̂ |ψy “ |φy y multiplicamos por la izquierda xuk|. Ha-
ciendo uso de ortogonalidad, xuk|ujy “ δkj, obtenemos

ÿ

j

xuk|M̂ |ujy aj “ bk . (5.7)

Con ello identificamos la ecuación matricial
ř

jMkjaj “ bk, donde Mkj “ xuk|M̂ |ujy.

Operador adjunto. Sea Â un operador y consideremos el producto vectorial pφ, Âψq. Nos
preguntamos por la existencia de un operador asociado a Â, que denotamos por Â:, que
cumpla con la igualdad

pφ, Âψq “ pÂ:φ, ψq . (5.8)

A tal operador se le denomina adjunto de Â. En general, si Â está representada por sus
componentes en cierta base, entonces su adjunto está dado por el transpuesto conjugado.
En notación de Dirac observemos

Â|ψy “ |φy Ñ xψ|Â: “ xφ| (5.9)

Las siguientes son algunas propiedades del adjunto
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H F Arellano 91

a) pÂ:q: “ Â;

b) pcÂq: “ c˚ Â:;

c) pÂ` B̂q: “ Â: ` B̂:;

d) pÂB̂q: “ B̂:Â:.

Ejercicio 5.2 Demuestre que pÂB̂ ¨ ¨ ¨ Ŷ Ẑq: “ Ẑ:Ŷ : ¨ ¨ ¨ B̂:Â:.

Operadores herḿıticos. Cuando el adjunto de un operador Â coincide con el mismo operador,
vale decir Â: “ Â, se dice que Â es herḿıtico o auto-adjunto. Los elementos diagonales de
estos operadores son reales al igual que sus autovalores.

Transformaciones unitarias. Un operador M̂ representa una transformación cuando al ser
aplicado sobre un elemento |ψy del espacio vectorial resulta otro, |ψ 1y “ M̂ |ψy, dentro del
mismo espacio. En el caso de transformaciones unitarias ellas tienen la propiedad adicional de
preservar la norma del vector transformado. Denotamos por U una transformación unitaria,
entonces ella satisface

U´1
“ U : .

En efecto, sea

|ψ1y “ U |ψy ,

entonces

xψ1|ψ1y “ xψ| U :U
loomoon

1

|ψy “ xψ|ψy ,

que demuestra la invariancia de la norma.

Examinemos el efecto de una transformación unitaria sobre operadores. Para ello consi-
deremos el ket formado por Â|ψy y le aplicamos una transformación unitaria U . Tenemos

U p Â|ψy q “ U p Â U : U |ψy q “ pU ÂU : qU |ψy ” Â1 |ψ1y ,

donde hemos denotado

|ψ1y “ U |ψy , (5.10)

Â 1
“ U ÂU : . (5.11)
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92 Caṕıtulo 5. Formalismo

Se puede verificar fácilmente que el producto de dos operadores unitarios es unitario. También
se cumple que si Â es un operador herḿıtico y U unitario, entonces U ÂU : también es
herḿıtico.

Una clase de transformaciones unitarias de interés la constituyen las transformaciones
cont́ınuas. En general ellas dependen de un parámetro cont́ınuo, que podemos denotar λ.
Entonces, U “ Upλq, conviniendo que

ĺım
λÑ0

Upλq “ 1 . (5.12)

Podemos escribir a primer orden

Upλq “ 1` iλĜ` ¨ ¨ ¨ ,

donde Ĝ da cuenta del primer término de la serie y que denominaremos, por razones que se
verán más adelante, generador . Imponiendo unitariedad, U :U “ 1, entonces

p1´ iλ Ĝ: ` ¨ ¨ ¨ qp1` iλ Ĝ` ¨ ¨ ¨ q “ 1 ,

de donde se infiere la hermiticidad del generador

Ĝ “ Ĝ: . (5.13)

En términos del generador, la transformación infinitesimal (λ Ñ ε) de vectores |ψy y
operadores Â quedan expresadas

|ψ 1y “ p1` iεĜq|ψy Ñ δ|ψy “ iεĜ|ψy , (5.14)

Â 1
« p1` iε Ĝ q Âp1´ iε Ĝ q Ñ δÂ “ iε rĜ, Â s . (5.15)

Consideremos el caso de una transformación unitaria cuyo generador está dado por un
operador Ĝ, herḿıtico. Además, sea λ un parámetro real finito el cual es subdividido en N
segmentos idénticos de longitud ε “ λ{N . De acuerdo a la Ec. (5.14), la acción del operador
infinitesimal p1` iεĜq sobre |ψ0y genera un nuevo vector que denominaremos |ψ1y, de modo
que

|ψ1y “ p1` iεĜq|ψ0y ” Ûε|ψ0y .

Al aplicar N veces la misma transformación, suponiendo Ĝ independiente del parámetro λ,
entonces

|ψNy “

˜

1` i
λĜ

N

¸N

|ψ0y .
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{

0 321 N−2 N−1 N

Uε ε ε ε

λ /N
0 λ

U U U
N

32

Figura 5.2: Aplicación sucesiva de N transformaciones Uλ{N .

Estas N aplicaciones se ilustran en la Fig. (5.2), las cuales compuestas N veces resultan en
UN
ε . Hacemos ahora N Ñ 8 y rotulamos |ψNy Ñ |ψλy, de modo que identificamos

|ψλy “ ĺım
NÑ8

˜

1` i
λĜ

N

¸N

|ψ0y ” eiλĜ |ψ0y . (5.16)

resultado que explicita la correspondencia entre el operador unitario U y su generador Ĝ

U “ eiλĜ . (5.17)

En general, la identificación anterior para la exponencial de un operador lineal Â es consistente
con la expansión (conviniendo Â0 “ I)

eÂ “
8
ÿ

k“0

1

k!
Âk .

Productos externos. En la notación de Dirac ellos corresponden a construcciones de la forma
M̂ “ |Ψy xφ|. Claramente se trata de un operador, pues al actuar sobre un vector |σy se
tiene

M̂ |σy “ |Ψyxφ||σy “ |Ψyxφ|σy ,

que claramente es un vector. Este producto recibe el nombre de outer product en inglés.

Ejercicio 5.3 Demuestre que eÛÂÛ
´1
“ Û eÂ Û´1.

Ejercicio 5.4 Demuestre que Â eB̂Â “ eÂB̂ Â.

Ejercicio 5.5 Si rÂ, B̂s conmuta con Â y con B̂, entonces eÂ eB̂ “ eÂ`B̂`rÂ,B̂s{2 .
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94 Caṕıtulo 5. Formalismo

Teorema I.-
Si xψ|Â|ψy “ xψ|Â|ψy˚, con |ψy arbitrario, entonces xφ1|Â|φ2y “ xφ2|Â|φ1y

˚,
@ |φ1y, |φ2y, por lo tanto Â “ Â:.

Demostración.- Expresemos |ψy como una combinación lineal de dos vectores arbitrarios,
|φ1y y |φ2y: |ψy “ a|φ1y ` b|φ2y, con a y b dos complejos también arbitrarios. Sustituyendo
y expandiendo obtenemos las siguientes ecuaciones

xψ|Â|ψy “ |a|2xφ1|Â|φ1y ` |b|
2
xφ2|Â|φ2y ` a

˚b xφ1|Â|φ2y ` ab
˚
xφ2|Â|φ1y ,

xψ|Â|ψy˚ “ |a|2xφ1|Â|φ1y ` |b|
2
xφ2|Â|φ2y ` ab

˚
xφ1|Â|φ2y

˚
` a˚b xφ2|Â|φ1y

˚ .

Imponiendo xψ|Â|ψy “ xψ|Â|ψy˚, considerando pa “ 1; b “ 1q y pa “ 1; b “ iq, se tienen

xφ1|Â|φ2y ` xφ2|Â|φ1y “ xφ1|Â|φ2y
˚
` xφ2|Â|φ1y

˚

xφ1|Â|φ2y ´ xφ2|Â|φ1y “ ´xφ1|Â|φ2y
˚
` xφ2|Â|φ1y

˚

Sumando ambas igualdades se obtiene xφ1|Â|φ2y “ xφ2|Â|φ1y
˚. Puesto que |φ1y y |φ2y

son arbitrarios, entonces Â “ Â:. Notar que la condición impuesta sobre xψ|Â|ψy es más
restrictiva que la que se obtiene para xφ1|Â|φ2y.

5.3. Autovalores y autovectores

Sea Â un operador lineal. Entonces la ecuación

Â|φy “ a |φy ,

representa una ecuación de valores propios. Al escalar a se le denomina valor propio (o auto-
valor) y a |φy el vector propio correspondiente. A fin de hacer explicita esta correspondencia
entre a y |φy rotulamos φ con el sub́ındice a: |φy Ñ |φay. Esta notación puede hacerse
aun más compacta si prescindimos de φ, un śımbolo que no tiene rol en el problema. Aśı,
denotamos |φay ” |ay. Entonces, la ecuación de valores propios se expresa

Â|ay “ a |ay ,

Teorema II.-
Si Â es herḿıtico, entonces sus autovalores son reales.
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La demostración a este teorema es muy sencilla. Sea Â|ay “ a |ay y multipliquemos xa| por
la izquierda. Entonces,

xa|Â|ay “ a xa|ay .

Tomando conjugado, xa|Â:|ay “ a˚xa|ay, usando Â “ Â:, se obtiene a “ a˚.

Teorema III.-
Los autovectores asociados a autovalores diferentes son ortogonales.

Demostramos considerando las ecuaciones de valorios propios Â|ay “ a|ay, y Â|by “
b|by. Proyectamos por la izquierda con xb| y xa|, respectivamente. Notando que xb|Â|ay “
xa|Â|by˚, ademas de que a y b son reales por el hecho de que Â es herḿıtico, obtenemos

0 “ pa´ bq xa|by ,

De esta igualdad se ve que si a ‰ b, entonces xa|by “ 0, vale decir |ay y |by son ortogonales.

5.4. Representaciones

En nuestra revisión de la mecánica ondulatoria vimos que el momentum y la posición
desempeñan un rol especial. En particular, ambos observables llevan asociados los operadores
herḿıticos p̂x y x̂, respectivamente, con sus respectivas extensiones a 3D. Analicemos el caso
1D y consideremos la siguiente ecuación de valores propios para el operador posición x̂

x̂|xy “ x|xy .

Sin perder generalidad podemos suponer autovalores discretos, t|xnyu cumpliendo ortogona-
lidad y completitud,

xxn|xmy “ δnm ,
ÿ

n

|xnyxxn| “ 1 .

Consideremos entonces un estado |Ψy y lo expresamos en términos de los elementos de la
base, vale decir t|xnyu, |Ψy “

ř

nCn |xny. Los coeficientes de esta expansión están dados
por Cn “ xxn|Ψy. Sustituyendo Cn en la expansión para |Ψy

|Ψy “
ÿ

n

xxn|Ψy|xny “
ÿ

n

|xnyxxn|Ψy.
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96 Caṕıtulo 5. Formalismo

Lo anterior en virtud a que xxn|Ψy es un escalar. El paso al cont́ınuo logra hace haciendo
ř

n Ñ
ş

, con lo cual

|Ψy “
ÿ

n

|xnyxxn|Ψy ÝÑ |Ψy “

ż 8

´8

|xy dx xx||Ψy .

Con esto identificamos la relación de completitud

ż 8

´8

|xy dx xx| “ 1 , (5.18)

donde 1 denota la identidad. A fin de inferir xx1|xy, consideremos la identidad

|Ψy “

ż 8

´8

|xy dx xx|Ψy ,

Proyectando xx1| por la izquierda y denotando xx|Ψy ” Ψpxq obtenemos,

Ψpx1q “

ż 8

´8

xx1|xyΨpxq ,

relación válida para todo Ψ, por lo que necesariamente xx1|xy corresponde delta de Dirac,

xx1|xy “ δpx1 ´ xq . (5.19)

Un procedimiento idéntico conduce a las relaciones análogas en representación de momentum,

xp1|py “ δpp1 ´ pq ,
ż 8

´8

|py dp xp| “ 1

En la Ec. (3.71) establecimos la relación entre las funciones de onda en espacio de
coordenadas y de momentum. Esta relación resulta consistente en el formalismo de Dirac si
identificamos xp|Ψy “ Ψ̃ppq, y xx|Ψy “ Ψpxq, donde introducimos una tilde en Ψ̃ppq a fin
de indicar que tal función se expresa en representación de momentum.

Buscamos ahora una forma expĺıcita para xx|py. A fin de simplificar la notación, en
adelante omitiremos los ĺımites de integración ˘8 en

ş8

´8
¨ ¨ ¨ , a menos que sea necesario

explicitarlos. Consideremos
ż

|py dp xp|Ψy “ |Ψy
M

xx|
ż

xx|py dp Ψ̃ppq “ Ψpxq . (5.20)
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Utilizando

Ψ̃ppq “
1

p2π~q1{2

ż

dx e´ipx
1{~ Ψpx1q ,

entonces,

1

p2π~q1{2

ż

dp

ż

dx1xx|py e´ipx
1{~ Ψpx1q “ Ψpxq .

Reordenando términos,

ż

dx1
„

1

p2π~q1{2

ż

dpxx|py e´ipx
1{~



Ψpx1q “ Ψpxq ,

de donde identificamos la delta de Dirac en el integrando,

1

p2π~q1{2

ż

dpxx|py e´ipx
1{~
“ δpx1 ´ xq . (5.21)

Multiplicando por eip
1x1{~ e integrando en x1, luego de utilizar

ş

dz eipp
1´pqz{~ “ 2π~δpp1´ pq,

se obtiene

xx|py “
1

p2π~q1{2
eipx{~ , (5.22)

cuya extensión a 3D es

xr|py “
1

p2π~q3{2
eip¨r{~ . (5.23)

Claramente se cumple

xp|ry “ xr|py˚ “
1

p2π~q3{2
e´ip¨r{~ . (5.24)

Ejercicio 5.6 Suponga las siguientes condiciones de ortogonalidad y completitud en espacio
de coordenadas: xx1|xy “ δpx1 ´ xq;

ş

|xydxxx| “ 1. Además se adopta la convención
xx|ky “ eikx. Determine para este caso xk1|ky y

ş

|kydkxk|.

Ejercicio 5.7 Considere la función de onda |φy definida en espacio de momentum (3D)
mediante xp|φy “ B{p1`p2{m2q2. Normalice la función de onda y determine xr|φy. Calcule
los valores de expectación x p̂2 yφ y x r̂2 yφ. Analice como cambia la forma de las funciones
de onda (en espacio de coordenadas y momentum) ante incrementos de m.
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98 Caṕıtulo 5. Formalismo

5.5. Representación de operadores

Si bien ya hemos visto la forma que toman los operadores de posición y momentum
en representación de coordenadas y de momentum, es instructivo utilizar la notación de
Dirac para reexaminarlos. Nuestro punto de partida está dado en la sección anterior, con las
relaciones de ortogonalidad y completitud en 3D,

xr1|ry “δp3qpr1 ´ rq ,

ż

|ry dr xr| “ 1 , (5.25)

xp1|py “δp3qpp1 ´ pq ,

ż

|py dp xp| “ 1 , (5.26)

además de la Ec. (5.23) para xr|py. Recordar la notación dr ” d3r y dp ” d3p

a) Momentum y enerǵıa cinética
Buscamos p̂ en representación de coordenadas. Para ello tendremos presente la ecua-
ción de autovalores para la componente i del momentum,

p̂ i|py “ pi |py .

Obsérvese el siguiente desarrollo autoexplicativo

p̂ i|ry “ p̂ i

ˆ
ż

|py dp xp|

˙

|ry

“

ż

p̂ i |py dp xp|ry (Linealidad)

“

ż

p i |py dp N e´ip¨r{~ (Autovalor y xp|ry)

“

ż

|py dp p i N e´ip¨r{~ (Reordenando)

“

ż

|py dp p`i~ B iq N e´ip¨r{~ (Identidad)

“

ż

|py dp p`i~ B iq xp|ry

“ p`i~ B iq
ż

|py dp xp|ry

“ p`i~ B iq |ry ,

con lo cual

p̂ i |ry “ p`i~ B iq |ry ñ p̂ |ry “ p`i~∇q |ry . (5.27)
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Mediante un procedimiento totalmente análogo se puede demostrar que

xr|p̂ “ p´i~∇q xr| , (5.28)

identidad de la cual inferimos

xr|p̂|Ψy “ ´i~∇ xr|Ψy “ ´i~∇Ψprq . (5.29)

Este último resultado también se obtiene considerando la Ec. (5.27) y usando xΨ|ry “
Ψ˚prq. Podemos entonces representar el operador enerǵıa cinética en espacio de coor-
denadas, para el que se obtiene

xr|
p̂ ¨ p̂

2m
|Ψy “ ´

~2

2m
∇2 Ψprq . (5.30)

b) El potencial
Cuando presentamos la ecuación de Schrödinger observamos que el término de enerǵıa
potencial se presenta de la forma V prqΨprq. Examinemos el término de enerǵıa po-
tencial con la notación de Dirac. Para simplificar notación consideremos un caso 1D
y estudiemos el término V̂ |Ψy en representación de coordenadas, para lo cual proyec-
tamos xx|V̂ |Ψy. Se resalta el hecho de que V̂ no es una función sino un operador.
Ahora, entre V̂ y el ket |Ψy expandimos

ş

|x1y dx1 xx1|, sustituimos xx1|Ψy “ Ψpx1q y
obtenemos

xx|V̂ |Ψy “

ż

xx|V̂ |x1yΨpx1q dx1 . (5.31)

El término xx|V̂ |x1y representa elementos de matriz del potencial, los que dependen
en principio de las dos coordenadas x y x1. Tal dependencia de puede expresa por

xx|V̂ |x1y ” Vpx, x1q ,

Si uno retiene esta doble dependencia entonces estamos frente a un potencial no local.
Tales tipos de potenciales ocurren en la naturaleza. Sin embargo, en los sistemas más
simples y comunes el potencial es local, lo que t́ıpicamente se expresa de la forma

Vpx, x1q “ δpx1 ´ xq vpxq ,

con vpxq una función de la coordenada x. En este caso entonces

xx|V̂ |Ψy “

ż

δpx1 ´ xq vpxqΨpx1q dx1 “ vpxqΨpxq . (5.32)

Resulta conveniente, entonces, explicitar la condición de localidad de un potencial V̂
mediante

V̂ |ry “ V prq |ry ,

con V prq una función sólo de r.
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100 Caṕıtulo 5. Formalismo

Ejercicio 5.8 Considere el vector |χy definido en representación de coordenadas (3D) me-
diante xr|χy “ e´βr

2
, con β un parámetro real. Considere además el operador Ŵ “ |χyΓxχ|.

Determine los elementos de matriz de Ŵ y Ŵ 2 en las representaciones de coordenada y mo-
mentum.

5.6. La ecuación de Schrödinger revisitada

Con la notación de Dirac la ecuación de Schrödinger se expresa de la forma

Ĥ|Ψy “ i~
B

Bt
|Ψy . (5.33)

El operador Ĥ corresponde al hamiltoniano del sistema, que en el caso de una part́ıcula de
masa m interactuando con un campo queda formado por la suma de su enerǵıa cinética con
el potencial, vale decir,

Ĥ “
p̂2

2m
` V̂ . (5.34)

Los resultados de las secciones anteriores permiten el siguiente desarrollo, si el potencial es
local,

ˆ

p̂2

2m
` V̂

˙

|Ψy “ i~
B

Bt
|Ψy

M

xr|

„

´
~2

2m
∇2
` V prq



xr|Ψy “ i~
B

Bt
xr|Ψy , ñ

„

´
~2

2m
∇2
` V prq



Ψpr, tq “ i~
B

Bt
Ψpr, tq .

En cuanto a la evolución temporal de Ψ, consideremos |Ψ0y solución de la ecuación de
Schrödinger en t “ 0. Entonces,

|Ψy “ e´iĤt{~ |Ψ0y , (5.35)

es solución de la misma ecuación @ t ě 0. A este punto resulta de interés considerar la
ecuación de valores propios para el hamiltoniano

Ĥ|φny “ En|φny .
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Si Ĥ es herḿıtico, entonces podemos construir una base |φny ortornormal y completa. Re-
solviendo este problema, y dada la forma inicial de la función de onda, entonces

xr|Ψy “ xr|

˜

ÿ

n

|φnyxφn|

¸

e´iĤt{~ |Ψ0y . (5.36)

Puesto que xφn| e
´iĤt{~ “ xφn| e

´iEnt{~, resulta evidente que

Ψpr, tq “
ÿ

n

Cn φnprq e
´iEnt{~ (5.37)

donde Cn “ xφn|Ψ0y, representa la amplitud de probabilidad de que en t “ 0 la función de
onda |Ψ0y ocupe el estado |φny.

Ejercicio 5.9 Considere el estado normalizado |Ψy “ e´iĤt{~|Ψ0y, solución de la ecuación
de Schrödinger dependiente del tiempo. Demuestre que

ř

n |cn|
2 “ 1, donde cn “ xΨ0|ny,

con |ny un autoestado del hamiltoniano.

Ejercicio 5.10 Demuestre que xΨ|Ĥ|Ψy “
ř

nEn|cn|
2, donde Ĥ|ny “ En|ny.

Ejercicio 5.11 Considere un electrón atrapado en un pozo de potencial de anchura a. En
t “ 0 su función de onda tiene forma armónica sin nodos en la mitad izquierda, con amplitud
nula en la mitad de la derecha. Determine el instante en que la función de onda toma la
forma ilustrada a la derecha del esquema de más abajo. Determine la frecuencia con que esta
situación se repite y compárela con la frecuencia del estado fundamental.

5.7. El oscilador armónico en representación de enerǵıa

Consideremos nuevamente el oscilador armónico, pero esta vez diagonalizaremos el ha-
miltoniano mediante una técnica más formal. En ella haremos uso expĺıcito del álgebra de
los operadores que intervienen. Comencemos escribiendo el hamiltoniano,

Ĥ “
1

2m
p̂2
x `

1

2
mω2 x̂2 ,

y definamos los operadores adimensionales P̂ y Q̂,

P̂ “

c

1

m~ω
p̂x , Q̂ “

c

mω

~
x̂ . (5.38)
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Con estas definiciones,

Ĥ “ 1
2
~ω

´

P̂ 2
` Q̂2

¯

.

Claramente los operadores P̂ y Q̂ satisfacen la regla de conmutación
”

Q̂, P̂
ı

“ i . (5.39)

Construyamos ahora los operadores a (bajada) y a: (subida) mediante

a “
1
?

2

´

Q̂` iP̂
¯

,

a: “
1
?

2

´

Q̂´ iP̂
¯

,

los que cumplen con la regla de conmutación

a a: ´ a: a “ ra, a:s “ 1 . (5.40)

Por otro lado, podemos expresar P̂ y Q̂ en términos de los operadores de subida y bajada

Q̂ “
1
?

2
pa: ` aq , (5.41)

P̂ “
i
?

2
pa: ´ aq . (5.42)

Sustituyendo en el hamiltoniano y aplicando las reglas de conmutación para a y a: obtenemos

Ĥ “ 1
2
~ωpa a: ` a: aq “ ~ωpa:a` 1

2
q . (5.43)

Esta estructura del hamiltoniano es muy sugerente a la luz del resultado obtenido para el
espectro del oscilador armónico. Resulta conveniente entonces prestar atención al operador

N̂ ” a:a , (5.44)

con el cual

Ĥ “ ~ω
´

N̂ ` 1
2

¯

. (5.45)

Por lo tanto el problema de la diagonalización de Ĥ se reduce al de la diagonalización de N̂ .
En esa ĺınea, analicemos algunos resultados interesantes. Para ello construimos la ecuación
de valores propios

N̂ |νy “ ν|νy , (5.46)

de la cual se infieren las siguientes propiedades.
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a) Los autovalores satisfacen ν ě 0.
En efecto, consideremos |µy ” a|νy, entonces xµ| “ xν|a:. Multiplicando ambos lados
se observa

xµ|µy
loomoon

ě0

“ xν|a:a|νy “ ν xν|νy
loomoon

ě0

, (5.47)

a partir de lo cual necesariamente ν ě 0.

b) El vector a|νy es proporcional a |ν ´ 1y.
Consideremos nuevamente |µy ” a|νy y calculemos N̂ |µy. Haciendo uso de ra, a:s “ 1,
desarrollamos expĺıcitamente,

N̂ |µy “ pa:aq a|νy

“ pa a: ´ 1q a|νy

“ a pa:aq|νy ´ a|νy

“ a ν |νy ´ a|νy

“ pν ´ 1q a |νy ñ

N̂ |µy “ pν ´ 1q |µy

Con ésto podemos escribir |µy “ a|νy “ cn|ν ´ 1y y buscamos cν a fin de normalizar
los autovectores. Exigiendo xν|νy “ 1, entonces

xν|a: a|νy
loooomoooon

ν

“ |cν |
2
xν ´ 1|ν ´ 1y
loooooomoooooon

1

,

Resolviendo cν y considerando la raiz real positiva, obtenemos

a|νy “
?
ν|ν ´ 1y . (5.48)

La lectura a esta ecuación es directa. La acción del operador a sobre un vector |νy
se traduce en ‘bajarlo’ de nivel en una unidad, generando el autovector |ν ´ 1y. Es
por tal motivo que al operador a se le denomina operador de bajada. En ingés, ‘down
operator’.

c) El vector a:|νy es proporcional a |ν ` 1y.
La demostración es análoga a la anterior, conduciendo a

a:|νy “
?
ν ` 1|ν ` 1y . (5.49)

Análogamente al operador a, a: recibe el nombre de operador de subida, ‘up operator’
en inglés.
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104 Caṕıtulo 5. Formalismo

d) Los autovalores ν son enteros.
En efecto, recordemos que los autovalores de N̂ son positivos y que a|νy es autovector
de N̂ . Más aún, el elemento am|νy es autovector de N̂ , el cual está dado por

am|νy “
a

νpν ´ 1q ¨ ¨ ¨ pν ´m` 1q |ν ´my .

Notar que si ν es no entero, siempre existirá un m con el cual el autovalor de N̂ , ν´m,
sea negativo. Esto contradice la propiedad i, de modo que ν debe necesariamente ser
entero. Con ello reacomodamos la notación, haciendo ν Ñ n, con n ě 0.

e) El espectro de enerǵıa es ~ωpn` 1
2
q.

En la base en que N̂ fué diagonalizada, tenemos

Ĥ|ny “ ~ωpN̂ ` 1
2
q|ny

“ ~ωpn` 1
2
q|ny .

La introducción de los operadores de subida y bajada permite un enfoque interesante
para la obtención de las formas expĺıcitas de la funciones de onda. Recordar que al aplicar el
operador de bajada al estado fundamental |0 y el resultado es nulo, como lo expresa la Ec.
(5.48). Por otro lado el operador de bajada se está dado por a “ pQ̂ ` iP̂ q{

?
2, con P̂ y

Q̂ definidos en las Ecs. (5.38), por lo que podemos proyectar en espacio de coordenadas y
obtener una ecuación diferencial para φ0pxq ” xx|0 y. Entonces,

a|0 y “ 0
M

xx|

xx|

˜

c

mω

~
x̂` i

c

1

m~ω
p̂x

¸

|0 y “ 0

pmω x` ~Bxqφ0pxq “ 0 .

Resolvemos,

φ10 “ ´
mω

~
xφ0 ñ φ0pxq “ C e´mω x

2{2~ . (5.50)

La constante C “ rmω{~πs1{4 se obtiene al imponer x0|0y “ 1.

Una vez obtenido el estado fundamental podemos aplicar el operador de subida para
obtener las soluciones φnpxq “ xx|ny. Dado que a:|ny “

?
n` 1|n` 1y, entonces

|ny “
1
?
n
a:|n´ 1y “

1
?
n

1
?
n´ 1

a:|n´ 2y “ ¨ ¨ ¨ ñ

|ny “
1
?
n!
pa:qn|0 y .
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H F Arellano 105

Por otra parte, es fácil comprobar que

xx|a: “

c

mω

~

ˆ

x´
1

mω

d

dx

˙

xx| (5.51)

con lo cual

φnpxq “ xx|ny “
1
?
n!

´mω

~

¯n{2
ˆ

x´
1

mω

d

dx

˙n

xx|0y Ñ

“
1
?
n!

´mω

~π

¯1{4 ´mω

~

¯n{2
ˆ

x´
1

mω

d

dx

˙n

e´mωx
2{2~ . (5.52)

Ejercicio 5.12 Encuentre la función de onda del estado fundamental para una part́ıcula de
masa m atrapada por un oscilador armónico cuya enerǵıa entre niveles es ~Ω. Súbitamente
el potencial es alterado, duplicandose la enerǵıa de separación entre los niveles. Determine la
probabilidad de que la part́ıcula se encuentre en el estado fundamental del nuevo potencial.

Ejercicio 5.13 Sean |0y y |1y los niveles más bajos del oscilador armónico unidimensional
de frecuencia ω y masa m. Construya el estado |φy “ C0|0y ` C1|1y tal que el valor de
expectación xφ|x̂|φy sea máximo. Para tal estado calcule entonces xφ|x̂|φy y xφ|p̂|φy.

Ejercicio 5.14 Considere el hamiltoniano Ĥ “ 1
2m
pp̂ ´ βx̂q2. Exprese este operador en

términos de operadores de subida y bajada definidos adecuadamente. Explique porqué el
pérmino no cinético de este hamiltoniano corresponde a un potencial no local. Calcule los
elementos de matriz xn|Ĥ|ny, en la base de autofunciones del operador a:a. ¿Qué puede
decir acerca de los elementos no diagonales?

Ejercicio 5.15 Considere los operadores aα definidos por la siguiente álgebra:

taα, aβu “ 0 , ta:α, a
:

βu “ 0 , taα, a
:

βu “ δαβ ,

donde ta, bu “ ab ` ba. Se define el estado base por |0y. El estado |αy ” a:α|0y, representa
la ocupación del estado α por sobre el estado base.
a) Dado N̂α “ a:α aα, demuestre N̂2

α “ N̂α. Determine los valores propios de N̂α.
b) Determine las constantes de proporcionalidad en las relaciones

N̂αpaα|0yq 9 |0y ; N̂αpa
:
α|0yq 9 |αy .
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106 Caṕıtulo 5. Formalismo

Los operadores de subida y bajada permiten una forma muy expedita del cálculo de
elementos de matrix de x̂m y p̂mx , o alternativamente Q̂m y P̂m. Notar que

Q̂ “

c

1

2
pa: ` aq , (5.53)

P̂ “ i

c

1

2
pa: ´ aq , (5.54)

(5.55)

Observemos el cálculo de x Q̂ yn,

x Q̂2
yn “ 1

2
xn|pa: ` aq2q|ny

“ 1
2
xn|a:a: ` a:a` a a: ` a a|ny

“ 1
2
r 0` n` pn` 1q ` 0 s ,

donde se usaron

xn|a:a:|ny „ xn|n` 2y “ 0 ,

xn|a a|ny „ xn` 2|ny “ 0 ,

xn|a:a|ny “ n ,

a a: “ a:a` 1 .

Por lo tanto,

x Q̂2
yn “

2n` 1

2
Ñ 1

2
x Q̂2

yn “
1
2

`

n` 1
2

˘

. (5.56)

El procedimiento para el cálculo de x P̂ 2 yn es similar y conduce a

x P̂ 2
yn “

2n` 1

2
Ñ 1

2
x P̂ 2

yn “
1
2

`

n` 1
2

˘

. (5.57)

Notemos que

1
2
x P̂ 2

yn `
1
2
x Q̂2

yn “
`

n` 1
2

˘

, (5.58)

un resultado esperado.

Los resultados expresados en las Ecs. (5.48) y (5.49) permiten obtener

xm|a |ny “
?
n δm,n´1

xm|a:|ny “
?
n` 1 δm,n`1 .

dfi Universidad de Chile



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5

H F Arellano 107

En forma matricial,

a “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
?

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨

¨ 0
?

2 0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ 0
?

3 0 ¨ ¨

¨ ¨ ¨ 0
?

4 0 ¨

¨ ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, a: “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
?

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0
?

2 0 ¨ ¨ ¨ ¨

¨ 0
?

3 0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ 0
?

4 0 ¨ ¨

¨ ¨ ¨ 0 ¨ 0 ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

(5.59)

de donde

Q̂ “
1
?

2

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
?

1 ¨ ¨ ¨ ¨
?

1 0
?

2 ¨ ¨ ¨

¨
?

2 0
?

3 ¨ ¨

¨ ¨
?

3 0
?

4 ¨

¨ ¨ ¨
?

4 0 ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (5.60)

y

P̂ “
i
?

2

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´
?

1 ¨ ¨ ¨ ¨
?

1 0 ´
?

2 ¨ ¨ ¨

¨
?

2 0 ´
?

3 ¨ ¨

¨ ¨
?

3 0 ´
?

4 ¨

¨ ¨ ¨
?

4 0 ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (5.61)

Ejercicio 5.16 Haciendo uso de los operadores a y a:, calcule los elementos de matriz
xi|x̂p̂|jy y xi|p̂x̂|jy. Con ello verifique que xi|rx̂, p̂s|jy “ i~δij

Ejercicio 5.17 Para el oscilador armónico de frecuencia angular ω demuestre las siguientes
propiedades:

En “ 2 x K̂ yn “ 2 x V̂ yn “ ~ω
ˆ

n`
1

2

˙

p∆xq2n “
~
mω

ˆ

n`
1

2

˙

p∆pq2n “ m~ω
ˆ

n`
1

2

˙

xx4
yn “

3

4

ˆ

~
mω

˙2

p2n2
` 2n` 1q
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108 Caṕıtulo 5. Formalismo

Ejercicio 5.18 Demuestre que si a: es el operador de subida, con ra, a:s “ 1, entonces
apa:qn|0y “ npa:qn´1|0y. A partir de lo anterior demuestre eλaF pa:q|0y “ F pa: ` λq|0y.

Ejercicio 5.19 Considere un electrón sometido a un campo externo descrito por cierto
potencial que tiene un sólo ḿınimo. Para simplificar ideas, considere que éste se encuentra
en el estado fundamental. La región donde el potencial presenta un ḿınimo se modela me-
diante un oscilador armónico tal como se procede en mecánica clásica al tratar oscilaciones
pequeñas en torno a un punto de equilibrio: Ua “

1
2
mω2

ax
2.

a) Determine la función del estado fundamental asociada a este potencial.
b) Súbitamente los constituyentes que dan cuenta de este potencial son alterados, conducien-
do a un nuevo potential con un ḿınimo en x “ 0, dado por Ub “

1
2
mω2

bx
2´w, donde w ě 0.

Determine la probabilidad de que el sistema se encuentre en el nuevo estado fundamental.

5.8. Evolución temporal, translaciones y ’boosts’

Como vimos anteriormente las transformaciones cont́ınuas unitarias tienen por generado-
res operadores herḿıticos. Examinaremos los casos del hamiltoniano, momentum y posición.
Como veremos, tales operadores son generadores de evolución temporal, translación espacial
y cambio de momentum (‘boost’ en inglés).

El hamiltoniano como generador de evolución.
Comencemos considerando el vector |ψty solución de la ecuación de Schrödinger. Entonces,

i~
B

Bt
|ψty “ Ĥ |ψty , (5.62)

de donde

|ψt`δty “ p 1´ iδt
Ĥ

~
q|ψty ,

con lo que resulta evidente identificar el generador de translación temporal (evolución)

Ĝ Ñ ´Ĥ{~ .

La transformación unitaria correspondiente al barrido de δt sobre el intervalo rt0, ts queda
dada por

Upt´ t0q “ e´i
Ĥ
~ pt´t0q .
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H F Arellano 109

Obtenemos (y reconocemos) entonces

|ψty “ e´i
Ĥ
~ pt´t0q |ψt0y .

Momentum como generador de translaciones.
Examinemos el operador momentum p̂ como generador en 1D. Escribimos esta vez

Ua “ e´i a p̂{~ ,

con a una constante real con dimensiones de longitud y el signo negativo en la exponencial
escogido por conveniencia. Analizamos su acción sobre un vector |ψy,

|ψ 1 y “ e´i a p̂{~ |ψy
M

xx|ˆ Ñ

ψ 1pxq “ xx|e´i a p̂{~ |ψy

“ xx|e´a Bx |ψy

“ e´a Bx ψpxq

“

8
ÿ

k“0

1

k!
p´a Bxq

k ψpxq

“

8
ÿ

k“0

1

k!
p´aqk ψpkqpxq ñ

ψ 1pxq “ ψpx´ aq . (5.63)

Por lo tanto la función de onda ψpxq ha sido trasladada en a. Este resultado también se
debiera ver reflejado en el autovalor del operador posición x̂ aplicado al estado |x1y “ e´iap̂|xy.

Ejercicio 5.20 Dado |x1y “ e´iap̂{~|xy, demuestre que x̂|x1y “ px` aq|x1y.

Resulta evidente entonces que el operador de momentum actúa como generador de
translaciones espaciales. La extensión a 3D es directa puesto que los operadores pi conmutan
entre si, lo que permite expresar la composición de translaciones independientes a1, a2 y a3

como

Upaq “ e´i a1 p̂1{~ ¨ e´i a2 p̂2{~ ¨ e´i a3 p̂3{~ “ e´ia¨p̂ .

Operador posición como generador de ‘boosts’.
El análisis al considerar x̂ como generador es análogo. Al igual que como se hizo en el caso
anterior, definamos

Û “ e`i p0x̂{~
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110 Caṕıtulo 5. Formalismo

Verificaremos que |p1y ” U |py es un autoestado de p̂ y calcularemos su autovalor. Resulta
útil recordar la propiedad

rp̂, F px̂qs “ ´i~
BF

Bx̂
,

En el caso particular F Ñ Û “ e`i p0x̂{~, donde BÛ{Bx̂ “ pi{~qp0 Û , obtenemos

p̂ Û ´ Û p̂ “ p0 Û .

Al actuar sobre |py e identificando |p1y ” U |py obtenemos

p̂ |p1y “ pp` p0q|p
1
y ,

de donde se ve que la acción de Û “ e`i p0x̂{~ sobre el estado de momentum |py es llevarlo
al estado pÑ p` p0.

Ejercicio 5.21 Al operador U “ e´iβpx̂p̂`p̂x̂q{~ se le denomina ‘squeeze operator ’ en inglés.
Demuestre que U es unitario y obtenga el autovalor de x̂ al actuar sobre |x1y “ U |xy.
Interprete su resultado haciendo β “ lnλ.

5.9. Cuadros de Schrödinger y Heisenberg

El desarrollo de la mecánica cuántica contó con aportes muy significativos por parte de
Schrödinger y Heisenberg, conducentes a resultados idénticos mediante el uso de formalismos
aparentemente distintos. El esquema de Schrödinger se centra en el estudio de funciones
de onda, mientras que el de Heisenberg en el estudio de operadores en forma matricial.
Fué Schrödinger en 1926, e independientemente Dirac en 19271, quienes demuestran que
ambos enfoques eran equivalentes y que se relacionaban entre śı mediante una transformación
unitaria.

Si consideramos un sistema descrito mediante un hamiltoniano independiente del tiempo,
entonces la evolución temporal de sus estados está determinada por

|ψty “ e´iĤt{~|ψ0y ” U |ψ0y,

donde |ψ0y corresponde a la función de onda en t “ 0. El vector |ψty representa al estado
en el cuadro de Schrödinger y lo denotamos por |ψSy. Al estado |ψ0y, que no experimenta
evolución temporal, se le hace corresponder |ψHy en el cuadro de Heisenberg. Aśı entonces,

|ψSy “ U |ψHy .

1J.-L. Basdevant, Quantum Mechanics, Springer, The Netherlands (2002).
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Bajo esta transformación, el valor de expectación de un operador ÂS en el cuadro de Schrödin-
ger queda dado por

xψS|ÂS|ψSy “ xψH |U
: ÂS U |ψHy .

Examinemos entonces la evolución del operador ÂH ” U : ÂS U . Derivando con respecto al
tiempo, y notando que BU{Bt “ ´iU Ĥ{~ “ ´iĤ U{~, se obtiene

dÂH
dt

“

˜

iĤ

~

¸

U : ÂS U ´ U
: ÂS U

˜

iĤ

~

¸

` U :
BÂS
Bt

U

“
1

i~

”

U : ÂS U, Ĥ
ı

` U :
BÂS
Bt

U .

Si hacemos la identificación BÂH{Bt “ U : BÂS
Bt
U , se obtiene

i~
dÂH
dt

“

”

ÂH , Ĥ
ı

` i~
BÂH
Bt

, (5.64)

la ecuación de evolución del operador Â en el cuadro de Heisenberg.

La interpretación de este resultado es directa. En el cuadro de Schrödinger la evolución
temporal del sistema radica en las funciones de onda, mientras que en el de Heisenberg en los
operadores. Una observación interesante a la luz de la Ec. (5.64) es su equivalencia formal
con las ecuaciones canónicas de Hamilton para un sistema clásico:

dAcl
dt

“ tAcl , HcluPP `
BAcl
Bt

, (5.65)

donde

tAcl , HcluPP “
ÿ

i

ˆ

BAcl
Bqi

BHcl

Bpi
´
BAcl
Bpi

BHcl

Bqi

˙

, (5.66)

con H “ Hpqi, ..., pi, ...q. La correspondencia es evidente,

t.., ..uPP Ñ
1

i~
r.., ..s . (5.67)

En un sistema cuántico, las ecuaciones de movimiento para el momentum p̂ y coordenada
x̂ son

dp̂

dt
“

1

i~

”

p̂, Ĥ
ı

“ ´
BĤ

Bx̂
(5.68)

dx̂

dt
“

1

i~

”

x̂, Ĥ
ı

“
BĤ

Bp̂
. (5.69)
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112 Caṕıtulo 5. Formalismo

Es interesante examinar estas ecuaciones para una part́ıcula libre, cuyo hamiltoniano está
dado por Ĥ “ p̂2{2m, y en el caso de un oscilador armónico, donde Ĥ “ p̂2{2m`mω2x̂2{2.
Tal estudio queda propuesto.

Ejercicio 5.22 Considere el hamiltoniano unidimensional Ĥ “ 1
2m
p̂2 ` V px̂q, con x̂ y p̂

los operadores de posición y momentum, respectivamente. Las autofunciones de este hamil-
toniano satisfacen Ĥ|ny “ En |ny. Demuestre las reglas de suma

ÿ

j

pEj ´ Enq
2
|xn|x̂|jy|2 “

~2

m2
x p̂2

yn ,

ÿ

j

pEj ´ Enq |xn|x̂|jy|
2
“

~2

2m
.

La segunda de ellas recibe el nombre de regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn.

5.10. Principios de la mecánica cuántica

Desde un punto de vista lógico, axiomático o secuencial, la presentación de los postulados
de la mecánica cuántica debiera ir al comienzo de estas notas. He optado presentarlas a esta
altura para tomar ventaja de la notación de Dirac, la que facilita en buena forma la śıntesis
de ideas y su relación con el formalismo.

Los postulados que a continuación se presentan corresponden a la interpretación de Co-
penhagen de la Mecánica Cuántica, consistente en una serie de reglas para interpretar el
formalismo en el contexto de una descripción de un sistema f́ısico, sus variables y obser-
vables. Esta interpretación –también llamada escuela de Copenhagen– fué desarrollada por
Werner Heisenberg y Neils Bohr en los años 20, con importantes contribuciones de Max
Born. Esta interpretación captó un fuerte apoyo en Wolfgang Pauli y John von Neumann.
Sin embargo, ella también encontró fuertes detractores, entre los que figuran Albert Einstein,
Erwin Schrödinger, Louis de Broglie, Max Planck, y David Bohm, entre muchos otros.

Revisando la literatura disponible a fin de identificar los postulados de la mecánica cuánti-
ca, sorprende constatar que un porcentaje importante de los llamados textos clásicos no los
enuncia directamente, más bién los presentan progresivamente con el desarrollo de los te-
mas y el formalismo. Esta caracteŕıstica contrasta con las conocidas Leyes de Newton de la
mecánica, las Leyes de la Termodinámica, las ecuaciones de Maxwell para el electromagne-
tismo, o los postulados de Einstein para la Relatividad General. La recopilación de principios
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H F Arellano 113

que a continuacion se presentan coinciden con los de D. R. Bes2. Otros autores que también
enuncian estos principios –aunque en diferente orden o con distintos énfasis– son Basdevant3,
Razavy4, Ballentine5 y Shankar6, entre otros.

Principios:

i.- El estado de un sistema está descrito por un vector |Ψy ´denominado vector de estado,
función de estado o simplemente estado´ en el espacio de Hilbert. Este vector resume
toda la información f́ısica accesible acerca del sistema.

ii.- A cada cantidad f́ısica se le hace corresponder un único operador. En particular, los
operadores x̂ y p̂, correspondientes a la coordenada y momentum de una part́ıcula,
satisfacen las regla de conmutación

r x̂ , p̂ s “ i~ . (5.70)

En general, los operadores correspondientes a variables clásicas Ωpx, pq, son represen-
tados cuánticamente por operadores herḿıticos construidos bajo la sustitución xÑ x̂ y
pÑ p̂. Aśı entonces, Ωpx, pq Ñ Ω̂ “ Ωpx̂, p̂q. Esta receta permite la extensión cuánti-
ca de variables clásicas. Sin embargo, como se verá más adelante, existen variables
inherentemente cuánticas cuya contraparte clásica es inexistente.

iii.- Si el sistema está en el estado |Ψy, la medición del observable Ω̂ arrojará sólo uno de
sus autovalores ω con una probabilidad

Ppωq “ |xω|Ψy|2 . (5.71)

Como resultado de la medición, el estado del sistema deja de ser |Ψy y pasa a ser
|ωyxω|Ψy

Es importante notar que una medición cuántica puede arrojar como resultado sólo
autovalores del operador, no habiendo cabida a otros valores. Además, este principio
establece la probabilidad con que tal autovalor va a ser observado, probabilidad que
está dada por el vector de estado |Ψy mediante las amplitudes de probabilidad xω|Ψy.

2D. R. Bes, Quantum Mechanics: A Modern and Concise Introductory Course, Springer, Berlin (2004).
3J.-L. Basdevant, Quantum Mechanics, Springer, The Netherlands (2002).
4M. Razavy, Heisenberg’s Quantum Mechanics, World Scientific, Singapore (2011).
5L. E. Ballentine Quantum Mechanics, World Scientific, Singapore (2003).
6R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, Plenum Press, New York (1994).
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114 Caṕıtulo 5. Formalismo

Si el resultado de la medición resulta ω, entonces el vector de estado inmediatamente
después de la medición es |ωyxω|Ψy. Este es el denominado colapso o reducción de la
función de onda.

Además de los tres principios anteriores, hay otros dos más que se que se refieren a la
estad́ıstica y evolución temporal.

iv.- En la naturaleza existen sólo dos tipos de part́ıculas: los bosones, que están descritos
por vectores de estado simétricos bajo cualquier permutación de dos de sus constitu-
yentes, y los fermiones, cuyos vectores de estado son antisimétricos bajo las mismas
permutaciones.

v.- El operador generador de la evolución temporal Uptq de los vectores de estado está
determinado por el hamiltoniano Ĥptq y satisface

BU

Bt
“ ´

i

~
Ĥ U . (5.72)

Ejercicio 5.23 Una part́ıcula se encuentra en el estado fundamental en una barrera infinita
de ancho a. Súbitamente la barrera se contrae, simétricamente con respecto al centro, a un
ancho λa. Determine la probabilidad de que la part́ıcula se encuentre en el nuevo estado
fundamental. Graf́ıquela como función de λ y comente su resultado.

Ejercicio 5.24 El hamiltoniano de cierto sistema de dos niveles está dado por

Ĥ “ εp|ayxa| ´ |byxb| ` |ayxb| ` |byxa|q,

con |ay y |by ortonormales, y ε una constante con dimensiones de enerǵıa. Demuestre que Ĥ
es herḿıtico. Encuentre las autoenerǵıas y autovectores respectivos para este sistema. ¿Cuál
es la forma del hamiltoniano en esta nueva base?

Ejercicio 5.25 Considere una base de estados formada por tres vectores, t|φ1y, |φ2y, |φ3yu.
El operador Q̂ satisface las siguientes ecuaciones:

Q̂|φ1y “ q|φ1y ; Q̂|φ2y “ 2q|φ2y ; Q̂|φ3y “ 2q|φ3y .

Suponga que el sistema ha sido preparado en el estado

|Ψy “
1
?

6
p|φ1y ` |φ2yq `

c

2

3
|φ3y

a) Calcule el valor de expectación del observable Q̂.
b) ¿Cuáles son los posibles valores de una medición de Q̂ con sus respectivas probabilidades?
c) ¿Cuál es el estado del sistema luego de medir Q̂ y haber arrojado el valor 2q?
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H F Arellano 115

Ejercicio 5.26 Considere una caja dividida mediante una membrana (interacción) en dos
sectores contiguos, 1 y 2. Una part́ıcula de masa m se encuentra dentro de la caja y es posible,
experimentalmente, detectar la part́ıcula sólo en uno de estos sectores. Los autoestados
normalizados correspondientes se representan por |1y y |2y respectivamente. La posibilidad
de que la part́ıcula esté en una u otra región es descrita por el hamiltoniano

H “ a |1yx2| ` a˚|2yx1| .

a) Verifique que H es herḿıtico y determine sus autofunciones |φλy.
b) Si inicialmente (t=0) la part́ıcula se ubica en el sector 1, determine la probabilidad de que
ésta se encuentre en 2 al cabo de un lapso t.

Ejercicio 5.27 Un operador herḿıtico Â (observable) tiene dos autoestados normalizados
|ψ1y y |ψ2y, con autovalores a1 y a2, respectivamente. De igual forma, el operador B̂ repre-
senta un observable, el cual tiene dos autoestados normalizados |φ1y y |φ2y, con autovalores
b1 y b2, respectivamente. Los autoestados se relacionan mediante

|ψ1y “ cos β |φ1y ´ sin β |φ2y ;

|ψ2y “ sin β |φ1y ` cos β |φ2y ;

a) El observable B̂ es medido y se obtiene b1. ¿Cuál es el estado del sistema inmediatamente
después de la medición?
b) Enseguida se mide Â, ¿Cuáles son los resultados posibles y sus respectivas probabilidades?
c) Se vuelve a medir B̂. ¿Cuál es la probabilidad de medir b1 y b2?
d) Examine sus tres resultados anteriores para el caso β “ π{4.

Ejercicio 5.28 Considere el operador Uη “ exp rηpa2 ´ a:2qs, con η un parámetro real. Los
operadores a: y a son operadores de subida y bajada del oscilador armónico, respectivamente.
a) Demuestre que Uη es unitario.

b) Definiendo el operador g
p`q
η mediante g

p`q
η “ Uηpa` a

:qU :η , demuestre que éste satisface

dg
p`q
η

dη
“ 2gp`qη .

c) Encuentre una ecuación similar para dg
p´q
η {dη, con g

p´q
η “ Uηpa´ a

:qU :η .
d) Demuestre que Uηpa˘ a

:qU :η “ e˘2ηpa˘ a:q.
e) Considere la función de onda |χy “ U :η |0y, donde |0y representa el estado fundamental
del oscilador armónico. Calcule para este estado los valores de expectación de x x̂ yχ, x x̂2 yχ,
x p̂x yχ y x p̂2

x yχ. Describa ∆px y ∆x como funciones de η. En particular, identifique η para
el cual la medición del momentum se puede lograr con infinita precisión.

Ejercicio 5.29 El siguiente es un modelo de una molécula formada por tres átomos en
ĺınea, como pudieran ser C3 o N3. La separación entre dos vecinos es d. Denotemos por |ψIy,
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116 Caṕıtulo 5. Formalismo

|ψCy y |ψDy los autoestados de un observable B̂, correspondiente a un electrón localizado en
la vecindad del átomo I (a la izquierda), C (al centro) y D (a la derecha), respectivamente.
Aśı,

B̂|ψIy “ ´d|ψIy , B̂|ψCy “ 0 , B̂|ψDy “ `d|ψIy .

En la base t|ψIy, |ψCy, |ψDyu, el hamiltoniano del sistema se representa por la matriz

Ĥ “

¨

˝

E0 ´b 0
´b E0 ´b

0 ´b E0

˛

‚

a) Calcule las autoenerǵıas y autoestados de Ĥ.
b) En el estado fundamental, encuentre las probabilidad de encontrar al electrón en I, C y D.
d) Suponga que el elect́ron se encuentra en el estado |ψDy y que su enerǵıa es medida. ¿Qué
valores pueden arrojar esta medición y con qué probabilidad?
e) Para este último caso calcule xEy ” xĤy y ∆E. Examine el caso b “ 0, e interprete su
significado f́ısico.

Ejercicio 5.30 En t “ 0 una part́ıcula está descrita por un paquete de ondas gaussiano de
la forma xx|Φ0y „ exp p´x2{4a2q, instante en el cual es súbitamente atrapada por un pozo
de potencial infinito de ancho λ a centrado en x “ 0. Determine la probabilidad de que la
part́ıcula se encuentre en el estado fundamental. Comience su análisis considerando

|Ψty “ e´iĤt{~|Φ0y .

5.11. Relaciones generales de incerteza

En secciones anteriores se hizo mención a relaciones de incertidumbre que involucran a
mediciones de la posición y momentum. Al definir

p∆pq2 “ xp̂2
y ´ xp̂y2, p∆xq2 “ xx̂2

y ´ xx̂y2,

se cumple que

∆x∆p ě 1
2
~ ,
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H F Arellano 117

la que da cuenta de la imposibilidad de medir en forma exacta, simultáneamente, la posición
y el momentum de una part́ıcula. Este constituye el principio de incertidumbre de Heisenberg.
Relaciones de este tipo se encuentran en otros contextos. Demostraremos la situación para
un caso general. La demostración se basa en la presentada por Susskind & Friedman, del
libro Quantum Mechanics, The Theoretical Minimum.

Definamos los vectores |Xy “ Â|ψy, e |Y y “ iB̂|ψy, donde Â y B̂ representan opera-
dores herḿıticos. Por simplicidad consideremos, preliminarmente, un caso en que xψ|Â|ψy “
xψ|B̂|ψy “ 0. Entonces p∆Aq2 “ xÂ2y, y p∆Bq2 “ xB̂2y. Consideremos ahora la variante
de la desigualdad de Schwarz

|X| ˆ |Y | ě 1
2
|xX|Y y ` xY |Xy| . (5.73)

Con las definiciones dadas para |Xy e |Y y observe que

|X| “
a

xX|Xy “ xψ|Â2
|ψy

1
2 “ ∆A,

|Y | “xψ|B̂2
|ψy

1
2 “ ∆B,

xX|Y y ` xY |Xy “ixψ|pÂB̂ ´ B̂Âq|ψy .

Al sustituir en la Ec. (5.73) se obtiene

∆A∆B ě
1

2

ˇ

ˇ

ˇ
xψ|rÂ, B̂s|ψy

ˇ

ˇ

ˇ
.

Una desigualdad idéntica a ésta se obtiene si los promedios xψ|Â|ψy ” a, y xψ|B̂|ψy ” b,
son no nulos. Para demostrar tal caso se propone considerar Â1 “ Â ´ a, y B̂1 “ B̂ ´ b.
Es directo comprobar que ∆A1 “ ∆A, ∆B1 “ ∆B, y que rÂ1, B̂1s “ rÂ, B̂s, con lo que
la relación dada por la desigualdad (5.74) sigue siendo válida. Por lo tanto, si la regla de
conmutación entre los dos operadores es

”

Â, B̂
ı

“ iĈ ,

donde Ĉ es herḿıtica, entonces

∆A∆B ě
1

2
xĈy . (5.74)

La dispersión ∆A impone el ĺımite cuántico de incerteza con que Â puede ser medido, lo
cual es también válido para ∆B. Lo interesante de la relación obtenida para el producto de
tales incertezas es que está acotada por una desigualdad, donde la cota resulta proporcional
al valor de expectación del conmutador entre ambos observables. El caso más emblemático
se identifica cuando hacemos Â “ p̂, y B̂ “ x̂, los observables de momentum y posición,
respectivamente. Puesto que rx̂, p̂s “ i~, entonces ∆x∆p ě 1

2
~. Esta desigualdad, ya identi-

ficada como el principio de incertudumbre de Heisenberg, imposibilita medir simultáneamente
y con absoluta precisión la posición y el momentum de una part́ıcula.
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118 Caṕıtulo 5. Formalismo

5.12. Observables compatibles

De acuerdo a los postulados de la mecánica cuántica, los observables llevan asociados
operadores herḿıticos cuyos autovalores son las cantidades medibles. Una medición registrará
un autovalor de ese operador. Si Â denota un observable, el ĺımite que impone la naturaleza
en la certeza de una medición de Â está dado por

∆A “

b

xψ|Â2|ψy ´ xψ|Â|ψy2 ,

donde |ψy representa el estado del sistema al momento de la medición. Observe que si |ψy
corresponde a un autoestado del sistema con autovalos a, vale decir Â|ψy “ a|ψy, entonces
∆A “ 0. Esto significa que nada impide, más allá que las dificultades tecnológicas, una
medición del observable Â con absoluta precisión.

Un tema de interés se da cuando operadores herḿıticos conmutan entre si. En particu-
lar, si un operador (observable) conmuta con el hamiltoniano entonces corresponde a una
constante del movimiento del sistema y su diagonalización puede llevarse a cabo en una base
común a la del hamiltoniano. F́ısicamente el hecho de que conmuten dos operadores herḿıti-
cos –que llevan asociados observables– se traduce en que los resultados de tales mediciones
resulta independiente del orden en que se realicen.

Consideremos dos observables, Â y B̂, tales que rÂ, B̂s “ 0. Puesto que Â “ Â: y
B̂ “ B̂:, entonces la relación de incerteza asociada es

∆A ∆B ě 0 .

En otras palabras no hay impedimento cuántico para medir ambas cantidades, simultánea-
mente y con absoluta precisión. De acuerdo a los postulados de la mecánica cuántica, el acto
de medir conlleva a detectar uno de los autovalores permitidos del observable. El proceso
de diagonalizacón permite identificar una base de autoestados. Veremos que cuando dos
operadores conmutan, entonces la diagonalización es posible en una base común de vectores
propios. En efecto, planteamos la diagonalización del operador Â

Â|ay “ a|ay
M

B̂ Ñ

B̂Â|ay “ aB̂|ay .

Pero B̂Â “ ÂB̂, con lo cual

Â
´

B̂|ay
¯

“ a
´

B̂|ay
¯

. (5.75)

La lectura de esta ecuación es inmediata: B̂|ay es autovector de Â con autovalor a, por lo
que B̂|ay y |ay son proporcionales

B̂|ay “ λ|ay . (5.76)
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H F Arellano 119

Esta ecuación representa una ecuación de valores propios para el operador B̂. Llamaremos
su autovalor b y readecuamos la notación del autovector: |ay Ñ |ayb, de modo que

B̂|ayb “ b|ayb .

Sin caer en ambigüedad podemos readecuar la notación del autoestado |ayb haciendo

|ayb Ñ |aby ,

Se subentiende que los rótulos a y b denotan autovalores de los operadores Â y B̂, respecti-
vamente. Con ésto, la condición de completitud se expresa

ÿ

a,b

|abyxab| “ 1 .

La extensión de este resultado a tres o más operadores que conmutan entre si ´conducente
a igual número de rótulos para sus autovalores´ es natural.

Podemos mencionar un par de casos en las cuales se evidencia la conmutatividad de dos
operadores permitiendo la construcción de autoestados en una base común. Uno de ellos es
el cuadrado del momentum angular orbital, L̂2, con su componente z, L̂z: rL̂

2, L̂zs “ 0. En
este caso los autoestados se rotulan |l,my. Otro caso de interés es cuando el hamiltoniano
Ĥ conmuta con L̂2, conduciendo a una base cuyos elementos son de la forma |n, ly.

En este mismo lenguaje revisemos dos operadores herḿıticos que conmutan: x̂ e ŷ, que
llevan asociados autovalores de la coordenada x e y, respectivamente. Estos operadores
satisfacen rx̂, ŷs “ 0, por lo que son diagonalizables en una base común cuyos autovectores
son del tipo |xyy. Aśı entonces,

x̂|xyy “ x|xyy , ŷ|xyy “ y|xyy .

La completitud de esta base se expresa
ş

|xyydx dyxxy| “ 1. Este análisis se extiende para
incluir la coordenada z mediante el operador ẑ que conmuta con los dos anteriores. Los
autovectores se rotulan en tal caso |xyzy, que en forma compacta denotamos como |ry.

5.13. Ĺımites clásicos de la mecánica cuántica

El Principio de Correspondencia de la mecánica cuántica es una exigencia en la que
se espera que para grandes números cuánticos, ella tienda a la mecánica clásica. Este fué
un principio postulado por Bohr en 1920. La idea detrás de este principio es exigir que la
teoŕıa cuántica debe tener, como ĺımite, la descripción clásica. Lo anterior bajo el supuesto
razonable de que la teoŕıa clásica es macroscópicamente correcta.

Universidad de Chile fcfm



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5

120 Caṕıtulo 5. Formalismo

5.13.1. El teorema de Ehrenfest

Este teorema, presentado por Paul Ehrenfest, establece las leyes del movimiento para los
valores de expectación de x̂ y p̂ de un sistema cuántico. Se obtiene que las ecuaciones de
movimiento de tales valores de expectación son formalmente idénticas a las de Hamilton para
la mecánica clásica. En particular, se observa que los conmutadores r. . . , . . . s en mecánica
cuántica desempeñan un papel análogo a los paréntesis de Poisson

Sea |ψy un vector de estado y denotemos

Ĥ|ψy “ i~
B

Bt
|ψy ” i~|

Bψ

Bt
y .

Entonces,

d

dt
x Â yψ “

d

dt
xψ|Â|ψy “ x

Bψ

Bt
|

loomoon

´ 1
i~ xψ|Ĥ

Â|ψy ` xψ|
BÂ

Bt
|ψy ` xψ|Â |

Bψ

Bt
y

loomoon

1
i~ Ĥ|ψy

.

Reagrupando términos resulta directo observar entonces,

d

dt
x Â yψ “

1

i~
xψ|rÂ, Ĥs|ψy ` xψ|

BÂ

Bt
|ψy . (5.77)

Consideramos ahora el hamiltoniano de una part́ıcula en presencia de un potencial local.
Entonces,

Ĥ “
p̂2

2m
` V px̂q . (5.78)

En el caso Â “ x̂, obtenemos

rx̂, Ĥs “
1

2m
rx̂, p̂2

s “ i
~
m
p̂ ,

resultado inmediato al usar r x̂, p̂ns “ i~ n p̂n´1. Para el caso Â “ p̂ se obtiene

r p̂ , Ĥ s “ r p̂ , V px̂q s “ ´i~
BV px̂q

Bx̂
,

el que también es inmediato si usamos r p̂, x̂ns “ ´i~ n x̂n´1. Con ambos resultados verifi-
camos que

”

x̂, Ĥ
ı

“ i~
BĤ

Bp̂
, (5.79)

”

p̂, Ĥ
ı

“ ´i~
BĤ

Bx̂
. (5.80)
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H F Arellano 121

Sustituyendo estos resultados en la Ec. (5.77) para las ecuaciones de movimiento obtenemos

dx x̂ y

dt
“ x

BĤ

Bp̂
y “

x p̂ y

m
Ñ vx “

p̄x
m
, (5.81)

dx p̂ y

dt
“ ´x

BĤ

Bx̂
y “ ´x

BV px̂q

Bx̂
y Ñ

dp̄x
dt

“ Fx . (5.82)

Es notable la similitud de estas ecuaciones con las que se obtienen en el contexto de la
mecánica clásica. Note que los valores de expectación contienen impĺıcitamente la función
de onda |ψy.

5.13.2. Las ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Consideremos la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula,

´
~2

2m
∇2ψ ` V ψ “ i~

Bψ

Bt
. (5.83)

En esta ecuación ψ es una función compleja, por lo que queda representada por su parte real
y parte imaginaria. Una forma alternativa de representarla es mediante dos funciones reales,
A y S tales que

ψpr, tq “ AeiS{~ . (5.84)

Tanto A como S son funciones de las coordenadas y del tiempo, es decir

S “ Spr, tq, A “ Apr, tq .

Podemos buscar entonces las ecuaciones que satisfacen estas nuevas funciones. Sustituyendo
ψ “ AeiS{~ en la ecuación de Schrödinger, separando la parte real de la imaginaria se obtiene

1

2m

„

~2

A
∇2A´ p∇Sq ¨ p∇Sq



´ V “
BS

Bt
, (5.85)

´
1

2m

“

2 p∇Aq ¨ p∇Sq ` A∇2S
‰

“
BA

Bt
. (5.86)

Notar que |ψ|2 “ A2 ” ρ, la densidad de probabilidad. Entonces, ∇ρ “ 2A∇A. Sustituyen-
do en la Ec. (5.86) y utilizando ∇ ¨ pρ∇Sq “ ρ∇2S ` p∇ρq ¨ p∇Sq, se obtiene la reconocida
ecuación de continuidad

Bρ

Bt
`

1

m
∇ ¨ pρ∇Sq “ 0 ñ ∇ ¨ J ` Bρ

Bt
“ 0 , (5.87)
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122 Caṕıtulo 5. Formalismo

donde hemos identificado la densidad de corriente,

J “
1

m
ρ∇S .

Notar que J tiene la estructura de densidadˆvector, la que sugiere la definición de la velocidad

v “ 1
m
∇S; .

Por otra parte, si reagrupamos los términos de la Ec. (5.85) obtenemos

BS

Bt
`

1

2m
p∇Sq ¨ p∇Sq ` tV `Qu “ 0 , (5.88)

donde se ha definido

Q “ ´
~2

2m

∇2A

A
“ ´

~2

2m
?
ρ
∇2
p
?
ρq . (5.89)

La Ec. (5.88) representa la ecuación de Hamilton-Jacobi para la acción. En este caso, sin
embargo, se identifica el término Q como una contribución inherentemente cuántica, depen-
diente de la densidad de probabilidad ρ, que desaparece en el ĺımite ~ Ñ 0. A este término
también se le conoce como presión cuántica, el cual es una consecuencia del principio de in-
certidumbre de Heisenberg. Cláramente es un término que cobra importancia ante densidades
no uniformes, como lo pudiera ser un confinamiento.

La Ec. (5.88) para la acción S puede ser reescrita si sustituimos

∇S “ mv ,

y calculamos el gradiente de todos sus términos. Es directo obtener

m
Dv

Dt
“ ´∇pV `Qq , (5.90)

para la que se utilizó

Dv

Dt
“
Bv

Bt
` pv ¨∇qv ,

correspondiente a la derivada convectiva (también citada como derivada de Lagrange o de
Stokes) del campo de velocidades, es decir la variación del campo a lo largo de las ĺıneas de
flujo (velocidades). La estructura de ésta es idéntica a la ecuación de Newton en su Segunda
Ley, al identificar las fuerzas clásicas fcl y cuánticas fq dadas por

fcl “ ´∇V ; fq “ ´∇Q .
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Ante la derivada convectiva conviene recordar lo siguiente. Si F pr, tq es un campo,
entonces ante una variación δr y δt se tiene que

δFi “
BFi
Bxj

δxj `
BFi
Bt
δt .

Ahora, si δr corresponde al arrastre del campo de velocidades v en un lapso δt, entonces
δr “ vδt, o bién

δxj “ vj δt .

Con lo anterior,

δFi Ñ DFi “ pv ¨∇qFiδt`
BFi
Bt
δt .

En esta última ‘D’ simboliza variación a lo largo de las ĺıneas de velocidades, en un sistema
localmente en reposo con el flujo.
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Caṕıtulo 6

Aplicaciones menos elementales

6.1. Sistea cuántico de dos niveles

Antes de entrar al tema del spin propiamente tal, estudiemos el caso general de un
sistema que permita sólo dos estados, |ΨAy y |ΨBy. Para simplificar consideremos que sus
autoenerǵıas son ε y ´ε, respectivamente. Este supuesto se puede revisar más adelante para
incluir el caso de dos enerǵıas arbitrarias.

Veamos hasta qué ĺımite podemos determinar el hamiltoniano del sistema con sólo estos
datos. Dado que el hamiltoniano debe ser herḿıtico, su forma 2 ˆ 2 más general está dada
por

H “

ˆ

c a´ ib
a` ib d

˙

,

donde a, b, c y d son constantes reales. Esta construcción garantiza que el hamiltoniano sea
herḿıtico. La ecuación de valores propios que determinan las autoenerǵıas es detpH´EIq “
0, de la cual obtenemos el polinomio caracteŕıstico

pc´ Eqpd´ Eq ´ a2
´ b2

“ 0 .

Dado que E “ ˘ε son autovalores, entonces

pc´ εqpd´ εq “a2
` b2 ; (6.1)

pc` εqpd` εq “a2
` b2 . (6.2)

De aqúı se infiere c` d “ 0, o sea d “ ´c. Por lo tanto

a2
` b2

` c2
“ ε2 . (6.3)
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126 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Es decir, tenemos completa libertad en escoger los coeficientes a, b y c, salvo la restricción
de que ellos se ubiquen en la superficie de una esfera de radio ε. Una manera de cumplir con
lo anterior es representando

a “ ε cos θ; b “ ε sin θ cosφ c “ ε sin θ sinφ ,

con θ y φ dos ángulos arbitrarios introducidos sólo por conveniencia. En tal sentido ellos no
tienen interpretación geométrica. Las soluciones más simples a la ecuación (6.3) son:

a) Para a “ 1, b “ 0 y c “ 0, equivalente a (θ “ π{2; φ “ 0), se obtiene

Ĥ “ ε

ˆ

0 1
1 0

˙

.

b) Para a “ 0, b “ 1 y c “ 0, equivalente a (θ “ π{2; φ “ π{2), se obtiene

Ĥ “ ε

ˆ

0 ´i
i 0

˙

.

c) Para a “ 0, b “ 0 y c “ 1, equivalente a (θ “ 0; φ “ 0), se obtiene

Ĥ “ ε

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Es interesante notar que cualquiera de los tres hamiltonianos de arriba reproduce el mismo
espectro: E “ ˘ε. Veremos más adelante que las tres matrices que aqúı surgen son las
denominadas matrices de Pauli, inherentes a cualquier sistema de dos niveles.

Para completar este análisis consideremos el caso más general, donde el espectro está
dado por las enerǵıas εA y εB. Este espectro también se puede representar mediante

E “ Ē ˘ ε ,

con Ē “ pεA` εBq{2, y ε “ pεA´ εBq{2. Nuevamente nos preguntamos por el hamiltoniano
de 2 ˆ 2 que de cuenta de este espectro. Observe que el problema es equivalente al caso
anterior dado que sólo hemos de cambiar aÑ a1 “ a´ Ē, y bÑ b1 “ b´ Ē. A partir de este
cambio el resto del desarrollo es idéntico al ya estudiado. Con ello resulta claro que cualquier
sistema de dos niveles se reduce a un problema de autovalores donde participan las matrices
de Pauli.

Ejercicio 6.1 Considere dos estados normalizados |φ1y y |φ2y de un hamiltoniano Ĥ con
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H F Arellano 127

autovalores E1 y E2, respectivamente.
a) Demuestre que |φ1y y |φ2y son ortogonales.
b) Para el estado |ψp´qy “ p|φ1y ´ |φ2yq{

?
2, evalúe x Ĥ y y ∆E.

c) Sea |φpt “ 0qy “ |ψp´qy. Determine |φptqy.
c) Considere el operador Ŝ definido por Ŝ|φ1y “ |φ2y, y Ŝ|φ2y “ |φ1y. Verifique que Ŝ es
herḿıtico y determine sus autoestados en la base |φ1y y |φ2y.
d) Suponga que en t “ 0 el sistema se encuentra en el estado |ψp´qy correspondiente al
autovalor s “ ´1. Determine la probabilidad de encontrar s “ ´1 en una medición de Ŝ en
un instante t posterior.

6.2. Spin y momento magnético

Cuando la ĺınea de sodio λ “589.3 nm es examinada con alta resolución se observa
que en realidad está formada por dos ĺıneas extremadamente cercanas: 589.0 nm y 589.6
nm. La diferencia entre ellas es de 0.1 %. Esta estructura fina no puede ser descrita con la
ecuación de Schrödinger por si sola. Desdoblamientos similares son observados en el espectro
de los átomos cuando son expuestos a campos magnéticos. Estos fenómenos conducen a la
hipótesis de un nuevo número cuántico asociado al electron: el spin. En el caso del electrón
(e) su valor es ~{2, al igual que los protones (p), neutrones (n), muones (µ), etc.

6.2.1. Electrones bajo el efecto de un campo magnético

Emṕıricamente, cuando electrones son sometidos a campos magnéticos se detectan fo-
tones, de enerǵıa hν. Cuando esto ocurre podemos pensar en un sistema cuántico de dos
niveles, donde el fotón es resultado de una transición desde el nivel de mayor enerǵıa al de
menor. Si la diferencia de enerǵıa entre estos dos niveles es ∆E, entonces

hν “ ∆E .

Aśı entonces, el hamiltoniano se puede representar como una matriz de 2ˆ 2.

Clásicamente la enerǵıa de un momento magnético se expresa mediante

U “ ´µ ¨B.

Si nos valemos de esta idea, tratando de conciliarla con un hamiltoniano de dos niveles,
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128 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

entonces podemos pensar en un hamiltoniano de forma

H “ ´µB

ˆ

a b´ ic
b` ic ´a

˙

.

Los autovalores de este hamiltoniano son E “ ˘µB, con a2 ` b2 ` c2 “ 1. Sin perder
generalidad, es interesante notar que H se puede escribir de la siguiente forma:

H “ ´µBpσxnx ` σyny ` σznzq ,

con

nx “ sin θ cosφ ;

ny “ sin θ sinφ ;

nz “ cos θ .

(6.4)

Las matrices σ son de 2ˆ 2, denominadas matrices de Pauli y definidas por

σx ” σ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

, σy ” σ2 “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, σz ” σ3 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Lo anterior sugiere la construcción

H “ ´µ~B ¨ ~σ

Las autoenerǵıas son ˘µB, de modo que las transiciones conllevan a enerǵıas hν “ 2µB. La
frecuencia ν crece linealmente con la intensidad del campo magnético, lo cual es constatado
experimentalmente. La tecnoloǵıa asociada al EPR (Electron Paramagnetic Resonance) se
vale de esta frecuencia, la cual es ajustada para inducir resonancias.

Ε=µΒ

Ε=−µΒ

ν =2µΒh

B

0

Figura 6.1: Emisión de un fotón debido a un sistema de dos niveles.

Ejercicio 6.2 Verifique que σ2
1 “ σ2

2 “ σ2
3 “ 1; σ1σ2 “ iσ3; σ2σ3 “ iσ1; σ3σ1 “ iσ2; por

lo tanto σiσj “ δij ` iεijkσk.
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H F Arellano 129

Ejercicio 6.3 Demuestre que rσi, σjs “ 2iεijkσk.

Ejercicio 6.4 Sea a un vector de componentes reales en 3D y σ ¨a “ a1σ1`a2σ2`a3σ3.
Demuestre que eiσ¨a “ I cos a` ipσ ¨ âq sin a.

Ejercicio 6.5 Sean a y b dos vectores que conmutan con σ. Demuestre
a) pa ¨ σqpb ¨ σq “ a ¨ b` iσ ¨ paˆ bq;
b) σ pa ¨ σq “ a` iaˆ σ;
c) rσ,a ¨ σ s “ 2iaˆ σ.

6.2.2. Razón giromagnética y magnetones

Consideremos un sistema con masa distribuida, la cual por rotación conlleva cierto mo-
mentum angular. Si además hay cargas arrastradas, habrán corrientes y por ende momento
magnético. La razón giromagnética da cuenta de la proporcionalidad entre el momento an-
gular ` del sistema (debido a la rotación de masa) y el momento magnético µ debido a las
cargas arrastradas. Este coeficiente se denota γ, de modo que

µ “ γ` .

Claramente la razón giromagnética tiene dimensiones de [momento magnético]/[momentum

angular]. Si las cargas responsables del momento magnético son negativas, entonces γ ă 0.
En este caso el momeno magnético se orienta en sentido opuesto al momentum angular.

A fin de construir un patrón adecuado para caracterizar el momento magnético es útil va-
lerse de la relación clásica entre el ‘giro’ y el momento magnético. Clásicamente, el momento
magnético µ asociado a una corriente circulante i está dado por (sistema gaussiano)

µ “
i

c
A n̂ ,

con A el área de la espira y n̂ la dirección normal al plano de la espira. En el sistema SI éste
es µ “ iAn̂. Es fácil comprobar que si concebimos que una part́ıcula de carga q y masa m
circulando en una espira circunferencial, su momento magnńetico µ y momentum angular l
se relacionan mediante

µ “
q

2mc
l .

Este v́ınculo entre el momento magnético y el momentum angular se hace extensivo al spin,
o momentum angular intŕınseco, donde lÑ s. En el caso de los electrones,

µe “ ´g
e

2mec
s . (6.5)
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n

i

Figura 6.2: Dipolo magnético debido a una espira.

Como magnitud de referencia se define el magnetón de Bohr mediante

µB “
e~

2mec
,

de modo que

µe “ ´g
µB
~
s . (6.6)

La constante g recibe el nombre de factor g (‘g-factor ’ en ingés), que en el caso del electrón
se ha medido experimentalmente con alta precisión. Su valor aceptado actualmente es

g “ 2, 0023193043617p15q.

El valor g “ 2 fué explicado por Dirac en su la teoŕıa para el electrón. Las cifras después del
segundo decimal son explicables mediante la electrodinámica cuántica (Quantum Electrody-
namics o Q.E.D en inglés), donde g es evaluado teoricamente mediante g “ 2p1`α{2π`¨ ¨ ¨ q.
Aqúı, α representa la constante de estructura fina.

En el Sistema Internacional de Unidades la densidad de flujo magnético, usualmente
denotada por B, se expresa en tesla. Por lo tanto, el momento magnético queda expresado
en joule/tesla. En este mismo sistema el magnetón de Bohr queda expresado por µB “
e{2me, sin c en el denominador. Al sustituir los valores de e y me se obtiene

µB “ 9, 27400ˆ 10´24 J/T .

Considerando la equivalencia 1 J “ 6, 242ˆ 1018 eV, entonces

µB “ 5, 788ˆ 10´5 eV/T .

Al igual que el electrón, los protones y neutrones también exhiben momento magnético.
Para estos sistemas es conveniente utilizar un patrón de escala diferente al del electrón debido
a la masa participante. Recordar que el protón es del orden de 1800 veces más masivo que
el electrón. Se define entonces

µ “ g
e

2Mc
s

def
“ g

µN
~
s , (6.7)
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H F Arellano 131

con

µN “
e~

2Mc
,

el magnetón nuclear. Aqúı M representa la masa del nucleón. El valor numérico es µN “
3,152 ˆ 10´8 eV/T. El factor g para el protón es gp “ 5, 59, mientras que para el neutrón
se tiene gn “ ´3, 85. Notar que el neutrón, a pesar de ser eléctricamente neutro, exhibe
momento magnético. Esto es una indicación de que el neutrón tiene una distribución inho-
mogénea de cargas. Teoŕıas actuales muestran que el neutrón está formado por tres quarks
en configuración udd. El quark u (up) aporta carga 2e{3 mientras que cada quark d (down)
aporta ´e{3. La configuración udd tiene carga nula.

6.2.3. El momentum angular del electrón

En la sección anterior definimos la razón giromagnética mediante µ “ γ`. Para un
electrón definamos el momento angular intŕınseco,

`Ñ s ”
~
2
σ .

Aśı entonces,

µ “ γ s “ γ
~
2
σ .

Lo que hemos hecho hasta ahora es meramente una divagación sobre la estructura que
debe tener un sistema de dos niveles, conciliado con la estructura que debe tener un momento
magnético o angular del electrón afectado. En tal sentido, el electrón pareciera tener un
momentum angular intŕınseco, el cual seŕıa responsable de sus dos niveles de enerǵıa cuando
es sometido a un campo magnético. Es interesante hacer notar que el spin tiene estrucura
matricial, caracterizado por matrices de 2ˆ2. Lo que sigue entra en el terreno de postulados
(o adivinanza), donde se introduce la hipótesis del spin del electrón. Las consecuencias de
tal hipótesis deben ser contrastadas con experimentos.

Demostraremos más adelante que el electrón, cuyo momento magnético intŕınseco está
dado por

s “
~
2
σ ,

tiene spin 1
2
~. Cada una de las tres componentes de σ está dada por las matrices de Pauli.

Por lo tanto los operadores de spin satisfacen el álgebra de momentum angular

r ŝi , ŝj s “ i~ εijk ŝk .
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132 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

6.2.4. Electrones sometidos a un campo magnético

Estudiemos un electrón en presencia de un campo magnético. El momento magnético del
electrón µ “ ´gµBŝ se acopla con el campo magnético externo, de modo que al despreciar
su movimiento translacional el hamiltoniano queda dado por

H “ ´µ ¨B . (6.8)

Consideremos B “ B0 ẑ, entonces

H “ ` gµB
~
2
B0

loooomoooon

E0

ˆ

1 0
0 ´1

˙

. (6.9)

Resolvemos Ĥ|Φy “ i~Bt|Φy, con |Φy un vector columna de dos componentes llamado spinor.
Matricialmente, si denotamos

|Φy “

ˆ

ϕ1

ϕ2

˙

,

obtenemos la ecuación

E0

ˆ

1 0
0 ´1

˙ˆ

ϕ1

ϕ2

˙

“ i~Bt
ˆ

ϕ1

ϕ2

˙

. (6.10)

Se trata de una ecuación diferencial de 2ˆ 2 para las componentes ϕ1ptq y ϕ2ptq. Expĺıcita-
mente,

i~pBϕ1{Btq “ E0ϕ1 , i~pBϕ2{Btq “ ´E0ϕ2 .

Sus soluciones son ϕ1 “ a1e
´iE0t{~ y ϕ2 “ a2e

iE0t{~, con a1 y a2 dos constantes que dependen
de las condiciones iniciales. Con ello podemos escribir la solución

|Φy “ a1

ˆ

1
0

˙

e´iE0t{~ ` a2

ˆ

0
1

˙

eiE0t{~ .

Este procedimiento para obtener la solución |Φy es matemáticamente bastante directo, in-
cluso en casos en que el campo magnético no esté alineado en la dirección espacial z. No
obstante, nos valdremos de un enfoque a la Dirac que nos permite una visualización más
intuitiva de los resultados.

Comencemos por diagonalizar matricialmente el hamiltoniano, para lo cual consideramos
la ecuación de valores propios Ĥ|Φy “ E|Φy. Se obtienen los autovalores E “ ˘E0, cuyos
autovectores respectivos |Φ1,2y resultan

|Φ1y “

ˆ

1
0

˙

, |Φ2y “

ˆ

0
1

˙

. (6.11)
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H F Arellano 133

Evidentemente son autovectores ortogonales y conforman una base completa. Para explicitar
la evolución temporal denominemos |Ψ0y el estado inicial (t “ 0), entonces

|Ψ0y “
ÿ

α“1,2

|Φαy xΦα|Ψ0y
looomooon

cα

. (6.12)

La evolución temporal resulta evidente al considerar |Ψty “ expp´iĤt{~q|Ψ0y. Entonces,

|Ψty “ expp´iĤt{~q
ÿ

α“1,2

|Φαy cα

“
ÿ

α“1,2

e´iEαt{~ |Φαy cα ñ

|Ψty “ c1

ˆ

1
0

˙

e´iE0t{~ ` c2

ˆ

0
1

˙

e`iE0t{~ . (6.13)

Las constantes c1 y c2 dependen de la condición inicial, vale decir de la manera con que se
prepara el estado en t “ 0. La condición de normalización de la función de onda conduce a
|c1|

2`|c2|
2 “ 1. Indaguemos algo más acerca del comportamiento de la solución, denotando

~ω “ E0.

1. Valor de expectación de ŝz

Calculamos en este caso x ŝz yΨ “ xΨ|~
2
σz|Ψy, para lo cual comenzamos evaluando

σz|Ψy:
ˆ

1 0
0 ´1

˙

|Ψty “ c1

ˆ

1
0

˙

e´iωt ´ c2

ˆ

0
1

˙

e`iωt . (6.14)

Para la construcción de xΨ| transponemos y conjugamos las componentes del spinor
|Ψy, vale decir,

xΨt| “ c˚1

hkkkkkkj

1 0
loooooon

e`iωt ` c˚2

hkkkkkkj

0 1
loooooon

e´iωt (6.15)

Entonces,

xΨt|ŝz|Ψty “
1
2
~ p |c1|

2
´ |c2|

2
q , (6.16)

demostrando que x ŝz yΨ es independiente del tiempo, consistente con el hecho de que
ŝz conmuta con el hamiltoniano, rĤ, ŝzs “ 0.

Ante este resultado observamos una situación de interpretación inmediata, que ocurre
cuando |c1| “ 1, mientras |c2| “ 0. Aqúı, los estados iniciales son del tipo | Òy. En este
caso xΨt|ŝz|Ψty “

1
2
~: la proyección de sz se mantiene inalterable en la dirección z. Lo

mismo ocurre si |c1| “ 0, pero |c2| “ 1, donde los estados iniciales son del tipo | Óy.
En este caso xΨt|ŝz|Ψty “ ´

1
2
~. El caso en que el estado inicial tiene igual proporción

de estados | Òy y | Óy conlleva xΨt|ŝz|Ψty “ 0, constante en el tiempo.
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2. Valor de expectación de ŝx

Esta vez calculamos x ŝx yΨ teniendo presente la Ec. (6.13) para |Ψty. Es simple verificar

ˆ

0 1
1 0

˙

|Ψty “ c2

ˆ

1
0

˙

e`iωt ` c1

ˆ

0
1

˙

e´iωt , (6.17)

con lo cual

xΨt|ŝx|Ψty “
1
2
~ p c˚1c2 e

2iωt
` c1c

˚
2 e

´2iωt
q “ ~ Retc˚1c2 e

2iωt
u . (6.18)

Un procedimiento análogo se hace para obtener x ŝy yΨ.

3. Determinación del spin en t “ 0.

Las constantes c1 y c2 quedan determinadas con la medición de algún observable en
un instante determinado. Supongamos que en t “ 0 la orientación del spin se aĺınea
completamente según el eje x, vale decir

ŝx|Ψt“0y “
~
2
|Ψt“0y .

Utilizando la Ec. (6.17) para σx|Ψy obtenemos

ˆ

c2

c1

˙

“

ˆ

c1

c2

˙

, (6.19)

con lo cual c1 “ c2. Puesto que |c1|
2 ` |c2|

2 “ 1, entonces

c1 “ c2 “
1
?

2
, (6.20)

donde hemos tomado fase nula. Con estas constantes obtenemos para los valores
medios de las componentes de spin,

x ŝx yΨ “
1
2
~ cosp2ωtq ,

x ŝy yΨ “
1
2
~ sinp2ωtq ,

x ŝz yΨ “ 0 .

(6.21)

Se observa que el spin precesa en el plano xy, con proyección nula según el eje z. La
frecuencia de la precesión es

Ω “ gµBB0 ,

reconocida como frecuencia de Larmor.
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4. Spin inicial en direccón arbitraria n̂

En esta aplicación abordamos el caso general en el cual el spin, en t “ 0, coincide con
alguna dirección espacial n̂. Nos preguntamos entonces por los valores de expectación
x ŝx yΨ, x ŝy yΨ y x ŝz yΨ. Denotemos, convenientemente,

nx “ sin θ cosφ ,

ny “ sin θ sinφ ,

nz “ cos θ .

(6.22)

Entonces,

n̂ ¨ ŝ “
~
2

ˆ

cos θ sin θ e´iφ

sin θ eiφ ´ cos θ

˙

(6.23)

La condición en t “ 0 con el spin alineado en la dirección n̂ implica pn̂¨ŝq|Ψy “ 1
2
~|Ψy.

Aśı,

~
2

ˆ

cos θ sin θ e´iφ

sin θ eiφ ´ cos θ

˙ˆ

c1

c2

˙

“
~
2

ˆ

c1

c2

˙

. (6.24)

Luego de alguna manipulación algebraica directa se obtiene

c2 “ c1 tanpθ{2q eiφ ,

con la restricción |c1|
2 ` |c2|

2 “ 1. Sabemos que las constantes c1 y c2 se pueden
determinar salvo por una fase. Una solución que emerge de estas ecuaciones es

c1 “ cospθ{2q e´iφ{2 ,

c2 “ sinpθ{2q e`iφ{2 ,

con lo cual

|Ψty “

ˆ

cospθ{2q e´iφ{2 e´iωt

sinpθ{2q e`iφ{2 e`iωt

˙

. (6.25)

De aqúı surgen en forma directa los valores de expectación para el spin. Si consideramos
φ “ 0 para la orientación inicial n̂, entonces

x ŝx yΨ “
1
2
~ sin θ cosp2ωtq ,

x ŝy yΨ “
1
2
~ sin θ sinp2ωtq ,

x ŝz yΨ “
1
2
~ cos θ .

(6.26)

Una representación gráfica de este resultado se ilustra en la Fig. (6.3), donde se
observa la precesión del spin en torno al eje z, coincidente con la dirección del campo
magnético. La frecuencia angular de esta precesión corresponde a la frecuencia de
Larmor, dada por

Ω “ 2ω “ 2
E0

~
“ gµBB0 .
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Figura 6.3: Precesión del spin debido a un campo magnético.

Ejercicio 6.6 Un electrón es sometido a un campo magnético ~B “ Bpcos β ẑ ` sin β x̂q.
Considere despreciable el movimiento translacional.
a) Obtenga los niveles de enerǵıa del sistema y graf́ıquelos como función de B.
b) En t “ 0 el spin del electrón se aĺınea totalmente en la dirección ẑ. Determine el valor de
expectación xszy y xsyy. Examine e interprete su resultado.

Ejercicio 6.7 Un ión en reposo de spin 1/2 está sometido a un campo magnético uniforme
Bẑ. El acoplamiento con el spin lleva al hamiltoniano

H1 “ ´gµBŝz ,

con ŝz la componente z del spin. Estando el ión en el estado fundamental, súbitamente es
aplicado un segundo campo magnético uniforme λBx̂. Determine la probabilidad de que el
ión se encuentre en el nuevo estado fundamental. Grafique su resultado como función de λ
e interprete.

Ejercicio 6.8 Un neutrón está sometido a un campo magnético constante de magnitud B
en la dirección y. El hamiltoniano del sistema se expresa H “ ´gµNBŝy, con µN “ e{2Mc
y g “ ´3, 85. En cierto instante (t “ 0) la componente z del spin es medido arrojando
proyección total en la dirección `z. Determine la función de ondas del sistema |ψty y el
valor de expectación xψt|H|ψty. Contraste el resultado con los valores que una medición de
la enerǵıa debiera arrojar. Comente.

Ejercicio 6.9 Considere el hamiltoniano de una part́ıcula de spin 1/2 dado por Ĥ “
1
2
pĤ0 ` a ¨ σq, donde Ĥ0 actúa sobre grados de libertad que excluyen spin, por ejemplo

enerǵıa cinética. El vector a es constante. Se define P ” xσ y la polarización. Demuestre
que

~
dP

dt
“ aˆ P ,

dpP 2q

dt
“ 0 ,
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H F Arellano 137

por lo que pa ¨ P q y P 2 son constantes de movimiento.

Ejercicio 6.10 Considere el vector unitario ûφ en el plano pz, xq: ûφ “ cosφ ẑ ` sinφx̂.

Denotamos Ŝφ “ Ŝ ¨ ûφ, la componente del spin de un electrón a lo largo de ûφ.

u

φ

α

x

z

φ

α

u

a) Determine los autovalores de Ŝφ.

b) Se denotan los autovectores de Ŝφ por | ` φy y | ´ φy, los cuales para φ “ 0, se reducen

a los autovectores |`y y |´y de Ŝz. Exprese | ˘ φy en términos de |˘y.
c) Suponga que un electrón es preparado en el estado | ` φy. Se mide la componente Ŝα del
spin en la dirección ûα “ cosα ẑ ` sinαx̂. Determine la probabilidad P`pαq para encontrar
al electrón en el estado | ` αy.
d) Calcule el valor de expectación x Ŝα yφ ” x`φ|Ŝα| ` φy. ¿En qué caso se da x Ŝα yφ “ 0?.
Interprete.

Ejercicio 6.11 Considere el operador ŝβ “ ŝz cos β` ŝx sin β, donde ŝx y ŝz corresponden
a las componentes x y z de spin, respectivamente. Encuentre los autovalores y autovectores
asociados a Ŝβ. Exprese los autoestados de Ŝβ en la base en que el operador sz es diagonal.

Ejercicio 6.12 Considere un electrón en presencia de un campo magnético uniforme ~B “
B0ẑ. Despreciando el movimiento del electrón, obtenga sptq sujeto a que inicialmente el spin
del electrón está completamente alineado en la dirección vectorial n̂. Calcule entonces P
como función del tiempo e ilustre su precesión. Utilice n̂ “ sin θ cosφ x̂`sin θ sinφ ŷ`cos θ ẑ.
a) Exprese los autoestados de ŝx y ŝy usando como base los autoestados de ŝz.
b) Si el spin ŝx es medido cuando la part́ıcula está en un autoestado del operador ŝy, ¿cuales
son los posibles resultados y con qué probabilidad?
c) Construya la matriz correspondiente a ŝx utilizando los autoestados de ŝy encontrados en
1.

Ejercicio 6.13 Considere los espinores χ y φ que satisfacen las ecuaciones

σ̂ ¨ p̂ φ` 2mc i χ “ 0 σ̂ ¨ p̂ c χ´ i~Btφ “ 0 .
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a) Demuestre que ambos espinores satisfacen la ecuación de Schrödinger.

b) Considere φ “

ˆ

eiη1 cos ξ
eiη2 sin ξ

˙

. Calcule 1
2
x σ̂ yφ y determine su orientación espacial.

6.2.5. Respuesta clásica de dipolo a campo externo

Es instructivo contrastar los resultados anteriores (cuánticos) con la respuesta clásica de
un dipolo magnético sometido a un campo externo. Las ecuaciones a resolver son totalmente
clásicas, pero tomaremos ventaja de las matrices de Pauli y sus propiedades para la resolución
de las ecuaciones del movimiento.

A fin de distinguir esta aplicación de las anteriores, denotaremos por m al momento
magético (a diferencia de µ utilizado en la sección anterior). Nuevamente relacionamos m
con el momentum angular ` mediante

m “ γ` ,

con γ la razón giromagnética. Bajo un campo magético B el torque sobre el dipolo está
dado por τ “mˆB. Entonces, la ecuación del movimiento queda dada por

d`

dt
“ γ `ˆB . (6.27)

De esta relación surgen dos propiedades f́ısicamente relevantes:

a) Si B es independiente del tiempo y se aĺınea en la dirección z, es decir B “ Bẑ,
podemos multiplicar por ẑ¨ ambos lados para obtener

`z
dt
“ 0 .

Por tanto, la componente del momento magnético según z es una constante de movi-
miento.

b) Si esta vez multiplicamos por `¨ ambos lados de la igualdad se infiere

d

dt
p` ¨ `q “ 0 ,

es decir, la magnitud ` es constante.
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H F Arellano 139

Falta entonces determinar el comportamiento de las componentes x e y del momentum
angular. Calculemos el torque γB `ˆ ẑ.

`ˆ ẑ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x̂ ŷ ẑ
`x `y `z
0 0 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ x̂ `y ´ ŷ `x “

ˆ

0 ´1
1 0

˙ˆ

`x
`y

˙

.

La matriz de 2 ˆ 2 corresponde a ´iσy, donde σy representa la matriz ‘y’ de Pauli. Si esta
vez ` lo representamos como un vector 2D (recordar que `z es constante), entonces

d`

dt
“ ´iωσy ` ,

con ω “ γB, la frecuencia de precesión de Larmor. Integrando en forma matricial

` “ e´iωt σy `0 ,

expresión que garantiza que |`| es constante: `:` “ `:0`0.

Por otro lado, recordando la identidad eiσ¨a “ I cospaq ` iσ ¨ â sinpaq, identificando
a “ ´ωtŷ, resulta directo verificar que

ˆ

`x
`y

˙

“

„

cospωtq ´ sinpωtq
sinpωtq cospωtq

ˆ

`0x

`0y

˙

.

La interpretación de este resultado es directa. El vector momentum angular precesa con
frecuencia angular ω “ γB, con el eje z como directriz.

Es interesante notar que la Ec. (6.27) para ` tiene su contraparte en la fuerza de Lorentz
sobre una carga eléctrica q. En este caso la ecuación del movimiento está dada por

m
dv

dt
“
q

c
v ˆB . (6.28)

Observe el rol análogo que desempeña v en esta ecuación con ` en la Eq. (6.27). Por lo tanto
si B “ Bẑ, entonces vz y v2 son constantes en el tiempo. Además, es directo comprobar
que las componentes xy de la velocidad vienen dadas por

v “ e´iωct σy v0 , (6.29)

donde ωc “ qB{mc, conocida como frecuencia de sincrotrón. La trayectoria se obtiene
integrando al ecuación anterior

r “ r0 `
i
ωc
e´iωct σyσy v0 . (6.30)
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140 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

A partir de esta solución para r podemos obtener el radio de la órbita. En efecto, el
radio de la órbita (circunferencial) la obtenemos evaluando R2 “ pr ´ r0q

:pr ´ r0q. Puesto
que σy “ σ:y, entonces

R2
“

ˆ

v:0σy e
`iωct σy

´i

ωc

˙ˆ

i

ωc
e´iωct σyσy v0

˙

“ v:0
1

ω2
c

σ2
y v0 “

v2
0

ω2
c

“
v2

0m
2c2

q2B2
.

Por lo tanto R “ v0mc{qB.

También podemos verificar que la velocidad es perpendicular al vector radial pr ´ r0q,
vale decir que v:pr´r0q “ 0. Usando las soluciones (6.29) y (6.30) para calcular v:pr´r0q,
obtenemos

v:pr ´ r0q “ v
:

0 e
`iωct σy i

ωc
e´iωct σyσy v0 “

i
ωc
v:0 σy v0 .

Es directo verificar, usando la forma expĺıcita de σy, que v:0 σy v0 “ 0.

6.3. Momentum angular

6.3.1. Momentum angular orbital

Al igual que en un sistema clásico, el momentum angular orbital de una part́ıcula en
presencia de una fuerza central se conserva, siendo ésta una constante de movimiento. La
construcción natural del momentum angular es una extensión de la definición clásica, vale
decir,

L̂ “ r̂ ˆ p̂ , (6.31)

donde rx̂i, p̂js “ i~δij. Con esta definición es directo verificar que L̂ es herḿıtico y que
además satisface el álgebra

rL̂i, L̂js “ i~ εijkL̂k . (6.32)

A esta última se le llama álgebra de momentum angular, que conlleva a propiedades bastante
generales compartidas por otras cantidades como lo son el spin o el isosṕın, cantidades f́ısicas
que no tienen análogo clásico.

6.3.2. Isosṕın

El operador de isosṕın surge en forma análoga a como se hizo para el spin. Temprana-
mente Heisenberg observó algunas particularidades de la interacción entre dos protones (pp),
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dos neutrones (nn) y protón-neutrón (pn). En primer lugar, la diferencia entre sus masas no
excede un 0,14 % (mp “ 938,27 MeV; mn “ 939,57 MeV; ∆m “ 1, 3 MeV), lo que los torna
casi indistinguibles con respecto a sus masas. Además, estudios de colisiones entre nucleones
indican que, excepto por efectos debidos a la fuerza de Coulomb, las interacciones pp, nn y
pn son casi idénticas. La equivalencia pp con nn se denomina simetŕıa de cargas. La equi-
valencia entre las fuerzas pp{nn y pn se le reconoce como independencia de carga. Ambas
se resumen en lo que se denomina simetŕıa de isosṕın. Veamos como surgen los operadores
asociados.

Aśı como se hizo para un sistema de dos niveles de enerǵıa, podemos pensar en un
sistema con dos estados de carga, ˘e{2. La diferencia de carga entre estos dos estados es
`e, la carga del electrón. Sin perder generalidad, podemos pensar en autovalores ˘1{2. Si
denotamos por t̂ el operador en cuestión, entonces su forma será

t̂ “

ˆ

c a´ ib
a` ib ´c

˙

,

con a, b y c coeficientes reales. Los autovalores asociados a este operador son ˘1{2. Clara-
mente la solución a este problema lleva a que t̂ “ 1

2
τi, con τi la i´ésima matriz de Pauli.

Expĺıcitamente,

τ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

, τ2 “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, τ3 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

La notación ‘τ ’ en vez de ‘σ’ se introduce a fin de distinguir propiedades f́ısicas completamente
distintas: carga vs momentum angular intŕınseco. La elección más simple para representar
los estados de protón y neutrón se da al escoger

t̂Ñ
1

2

ˆ

1 0
0 ´1

˙

,

de la cual surgen los autovectores

|py Ñ

ˆ

1
0

˙

, |ny Ñ

ˆ

0
1

˙

,

correspondiente a los autovalores `1{2 y ´1{2, respectivamente. De esta forma, distin-
guimos al protón del neutrón por su componente ‘3’ de isosṕın, de valores `1{2 y ´1{2,
respectivamente. Esto también es referido como componente ‘z’ de isosṕın, aunque hay que
tener presente que en el espacio de carga no existe eje ’z’. Esto es sólo lenguaje, dado que
la componente ’3’ comunmente se asocia con el eje ‘z’. Con esta definición podemos definir
el operador carga Q̂ mediante

Q̂ “
e

2
pI` τzq ,

el que satisface Q̂|py “ e|py, y Q̂|ny “ 0.
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142 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

6.3.3. Algebra

Como hemos visto, los operadores de spin ŝi, momentum angular orbital L̂i e isosṕın t̂i
satisfacen un álgebra común bastante caracteŕıstica,

rŝi, ŝjs “ i~ εijk sk , rL̂i, L̂js “ i~ εijk Lk , rt̂i, t̂js “ i εijk tk .

A fin de mantener un enfoque común para todos ellos, consideremos un operador vectorial
Ĵ herḿıtico el cual satisface el álgebra de momentum angular

rĴi, Ĵjs “ i~εijkĴk . (6.33)

Como consecuencia de esta álgebra se obtienen las siguientes identidades

Ĵ ˆ Ĵ “ i~Ĵ (6.34a)

r Ĵ2, Ĵk s “ 0 ; (6.34b)

r Ĵz, Ĵ˘ s “ ˘Ĵ˘ ; (6.34c)

Ĵ`Ĵ´ “ Ĵ
2
´ Ĵ2

z ` Ĵz ; (6.34d)

Ĵ´Ĵ` “ Ĵ
2
´ Ĵ2

z ´ Ĵz ; (6.34e)

Ĵ:˘ “ Ĵ¯ ; (6.34f)

donde hemos denotado Ĵx “ Ĵ1, Ĵy “ Ĵ2, Ĵz “ Ĵ3 y Ĵ˘ “ Ĵx ˘ iĴy. Demostremos
la primera de estas propiedades [Ec. (6.34a)], donde adoptaremos ~ “ 1 por conveniencia.
Desarrollemos:

´

Ĵ ˆ Ĵ
¯

i
“ εijk ĴjĴk

“ 1
2
εijk ĴjĴk `

1
2
εijk ĴjĴk

“ 1
2
εijk ĴjĴk `

1
2
εikj ĴkĴj

“ 1
2
εijk ĴjĴk ´

1
2
εijk ĴkĴj

“ 1
2
εijk

”

ĴjĴk ´ ĴkĴj

ı

“ 1
2
i εjki εjkl
loomoon

2δil

Ĵl

“ i Ĵi

con lo cual pĴˆĴqi “ iĴi. La segunda identidad (6.34b) se demuestra en forma muy directa:

r Ĵ2, Ĵk s “ r ĴjĴj, Ĵk s

“ Ĵj r Ĵj, Ĵk s ` r Ĵj, Ĵk s Ĵj

“ iĴjεjklĴl ` iεjklĴlĴj

“ iεklj

´

ĴjĴl ` ĴlĴl

¯
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La antisimetŕıa de los coeficientes εklj y simetŕıa del término entre paréntesis implica que la

suma sea nula. Por lo tanto r Ĵ2, Ĵk s “ 0.

En el caso de la identidad (6.34c),

rĴz, Ĵ˘s “ rĴz, Ĵxs
loomoon

iĴy

˘i rĴz, Ĵxs
loomoon

´iĴx

“ ˘Ĵ˘ . (6.35)

6.3.4. Diagonalización de Ĵ2 y Ĵz

Notemos que Ĵ2 y Ĵk conmutan entre si, por lo cual constituyen observables compatibles.
Notar, en cambio, que los Ĵk no conmutan entre ellos, de modo que podemos diagonalizar
simultáneamente Ĵ2 con sólo una de las componentes de Ĵ . Es usual escoger k “ 3 (eje z)
como la dirección de cuantización de una de las componentes de Ĵ . Planteamos entonces

Ĵ2
|a by “ a|a by , (6.36a)

Ĵz|a by “ b|a by . (6.36b)

Al igual que como se procedió a la diagonalización del oscilador armónico, mediante propie-
dades algebraicas de los operadores de subida y bajada, el momentum angular conduce a
propiedades análogas que también permiten la diagonalización algebraica de los operadores
Ĵ2 y Ĵz. Esteblezcamos algunas de estas propiedades.

� Propiedad 1: b2 ď a
En efecto, consideremos

Ĵ2
|a by “ a|a by

ë “ Ĵ2
x |a by ` Ĵ

2
y |a by ` Ĵ

2
z |a by

loomoon

b2|a by

Entonces, al aplicar xa b| por la izquierda y considerando xa b|a by “ 1, se obtiene

a “ xa b|Ĵ2
x |a by

looooomooooon

ě 0

`xa b|Ĵ2
y |a by

looooomooooon

ě 0

` b2 , (6.37)

de donde obtenemos b2 ď a.
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� Propiedad 2: Ĵ˘|a by 9 |a b˘ 1y
Consideremos en este caso la identidad (6.34c),

ĴzĴ˘|a by ´ Ĵ˘ Ĵz|a by
loomoon

b|a by

“ ˘Ĵ˘|a by ñ

ĴzpĴ˘|a byq “ pb˘ 1qpĴ˘|a byq .

Con ésto inferimos que Ĵ˘|a by es autovector de Ĵz con autovalor b ˘ 1, lo que se
expresa como

Ĵ˘|a by “ C˘ |a b˘ 1y . (6.38)

Esta relación permite generar nuevos autovectores de Ĵz a partir de |a by. En particular,
la acción sucesiva del operador Ĵ´ sobre |a by va generando autovectores de la forma
|a pb´mqy. En principio, no hay ĺımite en el número de aplicaciones de este operador.
Sin embargo debemos exigir que pb ´ mq2 ď a. Para que esto sea factible, exijimos
la existencia de un bmin (bmax) sobre el cual se interrumpe la generación de estados
inferiores (superiores) en b. Aśı,

Ĵ´|a bminy “ 0 ; (6.39a)

Ĵ`|a bmaxy “ 0 . (6.39b)

� Propiedad 3: bmin “ ´bmax
Consideremos esta vez las identidades (6.34d) y (6.34e) y calculamos sus respectivos
valores de expectación x# ya bmin , x# ya bmax . Luego de considerar las restricciones
impuestas por las Ecs. (6.39a) y (6.39b) obtenemos

0 “ a´ b2
min ` bmin ; (6.40a)

0 “ a´ b2
max ´ bmax . (6.40b)

Restamos ambas ecuaciones y se obtiene

pbmax ` bminq pbmax ´ bmin ` 1q
looooooooomooooooooon

ą 0

“ 0 ,

de donde necesariamente bmin “ ´bmax. Si denotamos por j al máximo valor permitido
para b,

j
def
“ bmax ,

entonces las Ecs. (6.40a,6.40b) conducen a

a “ jpj ` 1q . (6.41)
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Es importante notar que bmax´ bmin debe ser entero debido a que los autovalores de b
son discretos, separados por una unidad. Entonces, necesariamente 2j “ n “ entero.
De aqúı surge que j puede ser entero o semientero, vale decir, su valores permitidos
son 1

2
, 1, 3

2
, 2, 5

2
, etc. Estos valores posibles son inherentes al álgebra. En el caso

del momentum angular orbital los únicos j posibles son enteros, como se verá más
adelante.

Conviene a este punto readecuar nuestra notación. Pasamos de los autovalores genéri-
cos a, b a los rótulos j,m, de forma que

Ĵ2
|jmy “ jpj ` 1q|jmy ; (6.42a)

Ĵz|jmy “ m|jmy . (6.42b)

� Propiedad 4: Ĵ˘|jmy “
a

jpj ` 1q ´mpm˘ 1q |j m˘ 1y

Para demostrarla consideramos la Ec. (6.38) y usamos la Ec. (6.34e) para Ĵ´Ĵ`,

Ĵ`|j my “ C`|j m` 1y
M

p ˆ q
:

xj m|Ĵ´ “ C˚`xj m` 1| ñ

xj m|Ĵ´Ĵ`|j my “ C˚`C`xj m` 1|j m` 1y .

Entonces, suponiendo |j my normalizados

xj m|pĴ2
´ Ĵ2

z ´ Ĵzq|j my “ |C`|
2

ñ

jpj ` 1q ´mpm` 1q “ |C`|
2 .

Con ésto adoptamos

C` “
a

jpj ` 1q ´mpm` 1q , (6.43)

donde hemos tomado fase nula al extraer la raiz cuadrada. Un procedimiento totalmente
análogo permite determinar C´, obteniéndose

Ĵ`|jmy “
a

jpj ` 1q ´mpm` 1q |j m` 1y , (6.44a)

Ĵ´|jmy “
a

jpj ` 1q ´mpm´ 1q |j m´ 1y . (6.44b)

6.3.5. Elementos de matriz de Ĵ

Los resultados de la sección anterior permiten determinar los elementos de matriz de Ĵ
en la base en que Ĵ2 y Ĵz son diagonales. En particular, para un valor de j determinado se
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J

J

+

−

| j m >

j(j+1)−m(m+1)  | j m+1 >

j(j+1)−m(m−1)  | j  m−1 >

Figura 6.4: Ilustración de la acción de los operadores Ĵ˘.

tiene,

xjm 1
|Ĵ`|jmy “

a

jpj ` 1q ´mpm` 1q δm1, m`1 , (6.45a)

xjm 1
|Ĵ´|jmy “

a

jpj ` 1q ´mpm´ 1q δm1, m´1 , (6.45b)

xjm 1
|Ĵz|jmy “ m δm1, m . (6.45c)

Todos ellos constituyen los elementos de una matriz construida, por convención, con su
primer elemento aquel para el caso m1 “ m “ j. El resto sigue un orden descendente por
filas y columnas. Aśı,

xjm1
| |jmy :

»

—

—

—

–

xj j| |jjy xjj| |j j ´ 1y . . .
xj j ´ 1| |jjy xj j ´ 1| |j j ´ 1y . . .
xj j ´ 2| |jjy

...

fi

ffi

ffi

ffi

fl

Spin j “ 1{2
Para el caso j “ 1{2 consideramos m,m1 “ 1

2
,´1

2
. En este caso adoptamos la notación

standard Ĵ Ñ ŝ. Los únicos elementos no nulos son

x1
2
` 1

2
|ŝ`|

1
2
´ 1

2
y “ 1 , (6.46a)

x1
2
´ 1

2
|ŝ´|

1
2
` 1

2
y “ 1 , (6.46b)

x1
2
` 1

2
|ŝz|

1
2
` 1

2
y “ 1

2
, (6.46c)

x1
2
´ 1

2
|ŝz|

1
2
´ 1

2
y “ ´1

2
. (6.46d)

Estos resultados se pueden expresar en forma matricial, conviniendo la siguiente notación
para los elementos de matriz, p¨ ¨ ¨ qm1m “ x

1
2
m1| ¨ ¨ ¨ |1

2
my:

pŝzqm1m :

ˆ

1
2

0
0 ´1

2

˙

, pŝ`qm1m :

ˆ

0 1
0 0

˙

, pŝ´qm1m :

ˆ

0 0
1 0

˙

. (6.47)

Haciendo uso de la definición ŝ˘ “ ŝx ˘ iŝy obtenemos

ŝx “
1
2

ˆ

0 1
1 0

˙

, ŝy “
1
2

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, ŝz “
1
2

ˆ

1 0
0 ´1

˙

, (6.48)
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donde identificamos las tres matrices de Pauli.

Spin j “ 1
Para el caso j “ 1 consideramos m,m1 “ 1, 0,´1. En este caso es usual hacer Ĵ Ñ Ŝ. En
forma semejante al caso anterior, los únicos elementos no nulos son

x1 1|Ĵ`|1 0y “
?

2 , x1 0|Ĵ`|1 ´ 1y “
?

2 ,

x1 0|Ĵ´|1 1y “
?

2 , x1 ´ 1|Ĵ´|1 0y “
?

2 ,

x1 1|Ĵz|1 1y “ 1 , x1 ´ 1|Ĵz|1 ´ 1y “ ´1 .

Estos resultados permiten expresar matricialmente los operadores Ŝz y Ŝ˘:

Ŝz “

¨

˝

1 0 0
0 0 0
0 0 ´1

˛

‚ , Ŝ` “

¨

˝

0
?

2 0
0 0

?
2

0 0 0

˛

‚ , Ŝ´ “

¨

˝

0 0 0
?

2 0 0
0
?

2 0

˛

‚ . (6.49)

Nuevamente, haciendo uso de la definición Ŝ˘ “ Ŝx ˘ iŜy obtenemos

Ŝx “
1
?

2

¨

˝

0 1 0
1 0 1
0 1 0

˛

‚ , Ŝy “
i
?

2

¨

˝

0 ´1 0
1 0 ´1
0 1 0

˛

‚ , Ŝz “

¨

˝

1 0 0
0 0 0
0 0 ´1

˛

‚ . (6.50)

6.3.6. Representaciones en espacio de coordenadas

Al abordar un sistema en el cual se manifiesta el momentum angular orbital, Ĵ Ñ L̂,
puede resultar útil representarlo en términos de operadores diferenciales. Entonces, al hacer
p̂ “ ´i~∇ se obtiene

iL̂x “ yBz ´ zBy ; (6.51a)

iL̂y “ zBx ´ xBz ; (6.51b)

iL̂z “ xBy ´ yBx , (6.51c)

donde hemos tomado ~ “ 1, por comodidad. Para representarlos en coordenadas esféricas
tenemos presente

r2
“ x2

` y2
` z2 ;

tanφ “ y{x ;

tan θ “
a

x2 ` y2{z .

(6.52)

Por ejemplo,

iL̂z “ xBy ´ zBx “

ˆ

x
Br

By
´ y

Br

Bx

˙

Br `

ˆ

x
Bθ

By
´ y

Bθ

Bx

˙

Bθ `

ˆ

x
Bφ

By
´ y

Bφ

Bx

˙

Bφ .
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Mediante el cálculo expĺıcito de las derivadas dentro de los paréntesis es fácil verificar

iL̂z “
B

Bφ
. (6.53)

Un procedimiento análogo conduce a

iL̂x “ sinφ
B

Bθ
` cosφ cot θ

B

Bφ
; (6.54)

iL̂y “ cosφ
B

Bθ
´ sinφ cot θ

B

Bφ
, (6.55)

de las cuales obtenemos

L̂˘ “ e˘iφ
ˆ

˘
B

Bθ
` i cot θ

B

Bφ

˙

. (6.56)

Es oportuno resaltar que los operadores L̂k actúan exclusivamente sobre las variables angu-
lares, sin tener dependencia alguna en la componente radial r. Se puede demostrar además
que

p̂2
“ ´~2 1

r

B 2

B r2
r `

1

r2
L̂2 . (6.57)

6.3.7. Los esféricos armónicos

Procedemos a construir las autofunciones de L̂2 y L̂z asociadas a los autovalores l y
m, respectivamente. Los estados los denotamos mediante |l my. A fin de contextualizar las
autofunciones que construiremos, podŕıamos suponer un hamiltoniano que conmuta con los
operadores indicados. Las autofunciones llevarán asociadas los números cuánticos (rótulos)
α, l y m. En representación de coordenadas, entonces,

xr|α; l my “ Fα;l mprq xθφ|l my . (6.58)

Esta construcción, que no es más que la reconocida separación de variables utilizada en la
resolución de ecuaciones diferenciales que exhiben separabilidad en sus términos, garantiza
ser autofunción de L̂2 y L̂z.

Convenimos ahora la notación a usar. Dado que los ángulos esféricos θ y φ representan
la dirección del vector unitario r̂, entonces es práctico establecer la equivalencia

|θφy ” |r̂y .
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H F Arellano 149

Entonces, mientras no sea necesario hacer expĺıcitos los ángulos θ y φ, utilizaremos el vector
unitario r̂ como argumento. Las autofunciones xθφ|l my “ xr̂|l my corresponden a las

funciones esféricas armónicas, que denotaremos Y m
l pθ, φq

def
“ Y m

l pr̂q. Aśı entonces podemos
reescribir la función de más arriba por

xr|α; l my “ Fα;l mprq Y
m
l pr̂q .

Procedemos a obtener Y m
l pr̂q. A partir de la ecuación de autovalores de L̂z,

L̂z|l my “ m|l my
M

xθφ|

´i
B

Bφ
xθφ|l my “ m xθφ|l my ñ

B Y m
l

Bφ
“ im Y m

l ,

con lo cual

Y m
l pθφq “ Θpθq eimφ . (6.59)

Al exigir que Y m
l pθφq sea univaluada ante φ Ñ φ ` 2π, entonces necesariamente m debe

ser entero. Ello también restringe l a valores enteros. Además, como ´l ď m ď l, entonces
por cada valor de l hay 2l ` 1 valores permitidos para m.

Para determinar los Y m
l primero encontraremos Y l

l , para luego aplicar el operador de
bajada L̂´ en forma sucesiva, n “ m´ l veces. Considerando L̂`|l ly “ 0 tenemos

ˆ

B

Bθ
` i cot θ

B

Bφ

˙

Y l
l “ 0 .

Al hacer uso de la Ec. (6.59) para Y l
l obtenemos para Θpθq

Θ1
“ l cot θ Θ .

Desde el punto de vista de la variable θ, esta ecuación es equivalente a

f 1pxq “ n cotx fpxq ñ f 1{f “ n cosx{ sinx .

Integrando, ln f “ n lnpsinxq ` C, o sea f „ psinxqn. Volviendo al problema original se
infiere

Y l
l pθφq “ C eilφ sinlpθq .
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150 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

La constante C se determina de la condición de normalización sobre las funciones. Entonces
para m “ l, xl l|l ly “ 1 ñ

ż

Ω

xl l|θφy dΩ xθφ|l ly “ 1 ñ

2π |C|2
ż π

0

sin θ dθ sin θ psin2 θql “ 1 .

El cálculo de esta integral requiere de algún trabajo que se propone abordar, obteniéndose

|C|2 “
p2l ` 1q!

4π 22l p l! q2

Con ésto entonces,

Y l
l pθφq “ p´q

l 1

2l l!

c

p2l ` 1q!

4π
eilφ sinlpθq . (6.60)

La convención de fase p´ql es usual pero no absoluta. Hay que poner atención cuando se usan
expresiones para los esféricos armónicos de distintas fuentes. Con este resultado es directo
observar que

Y 0
0 pθφq “

1
?

4π
.

De igual modo, Y 1
1 pθφq “ ´

a

3{8πeiφ sin θ

La propiedad 4 de la Sección (6.3.4) implica

L̂´|l my “
a

lpl ` 1q ´mpm´ 1q |l m´ 1y . (6.61)

Es directo verificar que esta misma se puede expresar, convenientemente,

L̂´|l my “
a

pl ´m` 1qpl `mq |l m´ 1y . (6.62)

Entonces obsérvese...

L̂´|l ly “
a

p1qpl ` lq |l l ´ 1y

L̂2
´|l ly “

a

p1qpl ` lq L̂´|l l ´ 1y

“
a

p1 ¨ 2qp2lqp2l ´ 1q |l l ´ 2y

L̂3
´|l ly “

a

p1 ¨ 2 ¨ 3qp2lqp2l ´ 1qp2l ´ 2q |l l ´ 3y

Esta secuencia sugiere

L̂n´|l ly “

d

n! p2lq!

p2l ´ nq!
|l l ´ ny , (6.63)
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la que se propone demostrar por inducción. Sustituyendo n por l ´m tenemos,

L̂l´m´ |l ly “

d

pl ´mq! p2lq!

pl `mq!
|l my . (6.64)

Con esta última es claro entonces

|l my “

d

pl `mq!

pl ´mq! p2lq!
L̂l´m´ |l ly , (6.65)

con la cual

Y m
l pr̂q “

d

pl `mq!

pl ´mq! p2lq!
L̂l´m´ Y l

l pr̂q . (6.66)

Las funciones esféricas armónicas satisfacen las relaciones de ortogonalidad y completi-
tud,

xl 1 m 1
|l my “

ż 2π

0

dφ

ż π

0

sin θ dθ Y m1 ˚
l1 pθφqY m

l pθφq “ δl l1 δmm1 , (6.67)

8
ÿ

l“0

l
ÿ

m“´l

Y m
l pθ

1φ1q Y m˚
l pθφq “

1

sin θ
δpθ 1 ´ θq δpφ 1

´ φq (6.68)

Los esféricos armónicos satisfacen una gran variedad de propiedades que al momento
de calcular pueden ser muy útiles. Cabe señalar que los Y m

l están muy relacionados con lo
polinomios generalizados de Legendre, Pm

l puq. En particular, demostrando la propiedad

L̂˘
“

eimφΘpθq
‰

“ ¯eipn˘1qφ
psin θq1˘n

d

dpcos θq

“

psin θq¯nΘpθq
‰

, (6.69)

se obtiene

Y m
l pθφq “ p´q

m

d

2l ` 1

4π

pl `mq!

pl ´mq!
eimφ Pm

l pcos θq , (6.70)

con

Pm
l puq “

a

p1´ u2qm
dmPlpuq

dum
(6.71)

Un comentario adicional acerca de la paridad de los esféricos armónicos. Bajo paridad
las coordenadas cambian r Ñ ´r. En coordenadas esféricas esto equivale a hacer r̂ Ñ ´r̂.
Para los ángulos, θ Ñ π ´ θ y φÑ φ` 2π. Un análisis de los Y m

l conduce a

Π Y m
l pr̂q

def
“ Y m

l p´r̂q “ p´q
l Y m

l pr̂q . (6.72)
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Esta propiedad es sumamente útil para la identificación de trancisiones permitidas y prohibidas
en algunos sistemas.

Ejercicio 6.14 Determine |C˘| en la relación L˘|l my “ C˘ |l m˘ 1y.

Ejercicio 6.15 Dado

Y 0
1 pθφq “

c

3

4π
cos θ ,

obtenga Y ˘1
1 pθ, φq aplicando los operadores L̂˘ en representación de coordenadas.

Ejercicio 6.16 Considere el vector A “ A â. Exprese A como combinación lineal de los
esféricos armónicos de orden 1: Y 0

1 pâq y Y ˘1
1 pâq.

Ejercicio 6.17 Una part́ıcula en presencia de un potencial esféricamente simétrico tiene
por función de onda

ψpx, y, zq “ Cpxy ´ yz ` zxq e´αr
2

.

Determine la probabilidad de que el momentum angular sea 2~. Determine además las pro-
babilidades relativas para que m tenga los valores -2, -1, 0, 1 y 2.

6.4. El átomo de hidrógeno

Consideremos el sistema formado por un protón y un electrón interactuando electro-
magnéticamente via el potencial de Coulomb. Para simplificar esta primera discusión consi-
deremos el protón infinitamente masivo en relación al electrón, de modo que el sistema a
estudiar es el de la interacción de un electrón con un campo externo dado por

V prq “ ´
e2

r
.

El hamiltoniano a estudiar es Ĥ “
p̂2

2m
` V̂ , que proyectado en espacio de coordenadas resulta

xr̂|Ĥ “

„

´
~2

2m

ˆ

1

r

B 2

B r2
r

˙

`
1

2mr2
L̂2
` V prq



xr̂| . (6.73)
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6.4.1. Observables compatibes (rótulos)

Para llevar a cabo la diagonalización del hamiltoniano ponemos atención a los siguientes
conmutadores nulos: rĤ, L̂2s “ 0, rĤ, L̂zs “ 0 y rL̂2, L̂zs “ 0. Esto permite diagonalizar
Ĥ, L̂2 y L̂z en una base común. Usemos α para resumir los autovalores de estos operadores,
α “ tn, l,mu, de modo que |αy “ |n; lmy, con

Ĥ|αy “ En|αy ; (6.74a)

L̂2
|αy “ lpl ` 1q|αy ; (6.74b)

L̂z|αy “ m|αy . (6.74c)

Entonces,

Ĥxr|αy “ Enxr|αy

Denotando y descomponiendo,

xr|αy ” Ψαprq “ RαprqY
m
l pr̂q ,

que al sustituir en la ecuación de Schrödinger conlleva a
„

´
~2

2m

ˆ

1

r

B 2

B r2
r

˙

`
~2 lpl ` 1q

2mr2
` V prq



Rα Y
m
l pr̂q “ En Rα Y

m
l pr̂q .

Multiplicamos Y m˚
l pr̂q por la izquierda e integramos en dΩr̂, permitiendo la eliminación de

Y m
l en la ecuación. Además, definimos uαprq “ rRαprq, de modo que

u2 ´
lpl ` 1q

r2
u`

2β

r
u “ ε u . (6.75)

En esta última hemos definido

β “
me2

~2
ε “ ´

2mEα
~2

. (6.76)

Notar que Eα ă 0 (estados ligados), por lo que ε es positiva.

6.4.2. Función de onda

Para la resolución de la Ec. (6.75) primero identificamos el comportamiento asintótico
de uprq en los ĺımites r Ñ 0 y r Ñ 8. Para r Ñ 0 la Ec. (6.75) toma la forma

u2 ´
lpl ` 1q

r2
u „ 0 .
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Al explorar una solución del tipo u „ rp, se obtiene que p “ ´l, o p “ l ` 1. La primera de
ellas se descarta porque la función de onda debe ser finita en todo el espacio, de modo que
u „ rl`1. En el otro ĺımite, la ecuación resultante es

u 2 „ ε u ” λ2 u ,

cuyas soluciones son exponenciales de la forma u1 „ eλ r y u2 „ e´λ r. La primera de ellas
es descartada pues diverge en el infinito. Con ésto entonces definamos

u “ rl`1 e´λ r wprq . (6.77)

Con esta descomposición, derivamos dos veces u y sustituimos en la Ec. (6.75), obteniendo

rw 2
` r2pl ` 1q ´ 2λrsw 1

´ r2λpl ` 1q ´ 2βsw “ 0 .

A este punto adimensionalizamos las variables. Resulta conveniente definir z “ 2λ r, de
modo que d

dr
“ 2λ d

dz
. Además hacemos wprq ” W pzq, con lo cual

z W 2
` r2l ` 2´ zsW 1

´ rl ` 1´ β{λsW “ 0 .

La ecuación anterior coincide con la ecuación de Kummer dada por

x
d2φ

dx2
` pc´ xq

dφ

dx
´ a φ “ 0 ,

para la cual intentamos una solución en serie de potencias,

φpxq “
ÿ

k“0

bk x
k . (6.78)

Luego de derivar, sustituir y reordenar términos se obtiene

ÿ

k“1

kpk`1qbk`1x
k
`

#

2cb1 `
ÿ

k“1

cbk`1pk ` 1qxk

+

´
ÿ

k“1

bkkx
k
´

#

ab0 `
ÿ

k“1

abkx
k

+

“ 0 .

Igualando coeficientes del mismo orden en x obtenemos,

2cb1 ´ ab0 “ 0 ; (6.79a)

kpk ` 1qbk`1 ` cbk`1pk ` 1q ´ bkk ´ abk “ 0 . (6.79b)

Por lo tanto,

b1 “
a

2c
b0 ; (6.80a)

bk`1 “
k ` a

pk ` 1qpk ` cq
bk . (6.80b)
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Estas relaciones definen la construcción de la solución a la ecuación para la función de onda.
Sin embargo es necesario examinar su comportamiento para r Ñ 8. Para ello observemos
los coeficientes altos en la relación de recurrencia (6.80b). Claramente para k grande bk`1 „

bk{pk ` 1q, o bién

bk „
1

k!
.

Esto conduce a una estructura exponencial del tipo „ ex en la serie. Tal comportamiento
es inaceptable puesto que conlleva a una solución divergente para u, de modo que necesa-
riamente la recurrencia (6.80b) se debe interrumpir para algún k finito. Este requerimiento
es factible sólo si a toma un valor entero y negativo, es decir a “ ´N , con N un entero
positivo. Puesto que

a “ l ` 1´
β

λ
“ ´N ,

entonces,

λ

β
“

1

l `N ` 1
.

En términos de las variables originales,

Eα “ ´
me4

2~2pl `N ` 1q2
, (6.81)

el espectro de enerǵıas del átomo de hidrógeno.

n = N + l + 1  

N

n−1

n−1

0

l

N
 = (n − 1) − l   

Figura 6.5: Configuraciones N vs l con la misma enerǵıa En.

6.4.3. Degeneración

Notar que la solución encontrada exhibe degeneración, ya que varias combinaciones de l
y N permiten un mismo valor de enerǵıa. Si llamamos n “ l ` N ` 1, el número cuántico
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principal, entonces

En “ ´
me4

2~2n2
.

Con esta representación, la degeneración de En es n2. En efecto, para cada valor del momen-
tum angular l, hay 2l` 1 valores posibles de m. Además, para cada valor de n, los momenta
angulares permitidos van desde l “ 0 hasta l “ n´ 1. Entonces la degeneración total es

D “

n´1
ÿ

l“0

p2l ` 1q “ n2 .

Las funciones que se obtienen del proceso iterativo obtenido anteriormente para φ condu-
cen a los polinomios asociados de Laguerre. Recordemos que z “ 2λr, con λ2 “ 2mEα{~2 “

m2e4{~4n2. Denotando a0 ” ~2{me2 (radio de Bohr), entonces resulta conveniente expresar

z “
2r

na0

.

Con esta notación, la función de onda normalizada para el electrón en un átomo de hidrógeno
queda expresada por

xr|n; lmy “ ψnlmprq “
2

n2

ˆ

pn´ l ´ 1q!

a3
0rpn` lq!s

3

˙1{2

zl L2l`1
n´l´1pzq e

´z{2

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

def
“ Rn lprq

Y m
l pr̂q . (6.82)

Aqúı se ha definido

Lkppzq “ p´q
k

ˆ

dk

dzk

˙

Lp`kpzq , (6.83)

donde

Lp “ ez
dp

dzp
`

e´z zp
˘

“

ˆ

d

dz
´ 1

˙p

xp . (6.84)

Con ellas se obtienen los siguientes valores de expectación:

x r ynlm “
a0

2
r3n2

´ lpl ` 1qs ; (6.85a)

x r2
ynlm “ n4a2

0

"

1`
3

2

„

1´
lpl ` 1q ´ 1{3

n2

*

; (6.85b)

@

1
r

D

nlm
“

1

a0n2
. (6.85c)
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El cálculo de éstos valores de expectación es directo mediante el uso de las siguientes iden-
tidades1

„

z
d2

dz2
` pk ` 1´ zq

d

dz
` p



Lkp “ 0 ; (6.86a)

1

p1´ tqk`1
e´zt{p1´tq “

8
ÿ

p“0

tp

pp` kq!
Lkppzq p|t| ă 1q ; (6.86b)

ż 8

0

e´z zk Lkp L
k
q dz “

rpp` kq!s3

p!
δqp (6.86c)

La parte radial de la función de onda, Rnl, se puede determinar expĺıcitamente a partir
de la Ec. (6.82). En particular, para el estado fundamental (n “ 1, l “ 0) se tiene

R1,0prq “
2

a
3{2
0

e´r{a0 . (6.87)

Ejercicio 6.18 Calcule 1{xrynlm y x1{rynlm para autoestados |nlmy del átomo de hidrógeno.
Compare porcentualmente ambas cantidades.

6.5. Niveles de Landau

Estudiemos el problema de una part́ıcula cargada en presencia de un campo electro-
magnético. Para simplificar la discusión omitiremos la interacción entre el momento magnéti-
co y el campo, lo que equivale a omitir spin. El espectro que se obtiene para este sistema se le
atribuye a Lev Landau. Su manifestación es observada en conductores a bajas temperaturas.

6.5.1. Consideraciones generales

Para construir las ecuaciones cuánticas del movimiento, consideremos el lagrangiano
clásico para luego obtener el hamiltoniano. Si la part́ıcula de carga q está sometida a un
potencial escalar φ y potencial magnético A, entonces su lagrangiano es

Lpr,vq “ 1
2
mv2

´ qφ`
q

c
v ¨A .

1Messiah
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158 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Aqúı denotamos v “ 9r. A partir de las ecuaciones de Lagrange

d

dt

ˆ

BL

B 9qk

˙

´
BL

B qk
“ 0 ,

se obtiene la reconocida ecuación del movimiento,

m 9v “ qpE `
1

c
v ˆBq .

Para obtener el hamiltoniano Hpqk, pkq determinamos primero el momento canónico. Enton-
ces,

pk “
BL

B 9rk
“ mvk `

q

c
Ak .

Expresamos el hamiltoniano, H “ v ¨ p´ L, en términos de rk y pk

Hpr,pq “
1

2m

´

p´
q

c
A
¯

¨

´

p´
q

c
A
¯

` q φ . (6.88)

La cuantización del sistema se establece haciendo la corresponcencia p Ñ p̂ y r Ñ r̂, con
p̂ “ ´i~∇, en representación de coordenadas. Con ésta expresión para el hamiltoniano la
ecuación de Schrödinger queda expresada

Ĥ|ψy “ i~Bt|ψy ,

donde Ĥ “ Hpr̂, p̂q, es decir

Ĥ “
1

2m

´

p̂´
q

c
Â
¯

¨

´

p̂´
q

c
Â
¯

` q φpr̂, tq . (6.89)

La resolución del problema clásico en presencia de un campo magnético uniforme –en
ausencia de campo eléctrico– conduce a trayectorias en forma de hélice. En particular, si el
campo magnético está orientado en dirección del eje z, las trayectorias proyectadas en el
plano xy resultan circunferencias cuyo radio depende del momentum proyectado en el plano
xy. La frecuencia de este movimiento está dada por

ωc “
|q|B

mc
.

El desplazamiento de la part́ıcula según el eje z es uniforme, mientras que en el plano
xy queda descrito por

x0 “ x`
1

ωc
vy , y0 “ y ´

1

ωc
vx , (6.90)
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H F Arellano 159

donde x0 e y0 definen la posición del eje de la hélice. Notar que px´x0q
2`py´y0q

2 “ pv0{ωcq
2,

con v0 la rapidez de la part́ıcula en el plano xy.

Una propiedad importantes del campo electromagnético es su invariancia bajo transfor-
maciones de gauge,

A Ñ A1 “ A`∇χ , (6.91a)

φ Ñ φ1 “ φ´ 1
c
Btχ . (6.91b)

Al aplicar esta transformación sobre los campos en la ecuación de Schrödinger constatamos
que ella no es invariante. Esta propiedad es conflictiva puesto implicaŕıa que la teoŕıa cuántica
es selectiva a la convención de gauge adoptada para los campos electromagnéticos. Esto es
f́ısicamente cuestionable, por lo que se busca aquella transformación (unitaria) que deje
invariante la ecuación de Schrödinger. Es decir, |ψy Ñ |ψ1y “ U |ψy. Si imponemos

Ĥ 1
|ψ 1y “ i~Bt|ψ 1y ñ Ĥ|ψy “ i~Bt|ψy ,

entonces se obtiene

|ψ 1y “ epiq{~cqχ|ψy .

Ejercicio 6.19 Una part́ıcula escalar (sin spin) es sometida a un campo electromagnético
pφ,Aq. Los campos eléctricos y magnéticos quedan expresados por,

E “ ´∇φ´ 1

c

BA

Bt
, B “ ∇ˆA .

a) Verifique que los campos A1 “ A ´ ∇χ, y φ1 “ φ ` 1
c
Btχ, con χ un campo escalar,

definen los mismos campos eléctrico y magnético (invariancia de gauge).
b) Demuestre que al aplicar la transformación de gauge en la Ec. de Schrödinger para una
part́ıcula cargada frente a campos electromagnéticos, ésta no es invariante.
c) Encuentre la transformación unitaria U , con |ψ1y “ U |ψy, que garantice la invariancia de
gauge de la Ec. de Schrödinger, vale decir

H 1
|ψ1y “ i~ Bt|ψ1y ô H|ψy “ i~ Bt|ψy.

Bajo esta transformación unitaria se puede demostrar que tanto xψ|ψy como xψ|r̂|ψy
son invariantes de gauge, no aśı xψ|p̂|ψy. Sin embargo xψ|V̂ |ψy si es invariante de gauge,
donde se ha definido el operador velocidad (componente α)

V̂α “
i

~
r Ĥ, x̂α s .
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160 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Si sustituimos el hamiltoniano y hacemos uso de las reglas de conmutación rx̂α, p̂αs “ i~δαβ
se obtiene

V̂α “
1

m
p p̂α ´

q

c
Âα q .

Con esta última,

”

x̂α, V̂β

ı

“ i
~
m
δαβ ; (6.92a)

”

V̂α, V̂β

ı

“ i
~q
m2c

εαβγBγ . (6.92b)

Estudiaremos el caso de una part́ıcula sometida a un campo magnético uniforme y en
ausencia de potenciales escalares (φ “ 0). Si consideremos el campo magnético B “ Bẑ,
entonces

”

V̂x, V̂y

ı

“ i
~q
m2c

B ,
”

V̂y, V̂z

ı

“ 0 ,
”

V̂z, V̂x

ı

“ 0 .

6.5.2. Solución algebraica

La solución que planteamos se inspira en la solución algebraica dada al oscilador armónico.
En efecto, los operadores V̂α vistos arriba satisfacen un álgebra análoga a la de los operadores
‘P̂’ y ‘Q̂’ del oscilador. Lo que hay que hacer es afinar tal similitud para extraer el espectro
con las constantes adecuadas.

Resulta fácil verificar que el hamiltoniano se puede expresar

Ĥ “

´ m

2
V̂ 2
x `

m

2
V̂ 2
y

¯

`
m

2
V̂ 2
z

def
“ Ĥxy ` Ĥz , (6.93a)

donde hemos definido Ĥz “
m
2
V̂ 2
z . Con esta descomposición y las reglas de conmutación

para las componentes del operador velocidad, se cumple rĤxy, Ĥzs “ 0, por lo que ambos
términos son diagonalizables en una base común. Podemos rotular sus autoestados por |α, βy,
tales que

Ĥxy|α, βy “ Eα|α, βy ; (6.94a)

Ĥz|α, βy “ Eβ|α, βy . (6.94b)

Además, puesto que V̂z “ p̂z{m Ñ ´ip~{mqBz, el espectro de Ĥz es cont́ınuo y sus auto-
funciones son ondas planas con propagación en el eje z.
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H F Arellano 161

Para la resolución de la Ec. de autovalores (6.94a), supongamos q ą 0 y hagamos la
siguiente modificación

”

V̂x, V̂y

ı

“ i
~q
m2c

B Ñ

«

d

m2c

~q
V̂x,

d

m2c

~q
V̂y

ff

def
“

”

Q̂, P̂
ı

“ i .

Expresemos entonces Ĥxy en términos de los nuevos operadores Q̂ y P̂ ,

Ĥxy “
1

2

~qB
m2c
loomoon

E0

´

P̂ ` Q̂2
¯

.

Como se aprecia, la forma cuadrática del hamiltoniano y el álgebra de los operadores coincide
con el oscilador armónico visto en el caṕıtulo anterior. Es evidente entonces que las auto-
enerǵıas son del tipo Eα “ E0pn `

1
2
q, con n ě 0 (entero). Por lo tanto el espectro queda

descrito por

Eα ` Eβ “ E0pn`
1
2
q ` 1

2
mv2

z .

La determinación de las autofunciones queda planteado como trabajo personal. Para tal
efecto resulta útil recordar el operador de bajada a “ pQ̂ ` i P̂q{

?
2, donde Q̂ „ V̂x y

P̂ „ V̂y. Tanto V̂x como V̂y acarrean las derivadas Bx y By, respectivamente, además de las
componentes Ax,y. Esta última la podemos definir como A “ p´yB, 0, 0q, que reproduce
el campo magnético considerado y satisface la medida de Coulomb ∇ ¨A “ 0. La función
de onda en el estado fundamental se obtiene resolviendo la ecuación diferencial que surge
de xxy; z|a|ψ0y “ 0, cuyo resultado debiera coincidir con el que obtendremos en la sección
siguiente.

6.5.3. Solución en espacio de coordenadas

Ya vimos que para dar cuenta del campo externo uniforme B “ Bẑ, podemos valernos
de A “ p´yB, 0, 0q. Considerando φ “ 0, el hamiltoniano en la Ec. (6.89) se reduce a

Ĥ “
1

2m

«

ˆ

P̂x ` ŷ
qB

c

˙2

` P̂ 2
y ` P̂

2
z

ff

ñ

´
~2

2m

«

ˆ

Bx ` y
qB

c

˙2

` B
2
y ` B

2
z

ff

Ψpx, y, zq “ EΨpx, y, zq .

Claramente Ĥ, P̂x y P̂z conmutan entre śı, por lo que son diagonalizables simultáneamente.
Las autofunciones de estos dos últimos son ondas planas del tipo eikx x y eikz z, respectiva-
mente. Representamos entonces

Ψpx, y, zq “ eipkx x`kz zqΦpyq .
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162 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Si denotamos

y0 “ ´
kxc

qB
, ωc “

|q|B

mc
, E “ H0 `

~2k2
z

2m
,

se obtiene la siguiente ecuación para Φ:

´
~2

2m

d2Φ

dy2
`
“

1
2
mω2

c py ´ y0q
2
´ E0

‰

Φ “ 0 .

Como se observa, se trata de la misma ecuación que para el oscilador armónico, por lo cual
el espectro para E0 queda dado por ~ωcpn` 1

2
q. Con ésto las soluciones quedan expresadas

por

Ψpx, y, zq “ eipkx x`kz zqHnrαpy ´ y0qs e
´

1
2
α2py´y0q2 . (6.96)

Aqúı,

α “

c

|q|B

~c
def
“

1

am
,

donde identificamos la magnitud

am “

d

~c
|q|B

denominada longitud magnética. Para el caso del electrón recordamos e~ “ 2µBmec, por lo
cual

am “

c

~c
eB

“
~c

a

2mec2µBB

A modo de estimación, la densidad de flujo B en la Tierra vaŕıa entre 30 y 60 microtesla,
siendo más intensa cerca de los polos. Recordando que µB « 6 ˆ 10´5 eV/T, entonces am
vaŕıa entre 3 µm y 5 µm. En el National High Magnetic Field Laboratory, ubicado en la
Universidad del Estado de Florida (Tallahassee, EEUU), se encuentra operativo el campo
magnético cont́ınuo más intenso del orbe, con 45 T, un record aún vigente en 2015. En este
caso am « 4 nm. En el caso extremo de en una estrella de neutrones, donde los campos se
estiman en 108 T, la longitud magnética resulta del orden de 3 pm.

La solución recien encontrada para la función de onda exhibe caracteŕısticas que resultan
no evidentes bajo una lectura clásica. Por ejemplo, la trayectoria clásica en el plano xy es
circunferencial, simetŕıa que no resulta evidente de la Ec. (6.96) para la función de onda.
Además, esta solución se comporta como onda plana en la dirección x y como oscilador
armónico cuántico en la dirección y. A ello se le agrega que la función de onda tiene el
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H F Arellano 163

mismo comportamiento en las variables px, zq, sin embargo las autoenerǵıas dependen sólo
de kz.

Una revisión más acuciosa de la solución al problema anterior se puede llevar a cabo
considerando los nuevos operadores

X̂0 “ x̂`
1

ωc
V̂y , Ŷ0 “ ŷ ´

1

ωc
V̂x .

Estos operadores corresponden al análogo clásico de la posición del eje de la hélice del
movimiento de las part́ıculas cargadas, como se hizo notar en las Ecs. (6.90). Se puede
verificar que tanto X̂0 como Ŷ0 son constantes del movimiento,

rX̂0, Ĥs “ rŶ0, Ĥs “ 0 ,

sin embargo,

rX̂0, Y0s “ ´i
~c
qB

.

Esta última conduce a la relación de incerteza

p∆X0q p∆Y0q ě
1
2
a2
m ,

con am la longitud magnética. Esta relación es una manifestación de que X̂0 e Ŷ0 no se puedan
diagonalizar simultáneamente, al menos para un campo magnético finito. Sin embargo, el
grado incerteza es controlable con la intensidad del campo magnético.

Un último alcance acerca de éste sistema. La libertad de gauge permite escoger el si-
guiente potencial magnético vector equivalente, A “ p´y{2, x{2, 0qB. Luego de sustituirlo
en la ecuación de Schrödinger y resolver en coordenadas ciĺındricas se obtiene el mismo es-
pectro que el encontrado en esta sección. Es interesante notar, sin embargo, que a pesar
de las diferencias que exhiben las funciones de onda, el primer postulado de la mecánica
cuántica implica que ambas contienen la misma información f́ısica del sistema.

Ejercicio 6.20 Obtenga la función de onda para el sistema anterior, pero esta vez consi-
derando A “ p´yB, 0, 0q.

6.6. Acoplamiento del momentum angular

El momentum angular de un sistema es una cantidad aditiva. Por ejemplo, al considerar
el momentum angular orbital de un elect́ron con su spin, su momentum angular total lo
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164 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

describimos por

Ĵ “ l̂ ` ŝ ,

donde l̂ representa el momentum angular orbital y ŝ el spin. Otra situación de interés consiste
en dos electrones con spines respectivos ŝ2 y ŝ1, en cuyo caso el spin total es

Ŝ “ ŝ1 ` ŝ2 .

Otra cantidad f́ısica aditiva y que satisface el álgebra de momentum angular es el isosṕın,
que denotamos por t̂. Por lo tanto, t̂ˆ t̂ “ it̂. Esta cantidad no tiene análogo clásico ni se
combina (aditivamente) con el momentum angular ni el spin. Aśı por ejemplo, el protón y el
neutrón corresponden a dos estados de isosṕın de un ente más general denominado nucleón
(N) y cuyo isosṕın es 1/2: |Ny “ |1

2
tzy. Sus proyecciones respectivas según z son `1

2
y ´1

2

y definen los estados ‘protón’ y ‘neutrón’, respectivamente. Entonces, podemos representar
los estados de isosṕın para el protón (p) y el neutrón (n) por los kets

|py “ |1
2

1
2
y , |ny “ |1

2
´ 1

2
y .

Si denotamos por t̂1 y t̂2 los isospines de dos constituyentes, entonces el isosṕın total del
sistema está dado por

T̂ “ t̂1 ` t̂2 .

En los tres ejemplos descritos anteriormente los sumandos conmutan entre śı pues actúan
sobre estados correspondientes a distintos espacios. Concretamente, rl̂, ŝs “ 0; rŝ1, ŝ2s “ 0 y
rt̂1, t̂2s “ 0. En estos tres casos nos enfrentamos con el problema de la adición de momentum
angular. Puesto que la caracteŕıstica común a todos estos ejemplos es el álgebra, estudiemos
el caso en que

Ĵ
def
“ Ĵ1 ` Ĵ2 ,

donde

Ĵ1 ˆ Ĵ1 “ iĴ1 ; Ĵ2 ˆ Ĵ2 “ iĴ2 ; r Ĵ1, Ĵ2 s “ 0 .

Con estas definiciones para Ĵ1 y Ĵ2 se infiere que Ĵ satisface el álgebra Ĵ ˆ Ĵ “ iĴ . En
efecto,

Ĵ ˆ Ĵ “ pĴ1 ` Ĵ2q ˆ pĴ1 ` Ĵ2q

“ Ĵ1 ˆ Ĵ1
loomoon

iĴ1

` Ĵ1 ˆ Ĵ2 ` Ĵ2 ˆ Ĵ1
loooooooooomoooooooooon

0

` Ĵ2 ˆ Ĵ2
loomoon

iĴ2

“ iĴ
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H F Arellano 165

Consideremos las bases en que Ĵ1,2 han sido diagonalizados por separado:

r Ĵ2
1 , Ĵ1z s “ 0 Ñ base t|j1m1yu ;

r Ĵ2
2 , Ĵ2z s “ 0 Ñ base t|j2m2yu .

Además, la conmutatividad entre las componentes de Ĵ1 con las de Ĵ2 permiten construir el
producto directo para las autofunciones comunes

|j1m1y
p1q
b |j2m2y

p2q def
“ |j1m1y

p1q
|j2m2y

p2q def
“ |j1j2 m1m2y , (6.97)

que definen un espacio de dimensión p2j1 ` 1q ˆ p2j2 ` 1q. Entonces,

Ĵ2
1 |j1j2 m1m2y “ j1pj1 ` 1q|j1j2 m1m2y ; (6.98a)

Ĵ2
2 |j1j2 m1m2y “ j2pj2 ` 1q|j1j2 m1m2y ; (6.98b)

Ĵ1z|j1j2 m1m2y “ m1|j1j2 m1m2y ; (6.98c)

Ĵ2z|j1j2 m1m2y “ m2|j1j2 m1m2y . (6.98d)

Abordamos ahora el mismo problema pero desde la perspectiva del momentum angular
total Ĵ . Para ello hay que identificar operadores herḿıticos compatibles que permitan diago-
nalizarse en una base común. En esta ĺınea se pueden demostrar las siguientes propiedades

r Ĵ2, Ĵz s “ 0 ; r Ĵ2, Ĵ2
1,2 s “ 0 ; r Ĵz, Ĵ

2
1,2 s “ 0 . (6.99)

Con ellas vemos que es posible diagonalizar simultáneamente los operadores Ĵ2, Ĵz, Ĵ
2
1 y

Ĵ2
2 , conducentes a cuatro números cuánticos, al igual que en el caso anterior. Rotulemos los

autovalores correspondientes por J , M , j1 y j2, con su autovector respectivo |JMpj1j2qy.
El hecho que Ĵ ˆ Ĵ “ iĴ garantiza

Ĵ2
|JMpj1j2qy “ JpJ ` 1q|JMpj1j2qy ; (6.100a)

Ĵz|JMpj1j2qy “ M |JMpj1j2qy . (6.100b)

Esta forma alternativa de diagonalizar se esquematiza en el siguiente diagrama, donde a cada
lado se listan los operadores compatibles con sus respectivos rótulos entre paréntisis

»

—

—

—

—

—

—

—

–

Ĵ2
1 p j1 q

Ĵ2
2 p j2 q

Ĵ1z pm1 q

Ĵ2z pm2 q

|j1j2 m1m2y

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

é

»

—

—

—

—

—

—

—

–

Ĵ2
1 p j1 q

Ĵ2
2 p j2 q

Ĵ2 p J q

Ĵz pM q

|JMpj1j2qy

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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166 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Las relaciones de ortogonalidad resultan evidentemente

xj1j2 m
1
1m

1
2|j1j2;m1m2y “ δm1m11

δm2m12
; (6.101)

xJ 1M 1
pj1j2q|JMpj1j2qy “ δJJ 1 δMM 1 . (6.102)

La completitud de los p2j1 ` 1q ˆ p2j2 ` 1q elementos |j1m1y b |j1m2y se expresa,

j1
ÿ

m1“´j1

j2
ÿ

m2“´j2

|j1j2 m1m2yxj1j2 m1m2| “ 1 . (6.103)

De forma análoga expresamos la completitud en la otra base,

ÿ

J

J
ÿ

M“´J

|JMpj1j2qyxJMpj1j2q| “ 1 , (6.104)

donde los ĺımites de la suma en J quedan por ser determinados.

En la figura de más abajo se ilustran dos esquemas de operadores que conmutan entre si,
los que son ubicados en cada esquina. A la izquierda figuran Ĵ2

1 , Ĵ
2
2 , Ĵ1z, Ĵ2z, que conlleva a

un sub-espacio vectorial de dimensión p2j1`1qp2j2`1q. A la derecha aparecen Ĵ2
1 , Ĵ

2
2 , Ĵ

2, Ĵz,
donde Ĵ “ Ĵ1 ` Ĵ2. La dimensión de este sub-espacio es la misma que la anterior (cambio
de base). Esta condición es determinante para identificar el rango de variación de J .

El problema que nos planteamos es expresar los autoesdados |JMpj1j2qy
def
“ |JMy co-

mo combinación lineal de los elementos |j1j2;m1m2y (y vice-versa). Más espećıficamente,
determinar los coeficientes de tal transformación. Consideremos entonces

|JMy “
ÿ

m1m2

|j1j2 m1m2yxj1j2 m1m2|JMy . (6.105)

A los coeficientes xj1j2 m1m2|JMy se les denominan coeficientes de Clebsh-Gordan y satis-
facen una serie de propiedades determinantes para la posibilidad o imposibilidad de procesos
f́ısicos. Por ahora ellos constituiran simplemente los coeficientes de un cambio de base. Para
la determinación de ellos observamos las siguientes propiedades.

� Propiedad 1: xj1j2 m1m2|JMy “ 0 cuando m1 `m2 ‰M

En efecto, consideremos la Ec. (6.105) para |JMy y apliquemos Ĵz “ Ĵ1z ` Ĵ2z a los
lados respectivos de la igualdad. Al lado izquierdo el autovalor es M , con lo cual

M |JMy “
ÿ

m1m2

pĴ1z ` Ĵ2zq|j1j2 m1m2yxj1j2 m1m2|JMy .
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H F Arellano 167

Luego de expandir completitud a la izquierda, y evaluar los autovalores de Ĵ1z y Ĵ2z se
obtiene

ÿ

m1m2

pM ´m1 ´m2q|j1j2 m1m2yxj1j2 m1m2|JMy “ 0 .

Esta combinación lineal nula de vectores linealmente independientes implica necesaria-
mente que los coeficientes de la expansión, pM ´ m1 ´ m2qxj1j2 m1m2|JMy, sean
nulos. Es evidente que si m1`m2 ‰M entonces xj1j2 m1m2|JMy “ 0. Por lo tanto,
la proyección z del momentum angular total es igual a la suma de las proyecciones.

� Propiedad 2: Jmax “ j1 ` j2

Recordemos que el momentum angular J corresponde a la máxima proyección de su
componente z. Aśı, Jmax “ Mmax. Por otra parte, como M “ m1 ` m2, entonces
Mmax “ j1 ` j2

� Propiedad 3: Jmin “ |j1 ´ j2|

La dimensión del espacio formado por el producto directo es p2j1 ` 1qp2j2 ` 1q y es
igual a la del espacio formado por los elementos t|JMyu, es decir

p2j1 ` 1qp2j2 ` 1q “
j1`j2
ÿ

J“Jmin

J
ÿ

M“´J

1 “
j1`j2
ÿ

J“Jmin

p2J ` 1q .

Desarrollando algebraicamente se obtiene J2
min “ pj1´ j2q

2, es decir, Jmin “ |j1´ j2|.

A modo de ilustración, consideremos un sistema formado por dos electrones, cada uno
de ellos tiene spin 1/2. El momentum angular total S del sistema vaŕıa entre |1

2
´ 1

2
| Ñ 1

2
` 1

2
,

vale decir S=0 y S=1. Otro caso es un electrón en movimiento orbital con momentum angular
L “ 2. Entonces, el momentum angular total J vaŕıa entre |2´ 1

2
| Ñ 2` 1

2
, vale decir J “ 3

2

y J “ 5
2
.

El cálculo sistemático de los coeficientes de Clebsh-Gordan es posible mediante la apli-
cación sucesiva de los operadores de subida y bajada Ĵ˘ “ Ĵ1˘ ` Ĵ2˘. Tales coeficientes
quedan determinados excepto por una fase, la que queda fijada si se adopta la convención
de que el elemento xj1j2 j1 pJ ´ j1q|JJy sea real y positivo. Con esta convención se puede
demostrar que los coeficientes de Clebsh-Gordan son reales, es decir,

xj1j2 m1m2|JMy “ xJM |j1j2 m1m2y .
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168 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Además, cuando m1 y m2 toman su máximo valor (j1 y j2, respectivamente), entonces
necesariamente M “ j1 ` j2. El único valor de J permitido es entonces j1 ` j2, en sólo la
configuración |j1 ` j2 j1 ` j2y. Estos corresponden al mismo estado, de modo que

|j1j1y
p1q
b |j2j2y

p2q
“ |j1j2 j1j2y “ |j1 ` j2 j1 ` j2y ,

se tiene

xj1j2 j1j2| j1 ` j2
loomoon

J

j1 ` j2
loomoon

M

y “ 1 .

Veamos como se plantea el problema en general y luego estudiaremos un ejemplo fácil-
mente manejable. Partamos considerando la identidad

|JMy “
ÿ

m1m2

|j1j2 m1m2yxj1j2 m1m2|JMy , (6.106)

y apliquemos a cada lado Ĵ˘ “ Ĵ1˘ ` Ĵ2˘, obteniendo
a

JpJ ` 1q ´MpM ˘ 1q |J M ˘ 1y “
ÿ

m11,m
1
2

a

j1pj1 ` 1q ´m1
1pm

1
1 ˘ 1q |j1j2 m

1
1 ˘ 1 m1

2y

`
ÿ

m1,m2

a

j2pj2 ` 1q ´m1
2pm

1
2 ˘ 1q |j1j2 m

1
1 m

1
2 ˘ 1y .

Proyectando xj1j2 m1m2| por la izquierda, usando ortogonalidad (m1
1 Ñ m1 ¯ 1 y m1

2 Ñ

m2 ¯ 1) y dividiendo por la raiz cuadrada de la izquierda se tiene se obtiene

xj1j2 m1m2|JM ˘ 1y “

d

j1pj1 ` 1q ´m1pm1 ¯ 1q

JpJ ` 1q ´MpM ˘ 1q
xj1j2 m1 ¯ 1 m2|JMy

`

d

j2pj2 ` 1q ´m2pm2 ¯ 1q

JpJ ` 1q ´MpM ˘ 1q
xj1j2 m1 m2 ¯ 1|JMy .

Este tipo de operaciones conducen, eventualmente, a los coeficientes de de Clebsh-Gordan
dados por expresiones cerradas simples obtenidas originalmente por Racah. De acuerdo al
texto Angular Momentum de Brink & Satchler (Oxford Science Publications) ellos están
dados por

xabαβ|cγy “ δpα ` β, γq∆pabcq r p2c` 1qpa` αq!pa´ αq!pb` βq!pb´ βq!pc` γq!pc´ γq! s1{2 ˆ
ÿ

ν

p´q
ν
r pa´ α ´ νq!pc´ b` α ` νq!pb` β ´ νq!pc´ a´ β ` νq! ν! pa` b´ c´ νq! s´1 ,

donde

∆pabcq “

„

pa` b´ 1q!pa´ b` cq!pb` c´ aq!q

pa` b` c` 1q!

1{2

.
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H F Arellano 169

Los valores de ν son todos aquellos para los cuales los factoriales son no negativos.

En el caso de un sistema formado por dos part́ıculas de spin 1
2
, cada una de ellas rotu-

ladas por 1 y 2, analicemos aquella parte de la función de onda que involucra sólo al spin.
Consideramos,

ŝ1|
1
2
µyp1q “ 1

2
p1

2
` 1q|1

2
µyp1q,

ŝ2|
1
2
µyp2q “ 1

2
p1

2
` 1q|1

2
µyp2q.

Los valores posibles de µ son ˘1
2
. Construimos autoestados del spin total, Ŝ “ ŝ1 ` ŝ2. De

acuerdo a las reglas de suma del momentum angular, S está acotado por |1
2
´ 1

2
ď S ď 1

2
` 1

2
.

Por lo tanto, S “ 0, 1, son las dos únicas posibilidades. Para S “ 1 planteamos la equivalencia
entre los estados de máxima proyección según z, vale decir

|11 p1
2

1
2
qy “ |s1s2 µ1µ2y “ |

1
2

1
2

1
2

1
2
y

M

Ŝ´ “ ŝ1´ ` ŝ2´

a

1p1` 1q ´ 1p1´ 1q|10y “

b

1
2
p1

2
` 1q ´ 1

2
p1

2
´ 1q|1

2
1
2
´ 1

2
1
2
y `

b

1
2
p1

2
` 1q ´ 1

2
p1

2
´ 1q|1

2
1
2

1
2
´ 1

2
y ñ

?
2|10y “ |1

2
1
2
´ 1

2
1
2
y ` |1

2
1
2
´ 1

2
1
2
y

Este resultado lo podemos escribir en forma más compacta de la siguiente forma

|10y “
1
?

2
| ÓÒ y `

1
?

2
| ÒÓ y . (6.107)

Al aplicar nuevamente S´ se obtiene

|1´ 1y “ | ÓÓy .

Aśı, los estados S “ 1 correspondientes a un multiplete de 2S ` 1 “ 3 términos:

|1 1y “ | ÒÒ y

|1 0y “
1
?

2
| ÒÓ y `

1
?

2
| ÓÒ y

|1´ 1y “ | ÓÓ y

(6.108)

Para encontrar |00y podemos proceder en forma bastante simple. Expandimos

|10y “ α| ÒÓ y ` β| ÓÒ y ,

imponemos ortogonalidad, x10|00y “ 0, y normalización, x00|00y “ 1. Además, exigimos α
real y positivo. Con ello,

|0 0y “
1
?

2
| ÒÓ y ´

1
?

2
| ÓÒ y .
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170 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Notar que los estados S “ 1 son simétricos bajo el intercambio de los rótulos de las
part́ıculas, 1 é 2. Para el caso S “ 0, en cambio, el estado |00y resulta antisimétrico bajo
la misma permutación. Entonces, si PS representa el operador de intercambio,

PS|s1µ1yp1q|s2µ2yp2q “ |s1µ1yp2q|s2µ2yp1q

entonces

PS|S νy “ p´qS`1
|S νy . (6.109)

Ejercicio 6.21 Considere los estados de isosṕın total |00y y |1Tzy (en notación |TTzy)
correspondientes a un sistema de dos nucleons. El operador PT representa el intercambio
(rótulos) 1 � 2 sobre el estado de dos nucleones. Represente los estados |TTxy en la base
|1
2
µ1y b |

1
2
µ2y y demuestre

PT |T Tzy “ p´1qT`1
|T Tzy .

Ejercicio 6.22 Los protones y neutrones constituyen los dos autoestados de un nucleón,
cuyo isosṕın es 1

2
. Para un sistema formado por dos nucleones, rotulados por ‘1’ y ‘2’, el

isosṕın total está dado por T “ t̂1 ` t̂2.
a) Represente los estados |ppy, |pny, |npy y |nny en la base t|TTzyu.
b) Determine α y β en la identidad T̂ 2 “ α ` βτ1 ¨ τ2, donde t̂1 “

1
2
τ1 y t̂2 “

1
2
τ2.

c) Calcule xpp|V̂ |ppy y xpn|V̂ |npy para la interacción

V̂ “ ´V0
1
2
p1` 4t1 ¨ t2q

Ejercicio 6.23 Considere la función de onda dada por

ψMJLSprq “
S
ÿ

µ“´S

L
ÿ

m“´L

|SµyY m
L pr̂qxLSmµ|JMyuJLSprq ,

donde |Sµyb|Lmy ” |LSmµy es autoestado de (Ŝ2, Ŝz) y (L̂2, L̂z). Demuestre que ψMJLSprq
es autofunción de (Ĵ2, Ĵz), con Ĵ “ L̂ ` Ŝ. Aqúı se subentiende que xr̂|LS;mµy “
|SµyY m

L pr̂q.
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H F Arellano 171

6.7. Interpretación geométrica del momentum angular

El momentum angular de un sistema está ı́ntimamente ligado a las propiedades de simet́ıa
del sistema bajo rotaciones. Para analizar este aspecto analizaremos el cambio sufrido por un
campo escalar cuando se aplica una rotación. Es pertinente hacer una distinción entre dos
tipos de rotaciones.

Las rotaciones pasivas son aquellas son aquellas en las cuales el punto en el espacio se
mantiene invariable y la rotación la experimenta el sistema de ejes coordenados.

Las rotaciones activas conllevan una rotación de la coordenada que especifica a un punto.

Ambas rotaciones están esquematizadas en la Fig. (6.6). En ellas los puntos de un cuerpo
Φ son rotados.

δθ

Pasiva Activa

y
y’

y

xx

x’

ΦΦ

Φ’

δθ

Figura 6.6: Rotación pasiva y activa.

Consideremos un campo escalar Φprq “ Φpx, y, zq y examinemos su comportamiento
cuando los ejes coordenados experimentan una rotación en un ángulo infinitesimal ε en torno
al eje z:

x Ñ x1 “ x´ εy

y Ñ y1 “ y ` εx

z Ñ z1 “ z (6.110)

Entonces,

Φpx1, y1, z1q “ Φpx´ εy, y ` εx, zq

“ Φpx, y, zq ´ pBxΦq εx` pByΦq εy `Opε2q
“ Φpx, y, zq ` ε pxBy ´ yBxq

looooomooooon

iL̂z

Φ`Opε2q .
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172 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Claramente,

Φpx1, y1, z1q “ p1` iL̂z εqΦpx, y, zq `Opε2q , (6.111)

Al componer N veces esta transformación infinitesimal, haciendo ε “ φ{N , con N un entero
y φ finito, se obtiene

Φpx1, y1, z1q “ eiφL̂z Φpx, y, zq . (6.112)

Esta operación se puede extender a una rotación en un ángulo ε en torno a un eje n̂
en el espacio. Aśı, con esta construcción la rotación queda especificada por tres parámetros:
dos para fijar n̂ y uno para la magnitud de la rotación. La rotación de los ejes coordenados
quedan dados por la relación vectorial

r1 “ r ` δr “ r ` εpn̂ˆ rq . (6.113)

Por lo tanto,

Φpr1q “ Φpr ` δrq “ Φprq ` δr ¨∇Φ . (6.114)

Al usar δr “ εpn̂ˆ rq, usar p̂ “ ´i~∇, y adecuar contracciones de ı́ndices se obtiene

Φpr1q “ p1` iε n̂ ¨ L̂{~qΦprq , (6.115)

con lo cual una rotación finita en un ángulo φ queda expresada por

Φpr1q “ eiφ n̂¨L̂{~Φprq . (6.116)

La interpretación geométrica del momentum angular resulta evidente: es el generador de
rotaciones. La discusión reciente se ha restringido a campos escalares. En el caso de campos
espinoriales se requiere de un análisis más general, lo que no es prioritario a este nivel
introductorio.

Es frecuente el uso de la siguiente notación para representar el operador de rotación en
torno a un eje definido por el vector unitario n̂

Dpn̂, φq ” exp

˜

´iφ
n̂ ¨ L̂

~

¸

.

Una observación importante antes de terminar esta sección. A diferencia de lo que ocurre
con los generadores de translaciones y boosts, las componentes de L̂ no commutan entre śı.
Por lo tanto,

eiαL̂x eiβL̂y eiγL̂z ‰ eiε¨L̂ , (6.117)
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H F Arellano 173

donde se ha denotado ε “ pα, β, γq.

Ejercicio 6.24 Dos part́ıculas de spin 1/2 interactúan mediante el potencial

V prq “ V0prq ` Vσprqσ
p1q
¨ σp2q

Encuentre las ecuaciones de onda para aquellos estados de spin total 0 y 1.

Ejercicio 6.25 El momento cuadrupolar eléctrico se acopla al gradiente de un campo
eléctrico, o equivalentemente, a las segundas derivadas del potencial escalar φ. Mediante una
elección apropiada de ejes este acoplamiento puede ser representado por el hamiltoniano

Hq “ C

"ˆ

B2φ

Bx2

˙

J2
x `

ˆ

B2φ

By2

˙

J2
y `

ˆ

B2φ

Bz2

˙

J2
z

*

,

donde φ satisface la ecuación de Laplace (∇2φ “ 0) y las segundas derivadas se evalúan
en las coordenadas de la part́ıcula. Además, J representa el momentum angular total de la
part́ıcula.
a) Demuestre que Hq puede ser escrito en la forma Hq “ Ap3J2

z ´ J ¨ Jq `BpJ
2
` ` J

2
´q, y

represente A y B en función de C y derivadas de φ.
b) Para una part́ıcula de momentum angular total J=1, evalúe los elementos de matriz
x1m|Hq|1m

1y y encuentre las autoenerǵıas de Hq.

Ejercicio 6.26 Sea Ŝ el spin total de un sistema de dos nucleones y r̂ el operador posición
asociado a la coordenada relativa.
a) Demuestre que Q̂ ” pŜ ¨ r̂q2{r2, es una proyección.
b) Demuestre que el operador (tensorial) definido por Ŝ12 ” 2p3Q̂´Ŝ2q, satisface la identidad
Ŝ2

12 “ 4Ŝ2 ´ 2 Ŝ12. y obtenga sus autovalores para los estados triplete de spin (S “ 1).

6.8. Métodos variacionales

En la práctica son muy pocos los sistemas que permiten soluciones anaĺıticas para el
estado fundamental. Tal escenario ha llevado al desarrollo de métodos de aproximación para
la determinación de la enerǵıa del estado base. En algunos casos, aun con el uso de compu-
tadores poderosos el cálculo constituye un verdadero desaf́ıo. Una técnica muy poderosa para
la obtención del estado fundamental se basa en el siguiente teorema.
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174 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Sea Ĥ|ny “ En|ny, entonces E0 ď
xφ|Ĥ|φy

xφ|φy
.

En efecto, sea |φy una función de prueba para el estado fundamental de Ĥ. Entonces,

|φy “
ÿ

n

|ny xn|φy
loomoon

cn

.

Por lo tanto,

xφ|Ĥ|φy “
ÿ

n

En |cn|
2 .

Además, puesto que E0 ď E1 ď E2 ď ¨ ¨ ¨ , entonces

xφ|Ĥ|φy ě
ÿ

n

E0 |cn|
2
“ E0

ÿ

n

|cn|
2
“ E0xφ|φy ,

con lo cual

E0 ď
xφ|Ĥ|φy

xφ|φy
. (6.118)

La gracia de esta desigualdad es que, cual sea la función de prueba φ, el cuociente
xφ|Ĥ|φy{xφ|φy nunca será menor que la enerǵıa base. Una forma de comenzar es intentando
diversos φ y escoger el que aporta el cuociente más bajo. En la práctica, existen técnicas
sistemáticas para obtener resultados confiables. Ilustremos con un ejemplo.

6.8.1. Oscilador armónico 3D

Si bién este sistema cuenta con una solución exacta, resulta útil ilustrar como el uso de
una función de prueba bastante rudimentaria permite una buena aproximación a la enerǵıa
del estado fundamental.

Tenemos

Ĥ “
1

2m
p̂2
`

1

2
mω2r̂2 ,
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H F Arellano 175

Sea la función de prueba xr|φy “ e´αr. Para las integrales que siguen nos valdremos del
resultado

ż 8

0

dx xn e´x “ n! .

Entonces

xφ|φy “ 4π

ż 8

0

r2dr e´2αr
“

π

α3
. (6.119)

Además, se pueden verificar

xφ|K̂|φy “ 4π

ż 8

0

r2dre´αr
ˆ

´~2

2m

1

r

d2

dr2
r

˙

e´αr “
π

2mα
, (6.120)

xφ|V̂ |φy “ 4π

ż 8

0

r2dre´αr
ˆ

1

2
mω2r2

˙

e´αr “
3π mω2

2α5
, (6.121)

con lo cual obtenemos

x Ĥ yα ”
xφ|Ĥ|φy

xφ|φy
“

α2

2m
`

3mω2

2α2
. (6.122)

Para encontrar el ḿınimo imponemos

Bx Ĥ yα
Bα

“ 0 ,

de donde obtenemos

α2
“
?

3 mω .

Se puede verificar, evaluando la curvatura de x Ĥ yα, que efectivamente se trata de un ḿııni-
mo. Con ésto,

x Ĥ yα “
?

3 ω .

El valor exacto es 1, 5 ~ω, habiendo obtenido 1, 73 ~ω. El error es del orden de un 15 %,
bastante bajo considerando la crudeza de φ.

6.8.2. Atomo de helio

El átomo de helio (He-4) está compuesto por un núcleo atómico con dos protones (de
carga neta `2e) y dos neutrones. Además, dos electrones se ligan a este núcleo formando
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176 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

un estado ligado eléctricamente neutro. Sin considerar los grados de libertad de spin, este
sistema puede ser descrito mediante el hamiltoniano

H “

"

p2
1

2m
´

2e2

r1

*

`

"

p2
2

2m
´

2e2

r2

*

`
e2

r12

.

Los rótulos 1,2 denotan cada uno de los dos electrones, con r12 la distancia entre ellos. Los
dos primeros términos dan cuenta de la enerǵıa de cada electrón en presencia de la fuerza
atractiva debido al núcleo atómico, de carga 2e. El tercer término da cuenta de la repulsión
electrostática entre ambos electrones, los que están separados en r12.

Haremos uso del método variacional para obtener una cota del ḿınimo de enerǵıa. Con-
sideremos la siguiente función de prueba para los dos electrones:

xr1r2|ψy “ expp´αr1q expp´αr2q .

Para la evaluación de xΨ|Ψy procedemos al igual que en la sección interior, con la sóla
diferencia que la integración se lleva a cabo en las dos coordenadas. Aśı entonces

xψ|ψy “ p4πq2
ż 8

0

r2
1dr1 e

´2αr1

ż 8

0

r2
2dr2 e

´2αr2 “
π2

α6
. (6.123)

El factor p4πq2 proviene de la integración en los ángulos sólidos dΩ1dΩ2. Para la enerǵıa
cinética de uno de los electrones se tiene

xψ|K̂1|ψy “ p4πq
2

ż 8

0

r2
2dr2e

´2αr2

ż 8

0

r2
1dr1e

´αr1

ˆ

´~2

2m

1

r1

d2

dr2
1

r1

˙

e´αr1 “
π2

2mα4
.

(6.124)

Para la enerǵıa potencial del mismo electrón

xψ|V̂1|ψy “ p4πq
2

ż 8

0

r2
2dr2e

´2αr2

ż 8

0

r2
1dr1e

´αr1

ˆ

´2e2

r1

˙

e´αr1 “ ´
2e2π2

α5
. (6.125)

Idénticos resultados se obtienen al evaluar xψ|K2|ψy y xψ|V2|ψy.

En la evaluación de xψ|e2{r12|ψy la integración en las variables angulares requiere aten-
ción adicional. Escribamos

xψ|
e2

r12

|ψy “

ż

d3r2 d
3r1 e

´αr2´αr1
e2

|r1 ´ r2|
e´αr1´αr2

Introduciendo los cambios de variables x1 “ 2αr1, x2 “ 2αr2, y reordenando términos
obtenemos

xψ|
e2

r12

|ψy “
e2

p2αq5

ż

d3x2e
´x2

ż

d3x1
e´x1

|x1 ´ x2|
. (6.126)
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H F Arellano 177

Para esta expresión hagamos uso de la identidad

1

|x1 ´ x2|
“

1

xą

ÿ

L

ˆ

xă
xą

˙L

PLpcos θq ,

donde x̂1 ¨ x̂2 “ cos θ, xă “ mı́ntx1, x2u, y xą “ máxtx1, x2u.

Prestemos atención a la integral en d3x1 “ x2
1 dx1 sin θ dθ dϕ. Entonces

ż

d3x1e
´x1

|x1 ´ x2|
“

ż 8

0

x2
1dx1

1

xą
e´x1

ż 2π

0

dϕ

ż π

0

dθ sin θ
ÿ

L

ˆ

xă
xą

˙L

PLpcos θq .

Al integrar en ϕ surge un factor 2π, y para integrar en θ usamos la propiedad

ż π

0

sin θ PLpcos θq dθ “

ż 1

´1

Plpuq du “ 2 δL0 ,

con δL0 la delta de Kronecker. Este resultado reduce la sumatoria a L “ 0, por lo que
ż

d3x1e
´x1

|x1 ´ x2|
“ 4π

ż 8

0

r2
1dr1

e´x1

xą
.

La integral en x1 la separamos en los intervalos p0, x2q y px2,8q. En el primero de ellos
xą “ x2, mientras que en el segundo xą “ x1. Por lo tanto

ż

d3x1e
´x1

|x1 ´ x2|
“ 4π

„

1

x2

ż x2

0

r2
1 e
´x1dx1 `

ż 8

x2

x1 dx1 e
´x1



“
4π

x2

“

2´ p2` x2qe
´x2

‰

.

Sustituyendo este resultado en la Ec. (6.126) e integrando en d3x2 obtenemos

xψ|
e2

r12

|ψy “
5π2

8α5
.

Este resultado, combinado con el obtenido para xK1,2 yψ y xV1,2 yψ, conduce a

x Ĥ yψ “
xψ|Ĥ|ψy

xψ|ψy
“
α2

m
´

27 e2α

8
,

Al exigir Bx Ĥ yψ{Bα “ 0, obtenemos α “ 27me2{16, lo cual conduce a

x Ĥ ymin “ ´

ˆ

27

16

˙2

me4
“

1

2

ˆ

3

2

˙6

EH ,

con EH la enerǵıa de ligazón del átomo de hidrógeno. El resultado numérico que obtenemos
para la enerǵıa del átomo de helio es ´77,5 MeV, en tanto que el valor experimental es
ligeramente mayor, ´78,97 MeV. La diferencia porcentual es menor que 2 %.
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178 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

Ejercicio 6.27 Utilice el método variacional para obtener una cota de la enerǵıa del estado
fundamental para una part́ıcula de masa m, contenida por el potencial lineal 3D esférico
Uprq “ λr.

Ejercicio 6.28 Una part́ıcula de masa M está ligada por un potencial esférico dado por

V prq “ ´A
sinpπr{Rq

r2
ΘpR ´ rq ,

con 4MA{~2 “ 1000, y Θpxq la función escalón de Heaviside. Haciendo uso del método
variacional con la función de prueba e´βr obtenga una buena cota de la enerǵıa del estado
fundamental.

6.9. El principio de exclusión de Pauli

Ante sistemas constituidos por dos o más part́ıculas de igual naturaleza (idénticas) la
mecánica cuántica impone restricciones cuyas implicaciones son profundas. Part́ıculas de igual
naturaleza son indistinguibles, como lo seŕıan los electrones, protones, neutrones, etc. No hay
forma f́ısica que permita distinguir uno de otro. Por ejemplo, si se tienen N electrones en un
sistema sólo podemos hacer referencia a un electrón, en vez del i´ésimo electrón.

Comencemos analizando un sistema formado por dos part́ıculas indistinguibles. El hamil-
toniano en tal caso pudiera estar dado por

Ĥp1, 2q “
p̂2

1

2m
`
p̂2

2

2m
` V pr̂1, r̂2q ,

con V pr̂1, r̂2q “ V pr̂2, r̂1q. Por lo tanto podemos escribir

Ĥp1, 2q “ Ĥp2, 1q ,

donde ‘1’ y ‘2’ resumen todos los rótulos que identifican la part́ıcula ‘1’ y ‘2’, respectivamente,
incluidos spin e isosṕın si fuesen necesarios. Las función de onda solución de la ecuación de
Schrödinger para este sistema de dos cuerpos la representamos por ψEp1, 2q, vale decir

Ĥp1, 2q ψEp1, 2q “ EψEp1, 2q .

Puesto que el orden de la rotulación p1, 2q es muda, podemos intercambiar su orden:

Ĥp2, 1q ψEp2, 1q “ EψEp2, 1q .
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H F Arellano 179

Haciendo uso de la simetŕıa del hamiltoniano se obtiene,

Ĥp1, 2q ψEp2, 1q “ EψEp2, 1q .

Definamos el operador de intercambio como aquel que al actuar sobre el estado Ψ
intercambia los rótulos de las part́ıculas 1 é 2. Si denominamos P̂12 a este operador,
entonces

P̂12ψEp1, 2q “ ψEp2, 1q .

Sustituyendo en esta última ecuación,

Ĥp1, 2qP̂12ψEp1, 2q “ EψEp2, 1q

“ E P̂12ψEp1, 2q

“ P12 EψEp1, 2q

“ P12 Ĥp1, 2qψEp1, 2q (6.127)

Por lo tanto,

Ĥp1, 2qP̂12 ψEp1, 2q “ P12Ĥp1, 2q ψEp1, 2q .

Puesto que ésta es valida para autoestados arbitrarios, entonces
”

Ĥp1, 2q, P̂12

ı

“ 0 .

Esto implica que P̂12 es una constante de movimiento y compatible con el hamiltoniano.
Además, puesto que la acción de dos intercambios consecutivos conlleva la identidad,

pP̂12q
2
“ 1 ,

entonces los autovalores de P̂12 son ˘1. Claramente, las autofunciones son las siguientes
construcciones simétricas y antisimétricas:

ΨpAq
p1, 2q “

1

NS

rψp1, 2q ´ ψp2, 1qs .

ΨpSq
p1, 2q “

1

NA

rψp1, 2q ` ψp2, 1qs . (6.128)

La extensión de este resultado a sistemas de tres part́ıculas resulta evidente:

ΨSp1, 2, 3q “
1

NS

rψp1, 2, 3q ` ψp2, 3, 1q ` ψp3, 1, 2q

`ψp3, 2, 1q ` ψp2, 1, 3q ` ψp1, 3, 2qs ; (6.129a)

ΨAp1, 2, 3q “
1

NS

rψp1, 2, 3q ` ψp2, 3, 1q ` ψp3, 1, 2q

´ψp3, 2, 1q ´ ψp2, 1, 3q ´ ψp1, 3, 2qs . (6.129b)
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180 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

El Principio de Pauli es una ley fundamental de la naturaleza y donde se postula que

a) Los sistemas formados por part́ıculas idénticas de spin semientero son descritos por fun-
ciones de onda antisimétricas. A tales part́ıculas se les denomina fermiones y obedecen
la estad́ıstica de Fermi-Dirac.

b) Los sistemas formados por part́ıculas idénticas de spin entero son descritos por fun-
ciones de onda simétricas. A tales part́ıculas se les denomina bosones y obedecen la
estad́ıstica de Bose-Einstein.

Consideremos el caso de N fermiones sometidos a un potencial externo. Los fermiones
no interactuan entre śı. Entonces,

Ĥ “

N
ÿ

i“1

Ĥi ,

donde

Ĥi “
p̂2
i

2m
` V pr̂iq .

Los autoestados de Ĥi los denotamos por φαpxiq, donde xi “ pri, σiq. Una solución de

ĤΨEp1, 2, . . . , Nq “ E ΨEp1, 2, . . . , Nq ,

es

ΨEp1, 2, . . . , Nq “ φαp1q φβp2q ¨ ¨ ¨φνpNq ,

donde

E “ Eα ` Eβ ` ¨ ¨ ¨ ` Eν .

La antisimetrización de la función de onda de las N part́ıculas está garantizada por el deter-
minante

ΨEp1, 2, . . . , Nq “
1
?
N !

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φαp1q φαp2q ¨ ¨ ¨ φαpNq
φβp1q φβp2q ¨ ¨ ¨ φβpNq

...
φνp1q φνp2q ¨ ¨ ¨ φνpNq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (6.130)

Lo interesante de este resultado es que dos part́ıculas –por ejemplo 1 y 2– no pueden ocupar
los mismos números cuánticos implicitos en α. De otro modo la función de onda se anula
dado que el determinante resulta nulo.
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H F Arellano 181

A fin de ilustrar con un ejemplo sencillo, examinemos el caso de dos estados, |αy y |βy,
los que son ocupados por dos electrones. Los estados no necesariamente corresponden a un
potencial particular. Bien podemos pensar en un oscilador en la Tierra y otro en la Luna.
Si denotamos por r la coordenada de un electrón, entonces la función de onda viene dada
por φαprq. Supondremos que estas funciones están normalizadas. Entonces, al describir dos
electrones la función de onda antisimetrizada viene dada por

Ψp1, 2q “ N rφαpr1qφβpr2q ´ φαpr2qφβpr1qs . (6.131)

La constante N se introduce para normalizar. Imponiendo

ż

dr1dr2|Ψp1, 2q|
2
“ 1 ,

obtenemos

1

|N |2
“ 2´ 2|xα|βy|2 .

La función de onda Ψp1, 2q describe dos electrones. Puesto que son indistinguibles, no
hay forma de saber cuál de ellos está en un estado o en otro. Nos podemos preguntar entonces
por la probabilidad de encontrar un electrón en la coordenada r. Para ello integramos

ş

|Ψ|2

sobre todas las coordenadas excepto una, que escogeremos (arbitrariamente) aquella rotulada
por ‘2’. Si denotamos por %pr1q la densidad de probabilidad de encontrar un electrón en r1,
entonces

%pr1q “

ż

dr2|Ψp1, 2q|
2
“

1

|N |2
“

|φαpr1q|
2
` |φβpr1q|

2
´ 2Re tφ˚αpr1qφβpr1qxβ|αyu

‰

Si las funciones de onda |αy y |βy representan estados localizados a distancias muy grandes,
como pudiera ser un oscilador armónico en la Tierra y el otro en la Luna, entonces los
términos de interferencia („ φ˚αφβ) se cancelan aśı como también el traslape xα|βy (ver Fig.
6.7). En tal caso,

α β
L>>d

d d

Figura 6.7: Dos estados localizados con traslape ı́nfimo.

%prq « 1
2
r|φαprq|

2 ` |φβprq|
2s

Universidad de Chile fcfm



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5

182 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

En las vecindades de la Tierra |φβprq|
2 « 0, de modo que

%prq « 1
2
|φαprq|

2

Puesto que |φαprq|
2 es no nula en un pequeño entorno de un laboratorio en la Tierra, al

integrar sobre ese dominio la probabilidad de encontrar uno de los dos electrones es 1
2
. Como

se aprecia, el hecho que que el traslape sea ı́nfimo garantiza que no haya interferencia entre
electrones en la Luna y los que están en el laboratorio. El efecto se torna importante en la
medida que xα|βy sea no despreciable.

Como vemos, a pesar de que los electrones en la Luna y en la Tierra están antisimetri-
zados, el traslape prácticamente nulo entre sus funciones de onda permite que el efecto de
la antisimetrización sea irrelevante.

Se deja propuesto analizar el problema de tres electrones: dos de ellos bajo un mismo
potencial (oscilador en la Tierra) y un tercero en la Luna. Uno debiera llegar a una función
de onda antisimetrizada para los dos electrones en el laboratorio, sin que el que esté en la
Luna los afecte. Es instructivo constatar tal resultado, que con el análisis precedente resulta
directo.

Ejercicio 6.29 Considere un sistema unidimensional formado por dos fermiones quasi-libres
en estados de momentum ka y kb, respectivamente. Sus funciones de onda están dadas por

xx|ay “ φapxq “ Na e
´ika x , xx|by “ φbpxq “ Nb e

´ikb x .

Construya (sin normalizar) la función de ondas del par de fermiones, dándole la forma

Ψpx1, x2q “ NaNbφapx1qφbpx2q F px2 ´ x1q.

Grafique |F px2 ´ x1q|
2, prestando atención a su comportamiento como función de kb ´ ka.

En particular, identifique aquellas situaciones para las que |F |2 es pequeña y máxima.

Ejercicio 6.30 El hamiltoniano para dos neutrones, ‘1’ y ‘2’, sometidos a un potencial
externo esféricamente simétrico está dado por

H “
p̂2

1

2M
`

1

2
Mω2r̂2

1 `
p̂2

2

2M
`

1

2
Mω2r̂2

2 .

Considerando los estados de spin total S “ 0 y S “ 1, construya la(s) función(es) de onda
del estado fundamental de este sistema consistente con el principio de exclusión de Pauli.
Suponga conocidas las autofunciones del oscilador armónico de una part́ıcula en el estado
fundamental, tφ0prqu.
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H F Arellano 183

6.10. Modelo de gas de Fermi

Consideremos un cubo de volumen V “ L3, cuyas paredes definen una barrera de poten-
cial infinita. Para fijar ideas, supongamos que tres de las caras del cubo yacen en los planos
x “ 0, y “ 0, y z “ 0. Si el potencial es nulo al interior del cubo entonces las funciones de
onda soluciones de la ecuación de Schrödinger, consistentes con las condiciones de borde en
la frontera del cubo, se pueden escribir

Ψnx ny nzpx, y, zq “ A sinpkxxq sinpkyyq sinpkzzq .

Aqúı kx, ky y kz son tales que la función de onda se anule en las paredes, por lo que

kx “
nxπ

L
, ky “

nyπ

L
, kz “

nzπ

L
, (6.132)

con los coeficientes nx, ny y nz enteros positivos no nulos. La enerǵıa de cada estado queda
expresada por

Enx ny nz “
~2

2m

´π

L

¯

`

n2
x ` n

2
y ` n

2
z

˘

.

Como se observa, este espectro de niveles exhibe degeneración, lo que significa que para una
misma enerǵıa se dan dos o más configuraciones que la comparten. Por ejemplo,

E123 “ E231 “ E312 “ E213 “ E132 “ E321 ,

por lo que la enerǵıa E “ 14E0, tiene degeneración 6. Aqúı hemos denotado E0 “

~2π2{2mL2.

Dado el espectro anterior, nos preguntamos por el número de part́ıculas (fermiones) se
pueden poner al interior del cubo respetando las siguientes reglas:

a) Cada nivel puede ser ocupado por sólo una part́ıcula;

b) Los niveles se ocupan de menor a mayor enerǵıa, hasta una enerǵıa máxima εF , la
enerǵıa de Fermi.

Supondremos (para comenzar) que las part́ıculas no interactúan entre śı. En tal sentido
el sistema consiste en un gas ideal de fermiones, lo que se entiende por gas de Fermi no
interactuante.

La exigencia de ocupar sólo un estado por part́ıcula es consecuencia del principio de
exclusión de Pauli. La antisimetrización de la función de onda impide que dos o más part́ıculas
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184 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

compartan un mismo estado. Esto se constata de forma inmediata al considerar la función
de onda antisimetrizada para un sistema formado por dos fermiones, ambos ocupando un
mismo estado α y cuya autofunción es φα. Aśı, la función antisimetrizada queda expresada
Ψpx1, x2q “ φαpx1qφαpx2q´φαpx2qφαpx1q “ 0 . Entonces, la función de onda antisimetrizada
para dos fermiones ocupando un mismo estado resulta de norma nula, lo que es inaceptable.

La determinación del número de estados con Enx ny nz ď εF equivale a encontrar del
número de vértices de celdas unidarias al interior de una esfera de radio NF , donde

εF “
~2

2m

´π

L

¯2

N2
F .

En tal caso se debe cumplir n2
x ` n2

y ` n2
z ď N2

F . Si el número de celdas es suficientemente
grande, entonces el número N de estados que cumple esta condición es

N “
1

8
ˆ

ˆ

4

3
πN3

F

˙

“
1

6
πN3

F .

Definimos a este punto el momentum de Fermi, kF , dado por

εF “
~k2

F

2m
.

Combinando estas tres ecuaciones obtenemos la siguiente relación entre la densidad de
part́ıculas, ρ “ N{L3, y el momentum de Fermi: ρ “ k3

F {6π
2. Aún no hemos dado cuenta

de la degeneración ˆ2 que permite el grado de libertad de spin en la ocupación de cada
estado. Eso lo haremos en seguida. Por ahora observemos una forma alternativa de obtener
el número de estados N hasta un momentum de Fermi kF .

De las relaciones para los momenta de ocupación, kx, ky, kz, en la Ec. (6.132) notamos
que

d3k “
´π

L

¯3

d3n .

Por lo tanto,

1

V
d3n “

d3k

π3
.

Finalmente, puesto que al contar estados ocupados sólo debemos considerar valores positivos
de nx,y,z, lo que restringe a los valores positivos kxyz, corregimos por 1{8 (un octante de
esfera) la integración volumétrica en d3k. Esta consideración implica

N

V
“

ż

d3k

p2πq3
ΘpkF ´ kq “

k3
F

6π2
.
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H F Arellano 185

Este resultado replica lo obtenido anteriormente para ρ, omitiendo degeneración por spin.

Al considerar part́ıculas de spin s “ 1{2, el número de part́ıculas por nivel debe dar
cuenta de la degeneración p2s` 1q, por lo que se duplica. Con ello la densidad de part́ıculas
al llenar los niveles hasta kF resulta

ρ “
k3
F

3π2
. (6.133)

En base a estos resultados podemos hacer algunas estimaciones para caracterizar sis-
temas de muchos fermiones. Tomemos el caso de un metal, donde los más sencillos están
compuestos por átomos de un mismo tipo muy próximos entre śı. Una caracteŕıstica de los
metales es que los electrones de valencia de los átomos que los componen pierden pertenencia
a algún átomo en particular. Esto permite a tales electrones desplazarse a través del sólido
sin mayor impedimento, en forma análoga a como lo haŕıan moléculas de aire contenidas en
un recipiente cerrado. A estos electrones se les denomina electrones de conducción, siendo
responsables en gran medida de la conductividad eléctrica y térmica de los metales. Una
descripción detallada de este sistema es bastante complejo y puede requerir de técnicas for-
males bastante sofisticadas. Sin embargo, en una primera aproximación podemos visualizar
el sistema concibiendolo como un gas de Fermi, lo que permite dimensionar algunas de sus
propiedades.

Densidades de electrones de conducción t́ıpicas en un metal son del orden de 1028 m´3.
Este valor para N{V equivale a diez electrones en un volumen de 1 nm3. Haciendo uso de
la Ec. (6.133) inferimos que kF “ 6,7 nm´1. Si consideramos el sistema como un gas no
interactuante, la enerǵıa de los electrones queda dada por

εpkq “
~2k2

2m
.

Con ello, la enerǵıa de Fermi εF “ εpkF q « 1,7 eV.

Otro sistema que también se comporta como un gas (interactuante) de Fermi es una
estrella de neutrones. Las estrellas de neutrones son objetos estelares extremadamente com-
pactos, cuyos radios están entre 10 y 12 km, con masas cercanas a dos masas solares. Su
constitución es principalmente de neutrones, aunque también cuenta con protones, electro-
nes, muones, y muchas otras part́ıculas que condicionan su equilibrio. La masa del Sol es
1,9 ˆ 1030 kg, mientras que la masa de un neutrón es 1,7 ˆ 10´27 kg. Esta información
nos permite estimar el número de neutrones en una estrella de dos masas solares, como una
estrella de neutrones, resultando 2,2 ˆ 1057. Tomando un radio de 10 km para la estrella,
entonces N{V “ 0,52 fm´3. Por lo tanto el momentum de Fermi resulta kF “ 2,5 fm´3.

En una estrella de neutrones sus constituyentes interactúan fuertemente, contribución
que ha de ser tomada en cuenta en la evaluación de la enerǵıa de Fermi del sistema. Tal

Universidad de Chile fcfm



A
v
a
n
c
e

0
2
-j
u
l-
2
0
1
5

186 Caṕıtulo 6. Aplicaciones menos elementales

consideración escapa del alcance de estos apuntes. Sin embargo, podemos calcular la enerǵıa
cinética del neutrón menos ligado, KF . Considerando cinemática relativista tenemos

K
prelq
F “

b

m2c4 ` ~2c2k2
F ´mc

2
« 121 MeV ,

donde hemos usado mc2 “ 940 MeV, para el neutrón. En el ĺımite no relativista obtenemos

K
pn.r.q
F “

~2k2
F

2m
“ 129 MeV .

La diferencia entre ambos enfoques es de 7 %.

Ejercicio 6.31 Determine la relación entre la enerǵıa total ET y el número N de fermiones
para el caso un gas de electrones no interactuantes confinados en un pozo cuadrado 2D
infinito de lados de longitud L. ¿Cuál es la relación entre el momentum de Fermi kF y la
densidad de part́ıculas n “ N{L2, en este caso?
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Apéndice A

Unidades

A.1. Alfabeto griego

Orden Śımbolo Equivalencia Nombre Name
1 A α A a alfa alpha
2 B β B b beta beta
3 Γ γ G g gamma gamma
4 ∆ δ, B D d delta delta
5 E ε, ε E e épsilon epsilon
6 Z ζ z dseda zêta
7 H η e eta êta
8 Θ θ, ϑ th,t zeta thêta
9 I ι I i iota iota

10 K κ,κ K k kappa kappa
11 Λ λ L l lambda lambda
12 M µ M m mi mu
13 N ν N n ni nu
14 Ξ ξ x xi xi
15 O o O o ómicron omicron
16 Π π,$ P p pi pi
17 R ρ, % R r ro rho
18 Σ σ, ς S s sigma sigma
19 T τ T t tau tau
20 Υ υ y ı́psilon upsilon
21 Φ φ, ϕ F f fi phi
22 X χ ch ji chi
23 Ψ ψ ps psi psi
24 Ω ω O o omega omega
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A.2. Prefijos del Sistema Internacional

Factor Nombre (Name) Śımbolo Factor Nombre (Name) Śımbolo

10´1 deci d 101 deca (deka) da
10´2 centi c 102 hecto h
10´3 mili (milli) m 103 kilo k
10´6 micro µ 106 mega M
10´9 nano n 109 giga G
10´12 pico p 1012 tera T
10´15 femto f 1015 peta P
10´18 ato (atto) a 1018 exa E
10´21 zepto z 1021 zetta Z
10´24 yocto y 1024 yotta Y
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Apéndice B

Integrales definidas

B.1. Evaluación de
ş8

´8
e´x

2´ibxdx

La función fpzq “ e´z
2

es anaĺıtica, por lo cual
ű

fpzqdz “ 0, para toda trayectoria
cerrada. En particular para la trayectoria rectangular de la Fig. B.1. Al tomar los tramos BC
y DA infinitamente lejos entonces |fpzq| Ñ 0, por lo que

ş

BC
f dz “

ş

DA
f dz “ 0. Con ello

ş

AB
f dz `

ş

CD
f dz “ 0, o sea

ż 8

´8

e´x
2

dx`

ż ´8

`8

e´px`ib{2q
2

dx “ 0 .

Usando
ş8

´8
e´x

2
dx “

?
π, expandiendo y despejando se obtiene

ż 8

´8

e´x
2´ibx

“
?
πe´b

2{4 . (B.1)

Im z

Re zz=x

A B

D C
z=x + ib/2

Figura B.1: Trayectoria rectangular cerrada en C.
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192 Caṕıtulo B. Integrales definidas

B.2. Evaluación de
ş8

´8
eix

2

dx

Consideramos la función fpzq “ eiz
2
, tomando la trayectoria cerrada mostrada en la

Fig. B.2. Puesto fpzq es anaĺıtica en todo C, entonces
ű

fpzqdz “ 0. La trayectoria ha sido

escogida para que al evaluar fpzq resulte una exponencial real del tipo e´R
2
. En el tramo CA

parametrizamos z “ Reiφ, escogiendo φ de modo que iz2 “ ´R2. Esto se logra exigiendo
i e2iφ “ ´1, o bien φ “ π{4. La integración sobre el arco BC se anula cuando el radio tiende
a infinito. Por lo tanto

ş

AB
fpzqdz`

ş

CA
fpzqdz “ 0. En el tramo AB parametrizamos z “ x,

donde x vaŕıa de 0 a 8, con dz “ dx. Para el tramo CA parametrizamos z “ Reiφ, donde
R vaŕıa de 8 a 0, con dz “ dR eiφ. Se obtiene

ż 8

0

eix
2

dx`

ż 0

8

e´R
2

eiφdR “ 0 .

Los integrandos son simétricos y además eiφ “ p1` iq{
?

2, con lo cual

ż 8

´8

eix
2

dx “
1` i
?

2

ż 8

´8

e´R
2

dR .

Usando
ş8

´8
e´R

2
dR “

?
π, obtenemos

ż 8

´8

eix
2

dx “ p1` iq

c

π

2
. (B.2)

Im z

A

B

C

Re z

φ

Figura B.2: Trayectoria octavo de ćırculo en C.
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B.3. Evaluación de
ş8

´8
dk eikx{pk2 ` b2q

Si b P R, la función fpzq “ eizx{pz2 ` b2q tiene singularidades en z “ ˘ib. Esta función
se puede reescribir

fpzq “
1

2ib

ˆ

eizx

z ´ ib
´

eizk

z ` ib

˙

.

Para el cálculo de la integral planteada, si x ą 0 conviene utilizar la trayectoria (1) de la
Fig. B.3, garantizando que la integral sobre el arco se anula al hacer su radio infinitamente
grande. Ello porque Im z ą 0, por lo que Re ikz ă 0, garantizando convergencia a cero
sobre el arco cuando |z| Ñ 8. En esta trayectoria solo participa el polo de fpzq en z “ ib,
cuyo residuo es

Res fpzqsz“ib “
1

2ib
e´bx .

De acuerdo a Cauchy obtenemos

(2)

Im z

Re z

Re z

Im z

ib
−ib

(1)

Figura B.3: Trayectorias semi-circulares en C que encierran un polo.

ż 8

´8

eikx

k2 ` b2
dk “ 2iπ

ˆ

1

2ib
e´bx

˙

“ π
e´bx

b

Al considerar x ă 0, la trayectoria a escoger es la (2) de la Fig. B.3, con polo simple en
z “ ´ib. El resto del procedimiento es análogo al anterior. El resumen de los dos casos se
sintetiza en

ż 8

´8

eikx

k2 ` b2
dk “ π

e´b|x|

b
(B.3)
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Apéndice C

Identidades matemáticas

C.1. Integrales indefinidas recurrentes

ż

ebx dx “
1

b
ebx (C.1)

ż

x ebx dx “
B

Bb

ˆ

1

b
ebx

˙

(C.2)

ż

x2 ebx dx “
B2

Bb2

ˆ

1

b
ebx

˙

(C.3)

ż

sin2pAxq dx “
x

2
´

sinp2Axq

4A
“
x

2
r1´ j0p2Axqs (C.4)

ż

cos2pAxq dx “
x

2
`

sinp2Axq

4A
“
x

2
r1` j0p2Axqs (C.5)

ż

sinpAxq eBx dx “
B sinpAxq ´A cospAxq

A2 `B2
eBx (C.6)

ż

cospAxq eBx dx “
A sinpAxq `B cospAxq

A2 `B2
eBx (C.7)

ż

sinpAxq sinpBxq dx “
x

2
pj0rpA´Bqxs ´ j0rpA`Bqxsq (C.8)

ż

cospAxq cospBxq dx “
x

2
pj0rpA´Bqxs ` j0rpA`Bqxsq (C.9)

ż

sinpAxq cospBxq dx “
x

2
pn0rpA´Bqxs ` n0rpA`Bqxsq (C.10)
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196 Caṕıtulo C. Identidades matemáticas

C.2. Integrales definidas recurrentes

ż 8

´8

e´ax
2
dx “

c

π

a
” Gpaq pRetau ą 0q (C.11)

ż 8

´8

x2e´ax
2
dx “ ´

BG

Ba
“

1

2

c

π

a3
(C.12)

ż 8

´8

eax
2`bxdx “

c

π

´a
e´b

2{4a pRetau ď 0; a ‰ 0q (C.13)

ż π

0
cos2pxq dx “

π

2
(C.14)

ż π

0
sin2pxq dx “

π

2
(C.15)

ż 8

´8

eikx dx “ 2π δpkq (C.16)

C.3. Śımbolo de Levi-Civita

Definición

εijk “

$

&

%

`1 cuando pi, j, kq “ p1, 2, 3q; p2, 3, 1q; p3, 1, 2q
´1 cuando pi, j, kq “ p3, 2, 1q; p2, 1, 3q; p1, 3, 2q
0 si se repite algún ı́ndice i, j, k

(C.17)

Propiedades

εijk εilm “ δjl δkm ´ δjm δkl (C.18)

εijk εijl “ 2δkl (C.19)

εijk εijk “ 6 (C.20)

εijk “
1
2pi´ jqpj ´ kqpk ´ iq (C.21)

δij εijk “ 0 (C.22)

εijkSjk “ 0 Para todo S simétrico: Sij “ Sji (C.23)
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C.4. Identidades vectoriales

A ¨ pB ˆCq “ B ¨ pC ˆAq (C.24)

Aˆ pB ˆCq “ pA ¨CqB ´ pA ¨BqC (C.25)

Aˆ pB ˆCq `B ˆ pC ˆAq `C ˆ pAˆBq “ 0 (C.26)

pAˆBq ¨ pC ˆDq “ A ¨ rB ˆ pC ˆDqs (C.27)

pAˆBq ¨ pC ˆDq “ pA ¨CqpB ¨Dq ´ pA ¨DqpB ¨Cq (C.28)

pAˆBq ˆ pC ˆDq “ rpAˆBq ¨DsC ´ rpAˆBq ¨CsD (C.29)

C.5. Identidades diferenciales

∇pφψq “ φ∇ψ ` ψ∇φ (C.30)

∇ ¨ pφAq “ A ¨∇φ` φ∇ ¨A (C.31)

∇ˆ pφAq “ φ∇ˆA´Aˆ∇φ (C.32)

∇ ¨ pAˆBq “ B ¨ p∇ˆAq ´A ¨ p∇ˆBq (C.33)

∇ˆ pAˆBq “ Ap∇ ¨Bq ´Bp∇ ¨Aq ` pB ¨∇qA´ pA ¨∇qB (C.34)

∇pA ¨Bq “ Aˆ p∇ˆBq `B ˆ p∇ˆAq ` pB ¨∇qA` pA ¨∇qB (C.35)

∇ˆ p∇φq “ 0 (C.36)

∇ ¨ p∇ˆAq “ 0 (C.37)

Casos particulares

∇prq “ r{r (C.38)

∇ ¨ r “ 3 (C.39)

∇ˆ r “ 0 (C.40)

∇ˆ r̂ “ 0 (C.41)

∇p1{rq “ ´r{r3 (C.42)

∇ ¨
`

r{r3
˘

“ 4πδprq (C.43)

∇2 p1{rq “ ´4πδprq (C.44)

∇ ¨ pr̂q “ 2{r (C.45)

pa ¨∇qr̂ “ ra´ r̂pa ¨ r̂qs{r ” aK{r (C.46)
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198 Caṕıtulo C. Identidades matemáticas

C.6. Coordenadas cartesianas: px, y, zq Ñ px̂, ŷ, ẑq

∇ψ “
ˆ

x̂
B

Bx
` ŷ

B

By
` ẑ

B

Bz

˙

ψ (C.47)

∇2ψ “

ˆ

B2

Bx2
`
B2

By2
`
B2

Bz2

˙

ψ (C.48)

∇ ¨A “ B

Bx
Ax `

B

By
Ay `

B

Bz
Az (C.49)

∇ˆA “ x̂

ˆ

B

By
Az ´

B

Bz
Ay

˙

` ŷ

ˆ

B

Bz
Ax ´

B

Bx
Az

˙

` ẑ

ˆ

B

Bx
Ay ´

B

By
Ax

˙

(C.50)

C.7. Coordenadas ciĺındricas: pρ, φ, zq Ñ pρ̂, φ̂, ẑq

∇ψ “
ˆ

ρ̂
B

Bρ
` φ̂

1

ρ

B

Bφ
` ẑ

B

Bz

˙

ψ (C.51)

∇2ψ “

ˆ

1

ρ

B

Bρ
ρ
B

Bρ
`

1

ρ2

B2

Bφ2
`
B2

Bz2

˙

ψ (C.52)

∇ ¨A “ 1

ρ

B

Bρ
pρAρq `

1

ρ

B

Bφ
pAφq `

B

Bz
Az (C.53)

∇ˆA “
ˆ

ρ̂
1

ρ

B

Bφ
´ φ̂

B

Bρ

˙

Az `
1

ρ

ˆ

ẑ
B

Bρ
´ ρ̂

B

Bz

˙

pρAφq `

ˆ

φ̂
B

Bz
´ ẑ

1

ρ

B

Bφ

˙

Aφ

(C.54)
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C.8. Coordenadas esféricas: pr, θ, φq Ñ pr̂, θ̂, φ̂q

∇ψ “
ˆ

r̂
B

Br
` θ̂

1

r

B

Bθ
` φ̂

1

r sin θ

B

Bφ

˙

ψ (C.55)

∇2ψ “

„

1

r

B2

Br2
r `

1

r2

ˆ

1

sin θ

B

Bθ
sin θ

B

Bθ
`

1

sin2 θ

B2

Bφ2

˙

ψ (C.56)

∇ ¨A “ 1

r2

B

Br
pr2Arq `

1

r sin θ

B

Bθ
psin θAθq `

1

r sin θ

B

Bφ
pAφq (C.57)

∇ˆA “ r̂

r sin θ

„

B

Bθ
psin θAφq ´

BAθ
Bφ



`
θ̂

r

„

1

sin θ

BAr
Bφ

´
B

Br
prAφq



`

φ̂

r

„

B

Br
prAθq ´

BAr
Bθ



(C.58)
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Apéndice D

Funciones especiales

D.1. Polinomios de Legendre

Los polinonios de Legendre son solución de:

„

p1´ x2q
d2

dx2
´ 2x

d

dx
` lpl ` 1q



Plpxq “ 0 , (D.1)

y tienen por función generatriz

1
?

1´ 2xt` t2
“

8
ÿ

l“0

Plpxqt
l . (D.2)

De aqúı se obtiene que (suponiendo r ¨ r1 “ rr1u)

1

|r ´ r1|
“

1

rą

8
ÿ

l“0

Plpuq

ˆ

ră
rą

˙l

(D.3)

Ortonormalidad

ż `1

´1
PlpuqPl1puqdu “

2

2l ` 1
δll1 (D.4)

Cerradura:

1

2

8
ÿ

l“0

p2l ` 1qPlpuqPlpu
1q “ δpu´ u1q (D.5)
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202 Caṕıtulo D. Funciones especiales

Recurrencias

p2l ` 1quPl ´ pl ` 1qPl`1 ´ lPl´1 “ 0 (D.6)

Casos particulares

Plp1q “ 1

Plp´1q “ p´ql

P0puq “ 1

P1puq “ u

P2puq “ p3u2 ´ 1q{2

P3puq “ p5u3 ´ 3uq{2

P4puq “ p35u4 ´ 30u` 3q{8

D.2. Funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre son:

Pml pxq “ p1´ x
2qm{2

dm

dxm
Plpxq m “ 0, 1, 2, ..., l (D.7)

Para m ă 0 se define

P´ml pxq “ p´qm
pl ´mq!

pl `mq!
Pml pxq (D.8)

Ecuación diferencial asociada:
„

p1´ x2q
d2

dx2
´ 2x

d

dx
` lpl ` 1q ´

m2

1´ x2



Pml pxq “ 0 (D.9)

Función generatriz:

p2m´ 1q!!p1´ x2qm{2
tm

p1´ 2xt` t2qm`1{2
“

8
ÿ

l“m

Pml pxqt
l (D.10)

donde p2m´ 1q!! “ 1ˆ 3ˆ 5ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p2m´ 1q
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Ortonormalidad
ż `1

´1
Pml puqP

m
l1 puqdu “

2

2l ` 1

pl `mq!

pl ´mq!
δll1 (D.11)

Recurrencias

p2l ` 1quPml ´ pl ´m` 1qPml`1 ´ pl `mqPl´1 “ 0 (D.12)

Casos particulares

Pml p1q “ Pml p´1q “ 1 m ‰ 0

Pml p0q “

#

0 para (l-m)=2s par

p´qs
p2s`2mq!

2ls!ps`mq!
para (l-m)=2s+1 impar

Casos l=1,2:

P 0
l puq “ Plpxq

P ll puq “ p2l ´ 1q!!p1´ x2q1{2

P 0
0 “ 0

P 1
1 puq “

a

1´ x2

P 1
2 puq “ 3u

a

1´ x2

P 2
2 puq “ 3p1´ x2q

P 1
3 puq “ p3{2q

a

1´ x2p5x2 ´ 1q

P 2
3 puq “ 15xp1´ x2q

P 3
3 puq “ 15

a

1´ x2

D.3. Funciones esféricas de Bessel

Las funciones de Bessel fl (regular e irregular) son solución de:

„

d2

dz2
`

2

z

d

dz
` p1´

lpl ` 1q

z2
q



flpxq “ 0 (D.13)
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204 Caṕıtulo D. Funciones especiales

i) La función regular de Bessel e irregular (Newman) en términos de las funciones de Bessel ordinaras:

jlpzq “

´ π

2z

¯1{2
Jl`1{2pzq (D.14)

nlpzq “ p´ql`1
´ π

2z

¯1{2
J´l´1{2pzq (D.15)

ii) Las funciones esféricas de Hankel de primer (h
p1q
l ” h

p`q

l ) y segundo (h
p2q
l ” h

p´q

l ) orden:

h
p˘q

l pzq “ jlpzq ˘ inlpzq (D.16)

Casos particulares

j0pzq “
sin z

z
(D.17)

j1pzq “
sin z

z2
´

cos z

z
(D.18)

j2pzq “

ˆ

3

z3
´

1

z

˙

sin z ´
3

z2
cos z (D.19)

n0pzq “ ´
cos z

z
(D.20)

n1pzq “ ´
cos z

z2
´

sin z

z
(D.21)

n2pzq “ ´

ˆ

3

z3
´

1

z

˙

cos z ´
3

z2
sin z (D.22)

Comportamientos asintóticos:

jlpzq ÝÑ
zl

p2l ` 1q!!
zÑ0 (D.23)

nlpzq ÝÑ
p2l ´ 1q!!

zl`1
zÑ0 (D.24)

jlpzq ÝÑ
1

z
sinpz ´ lπ{2q z " lpl ` 1q z real (D.25)

nlpzq ÝÑ ´
1

z
cospz ´ lπ{2q z " lpl ` 1q z real (D.26)

h
p˘q

l pzq ÝÑ
¯i

z
exp˘ipz ´ lπ{2q (D.27)

Recurrencia

fl´1pzq ` fl`1pzq “
2l ` 1

z
flpzq “ 0 (D.28)
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Derivada

d

dz
flpzq “

1

z
flpzq ´ fl`1 (D.29)

Ortogonalidad:

ż 8

0
r2drjlpk

1rqjlpkrq “
π

2k2
δpk1 ´ kq (D.30)

Relación con ondas planas:

eik¨r “ 4π
ÿ

l,m

iljlpkrq Y
m˚
l pk̂q Y m

l pr̂q (D.31)

eik¨r “

8
ÿ

l“0

p2l ` 1qiljlpkrqPlpk̂ ¨ r̂q (D.32)

D.4. Funciones esféricas armónicas

Notación: Y m
l pθ, φq ” Y m

l px̂q, donde pθ, φq denotan los ángulos esféricos de r̂ con respecto a
un eje azimutal n̂. Se entiende entonces n̂ ¨ x̂ “ cospθq.

Autovalores:

L̂2 Y m
l “ lpl ` 1q~2 Y m

l l “ 0, 1, 2, . . . (D.33)

L̂z Y
m
l “ m~ Y m

l m “ ´l . . . 0 . . . l (D.34)

Operadores en representación de coordenadas:

L̂x “ `i~
ˆ

sinφ
B

Bθ
` cot θ cosφ

B

Bφ

˙

(D.35)

L̂y “ ´i~
ˆ

cosφ
B

Bθ
´ cot θ sinφ

B

Bφ

˙

(D.36)

L̂z “ ´i~
B

Bφ
(D.37)

L̂2 “ L̂2
x ` L̂

2
y ` L̂

2
z “ ´~2

„

1

sin θ

B

Bθ

ˆ

sin θ
B

Bθ

˙

`
1

sin2

B2

Bφ2



(D.38)

L˘ ” Lx ˘ iLy “ ~ e˘iφ
„

˘
B

Bθ
` i cot θ

B

Bφ



(D.39)
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Forma expĺıcita de los esféricos armónicos

Y m
l pθ, φq “ p´qm

„

p2l ` 1q

4π

pl ´mq!

pl `mq!

1{2

Pml pcos θq eimφ m ě 0 (D.40)

Y ´ml pθ, φq “ p´qmY m˚
l pθ, φq (D.41)

Indice m negativo:

Y ´ml pθ, φq “ p´qmY m˚
l pθ, φq (D.42)

Simetŕıa:

x̂Ñ ´x̂ ñ pθ, φq Ñ pπ ´ θ, π ` φq

ñ Y m
l pπ ´ θ, π ` φq “ p´q

lY m
l pθ, φq

Casos particulares:

Y 0
l pθ, φq “

ˆ

2l ` 1

4π

˙1{2

Plpcos θq (D.43)

Y l
l pθ, φq “ p´ql

„

p2l ` 1q

4π

p2lq!

22lplq!2

1{2

sinl θ eilφ (D.44)

Recurrencia:

L˘Y
m
l “ ~rlpl ` 1q ´mpm˘ 1qs1{2Yl,m˘1 (D.45)

L`Y
l
l “ 0 (D.46)

L´Y
´l
l “ 0 (D.47)

Ortonormalidad (dΩ “ sin θ dθ dφ) y completitud:
ż

Y m1˚
l1 pθφqY m

l pθφqdΩ “ δll1δmm1 (D.48)

8
ÿ

l“0

`l
ÿ

m“´l

Y m˚
l px̂qY m

l px̂
1q “ δpx̂´ x̂1q (D.49)

Relación con polinomios de Legendre (teorema de suma):

`l
ÿ

m“´l

Y m˚
l px̂1qY m

l px̂q “
2l ` 1

4π
Plpx̂

1 ¨ x̂q (D.50)
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Esféricos para l “ 0, 1, 2 y 3:

Y 0
0 pθφq “

ˆ

1

4π

˙1{2

(D.51)

Y 0
1 pθφq “

ˆ

3

4π

˙1{2

cos θ (D.52)

Y ˘1
1 pθφq “ ¯

ˆ

3

8π

˙1{2

sin θ e˘iφ (D.53)

Y 0
2 pθφq “

ˆ

5

16π

˙1{2

p3 cos2 θ ´ 1q (D.54)

Y ˘1
2 pθφq “ ¯

ˆ

15

8π

˙1{2

sin θ cos θ e˘iφ (D.55)

Y ˘2
2 pθφq “

ˆ

15

32π

˙1{2

sin2 θ e˘2iφ (D.56)

Y 0
3 pθφq “

ˆ

7

16π

˙1{2

p5 cos3 θ ´ 3 cos θq (D.57)

Y ˘1
3 pθφq “ ¯

ˆ

21

64π

˙1{2

sin θp5 cos2 θ ´ 1q e˘iφ (D.58)

Y ˘2
3 pθφq “

ˆ

105

32π

˙1{2

sin2 θ cos θ e˘2iφ (D.59)

Y ˘3
3 pθφq “ ¯

ˆ

35

64π

˙1{2

sin3 θ e˘3iφ (D.60)

Relación con la función de Green (Poisson)

1

|r1 ´ r|
“ 4π

ÿ

l,m

1

2l ` 1

rlă
rl`1
ą

Y m˚
l pr̂1q Y m

l pr̂q (D.61)
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postulados, 106

Medición, 107
Medición simultánea, 112
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