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El pajaro rompe el cascaron.
El huevo es el mundo.
El que quiera nacer, tiene que romper un mundo.

El pdjaro vuela hacia dios, el dios se llama Abraxas.

Herman Hesse
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Pre-texto

Estos apuntes surgen de una transcripcion del primer manuscrito de cdtedras del curso
Mecanica Cudntica, que dicté el afio 2004 en la Facultad de Cienciad Fisicas y Matematicas
de la Universidad de Chile. Con el tiempo los contenidos de estas notas han ido evolucionando
cuidando siempre de ajustarme a la motivacién original que me llevé a escribirlos: que sirvan de
material complementario —entiéndase de revision— de temas discutidos en clases. Mantienen
por tanto un buen grado de informalidad en su presentacidn, careciendo de desarrollos in
extenso de ideas y explicaciones que comunmente se dan en clases.

La Mecanica Cuantica es una teoria fisica tan misteriosa como fascinante que hace una
lenta y controvertida aparicion a comienzos del siglo XX. Muchos de los supuestos que se
introducen para explicar fendmenos de la fisica atémica y subatémica rompieron con lo esta-
blecido llevando a interpretaciones sumamente contra-intuitivas. La génesis de la Mecdnica
Cudntica respondié a la necesidad de entender fenémenos completamente inexplicables en
el marco de las teorias vigentes: la mecanica newtoniana, la termodindmica y el electromag-
netismo. Con el transcurrir de los afos muchos de los nuevos conceptos introducidos en el
contexto de la mecanica cudntica han expandido las fronteras del conocimiento a limites
inimaginables. Muchos de los avances tecnoldgicos osados del siglo XX se sustentan en co-
nocimientos en el marco de la fisica cudntica. Inventos y tecnologias asociadas a ella nos han
transportado increiblemente mas lejos que los mas audaces cuentos de ciencia ficcién. Tal es
el caso de la tecnologia informatica y de telecomunicaciones, donde el manejo y control de
la fisica a escalas pequeias ha sido fundamental.

El tema de la mecdnica cudntica es sumamente extenso y diverso, tanto en sus enfoques
(filoséfico, formal o aplicado) como de nivel (bésico vs avanzado). En esa linea hay una
gran diversidad de textos de muy buena calidad donde encontrar desarrollos y discusiones
interesantes, ademas de buenos problemas de ejercitaciéon. Es usual que el hojear libros sobre
el tema casi siempre resulte en nuevas ideas o formas de visualizar conceptos. Por lo tanto
es muy recomendable contar con un par de textos adicionales para de estudio. Lo mejor en
este caso es ir a la biblioteca y buscar referencias de cabecera que mejor se acomode al
estudiante.
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El sentido de escribir estas notas es mas bien registrar el énfasis de algunos aspectos
a discutir en clases y de como ellos se estructuran hacia los temas mas avanzados. Es la
impronta que uno le da a sus clases. Durante el desarrollo de los temas he ido incluyendo
ejercicios en los cuales se ilustran algunos ejemplos o se demuestran algunas propiedades
sobre las cuales es recomendable contar con algtn dominio. Si bien algunos de estos ejerci-
cios cuentan con soluciones, aconsejo resolver estos problemas antes de leer sus soluciones
(Lectura Activa). Esta es una buena prictica para compenetrarse en la tematica.

Este manuscrito se divide en seis capitulos y una coleccién de apéndices. El Cap. 1 es
de caracter introductorio, donde se presenta la constante de Planck y discute cémo utilizar-
la para inferir si un determinado fenémeno fisico requiere de la mecanica cuantica para su
descripcién. Se esboza ademads el manejo de unidades y estimaciones. El Cap. 2 se dedica
a una breve revisién de fendmenos que evidencian las limitaciones de la mecanica clasica,
de los cuales surgen conceptos no convencionales para su interpretacién. En el Cap. 3 se
presenta la mecdnica ondulatoria, vale decir la formulacién introducida por Erwin Schrodin-
ger para descripcion de sistemas semejantes a los sistemas clasicos. El Cap. 4 se centra al
estudio de sistemas unidimensionales en el contexto de la ecuacién de Schrodinger. En el
Cap. 5 se revisan elementos de espacios vectoriales, se introduce la notacién de Dirac y se
presenta una reformulacion de la mecdnica cudntica. Se formulan y discuten los principios de
la mecanica cuantica, ademas de otros aspectos como observables, mediciones, compatibi-
lidad de observables, etc. El Cap. 6 se destina a aplicaciones mds avanzadas, partiendo por
spin y momentum angular, el comportamiento de particulas cargadas bajo campos electro-
magnéticos, métodos variacionales y particulas idénticas. Se agrega a lo anterior una serie
de apéndices donde se resumen herramientas matematicas necesarias para el estudio de las
materias del curso.

Hugo F. Arellano
Santiago, mayo de 2015
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La constante de Planck

Entre las constantes fundamentales de la fisica podemos citar la velocidad de la luz ¢,
la constante de gravitacién universal (&, la carga del electrén e y la constante de Planck
h. Esta dltima fué introducida por Max Planck en el ano 1900 para dar cuenta del com-
portamiento espectral de la radiacién de cuerpo negro. Retrospectivamente, la constante de
Planck es determinente para describir cuantitativamente fendmenos a escalas muy pequefas.
Esta afirmacidn es vaga en el sentido que las escalas macroscépicas humanas bien pudieran
entenderse como ‘pequenas’ al ser comparadas con distancias intergaldcticas. En realidad se
trata de comparaciones de la accion de un sistema fisico en relacién a la accién fundamental,
dada por la constante de Planck. El valor aceptado de esta constante es

h = 6.626 x 107** Js
h=h/2r = 1055 x 1073 Js.

A esta (ltima se le denomina constante reducida de Planck. Dimensionalmente, [i] =ML?/T.

Con esta escala, la ‘pequeiiez’ de un sistema fisico se puede establecer comparando
la constante de Planck con una estimacién de la accién de éste, construida a partir de
magnitudes que lo caractericen. Recordar que la accién S de un sistema mecdnico para una
particula esta dada por S = Szf L(q, q) dt, donde L es el lagrangiano. Como regla, si tal accién
resulta comparable con h entonces el sistema es inherentemente cudntico. A la inversa, si la
accion resulta varios ordenes de magnitud mayor que A, entonces el sistema es cldsico y lo
podremos describir satisfactoriamente mediante las leyes de la mecanica clésica.

Para ilustrar el punto anterior consideremos una particula de masa m en caida libre
vertical ante la gravedad terrestre g. La particula parte del reposo y cae una altura H.

13
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La solucién a este problema, desde el punto de vista cldsico, surge de minimizar la accién
S = S(t)f (T'— V)dt. La energia cinética estd dada por T' = %mx'Q, mientras que la potencial
por V' = mgz, con z la coordenada vertical. Al extremar la accién surge la trayectoria cldsica,
conducente a las soluciones ya conocidas & = v(t) = —gt; y(t) = H — gt*/2. Reemplazando
estos términos en la expresion para la accién obtenemos S = —\/Z/H3m2g. Como vemos,
la accién es del orden S ~ /H3m?2g, la que se habria obtenido bajo anilisis dimensional.
Examinemos dos situaciones de caida libre por gravedad.

o Una manzana. Consideremos la caida de una manzana (0.1 kg) desde una altura de
1 m. Sustituyendo valores obtenemos S ~ 0,3 J s, 35 érdenes de magnitud por sobre
h. Esto indica que la caida de una manzana es un fendmeno eminentemente clasico
el cual podemos describir satisfactoriamente haciendo uso de las leyes de la mecanica
clasica.

o Un electron. Nos preguntamos en este caso a qué escalas la caida libre de un electrén
manifiesta comportamiento cuantico. En particular nos preguntamos por H tal que la
accion sea comparable con la la constante de Planck, v/ H3m?g ~ h, con m la masa de
un electrén. Sustituyendo m = 9 x 1073 kg, obtenemos H ~ 1 mm. Esto significa que
la caida de un electfon por efecto de la gravedad terrestre expresa su comportamiento
cudntico a escalas de 1 mm. Esta es una distancia sorprendentemente grande, lo que es
consecuencia de lo débil que es la fuerza de gravedad. Para revisar la sensatez de este
resultado es interesante estimar la temperatura que implican velocidades a estas escalas.
Recordemos que la energia cinética media y la temperatura se relacionan mediante
3kpT/2 = $m(v?), donde kp es la constante de Boltzmann (kp = 1,3806488 x
10723 m%kg/s*K). Estimando (v?) ~ 2¢gH inferimos la temperatura, '~ 5 x 1079 K,
una temperatura extremadamente baja. En el afio 2010 se reportan temperaturas del
orden de nK, obtenidos en Aalto University en Finlandial.

Ejercicio 1.1 Estime la accidn para un electrén en caida libre de 1 mm, cuando su velocidad
inicial es comparable a la rapidez media de electrones a una temperatura de 0 C.

Examinemos otros ejemplos en los cuales dirimimos si los fendmenos a describir requieren
de la mecdnica cudntica. En ellos estimaremos una accién a partir de andlisis dimensional y

la comparamos con la constante de Planck. Los ejemplos que siguen han sido tomados del
libro J.-M. Levi Leblond.?

Thttp://lounasmaalab.aalto.fi/en/
2Jean-Marc Levi Leblond y Francoise Bilibar, Quantics: Rudiments of Quantum Mechanics, North-
Holland, New York (1990).
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Reloj mecanico. El tamaino de su mecanismo es milimétrico, vale decir es del orden de
1073 m; su masa es de unos gramos, vale decir 10~3 kg; sus lapsos caracteristicos del
orden de 1 s. Construimos una acciéon S combinando adecuadamente estas magnitudes.
Claramente S=masaxtamafio?/lapso ~ 107°J s = 10%*h » h. Notamos que S es varios
ordenes de magnitud mayor que A, lo que nos indica que el sistema mecanico de un reloj es
indiscutiblemente clasico. En otras palabras, podemos prescindir totalmente de la mecanica
cuantica para describirlo.

Circuito oscilante. Estimamos su capacitancia C' ~ 107! F, su inductancia L ~ 107* H
y corriente I ~ 10~3 A. Notamos que LI?> ~ energia — 107 J, y que v/LC ~ tiempo
—107s. Asi, S~ LI? x /LC ~107'J s = 10"k » h. Nuevamente estamos frente a un
fenémeno clasico.

Antena de radio. Estimamos su potencia P en 1 kW y su frecuencia de emisién f en 1 MHz.
La combinacién de estas cantidades con dimensiones de accién es S = P/f?. Sustituyendo
obtenemos S ~ 107% J s = 10%°h » h, vale decir, el sistema es clésico.

Atomo de hidrégeno. La energia del sistema debe ser del orden de la energia potencial de un
electrén interactuando con un protén. En unidades SI,

ez 1

- 4meg R

donde R es del orden de 107'° m. Resulta (til en este caso tener a mano

62

~ 23%x107% ) m.

47eq
Con ello la energia de ligazén B del sistema debe ser del orden de 2 x 10~*® J. Si suponemos
que B, Ry m (masa del electrén) definen fisicamente el sistema, la combinacién S =
R+/m.B tiene dimensiones de accién. Sustituyendo valores se obtiene S ~ 1.4h. En este
caso la acciéon es comparable a A, por lo que el sistema estd regido por las leyes de la mecénica
cuantica.

Estructura cristalina. Consideremos el caso de la sal comin (NaCl), consistente en una red
clibica caracterizada por a = 2.81 A, distancia caracteristica de la red. La energia de ligazén B
de cada molécula es ~8 eV. La masa media M del Na o Cl es del orden de ~ 5 x 10726 kg.
Construimos y evaluamos una accién con estas magnitudes, S = avMB ~ T700h » h.
Por lo tanto aquellos fendmenos que involucren a los atomos Na-Cl de la red cristalina
son esencialmente cldsicos. Si intercambiamos las masas de los atomos por la del electrén
encontramos S ~ 2,9A, lo que nos aproxima al umbral cudntico. En este limite se esta
describiendo el comportamiento de los electrones en una red cristalina, uno de los temas de
la fisica del estado sélido.
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Nicleo atémico. Al igual que en el ejemplo anterior, podemos construir una accién combi-
nando la masa M de los constituyentes, la eneria de ligazén By el tamaiio a del sistema para
obtener S = av/MB. Si Mc?> ~ 1000 MeV, B ~ 8 MeV y a ~ 3 fm obtenemos S ~ 1.4h,
claramente dentro del dominio cuantico.

Helio liquido. El helio toma el estado liquido a temperaturas del orden de, o inferiores a 4 K. En
tal estado experimenta comportamientos muy particulares entre los cuales destaca su estado
de superfluidez. Nuevamente podemos utilizar S = av/ M B, con el debido acomodo de las
magnitudes involucradas. La masa M del helio es aproximadamente 4m,,, con m, = 1,67 x
10727 kg (masa del protén). La separacién aproximada entre los 4tomos es de 4x 1070 m, que
se inferiere de la densidad del helio liquido (146 kg/m?3) y de la masa de sus constituyentes.
Estimamos la energia térmica por constituyente en kgT', con kp = 1,38 x 10723 J/K. Asi,
S ~ 2h, indicando que se trata de un sistema de comportamiento cuantico.

1.2. Constantes fundamentales y escalas

En el desarrollo de los temas que siguen serd muy (til llevar a cabo estimaciones, las que
resultan cruciales para discriminar entre contribuciones relevantes e irrelevantes, regimenes
accesibles e inaccesibles, etc. Tales consideraciones son de suma importancia para calibrar
la sensatez de un modelo fisico. Si bien muchas de estas estimaciones pueden ser realizadas
dentro del Sistema Internacional de Unidades y Medidas (SI), resulta particularmente practi-
co el uso del Sistema Gaussiano. En estas unidades la energia potencial entre dos cargas
interactuantes es U = ¢1¢o/7, con r la distancia relativa entre ellas. Una unidad préctica
para representar energias es el electronvolt, simbolizado por eV. Esta corresponde a la energia
cinética que experimenta un electrén (o cualquier otra particula con igual carga eléctrica)
cuando es sometido a una diferencia de potencial de 1 volt. De esta forma, un electrén libre
entre dos placas metdlicas conectadas a una bateria de 1,5 V, adquirird una energia cinética
de 1,5 eV.

Las energias atdmicas y moleculares estdn en el rango de los electronvolts. Asi por
ejemplo, la energia de ionizacién del &tomo de hidrégeno en estado fundamental es de 13,6 €V.
Vale decir, si por algin mecanismo fisico le hacemos llegar esta energia a un atomo de
hidrégeno, lo ionizamos. Hay que tener presente la conservacion de momentum lineal, lo que
generalmente conduce a que la energia del agente ionizador —un fotén por ejemplo— ha de
ser ligeramente superior a la de ionizacién.

A energias mas bajas que las de ionizacién nos encontramos con toda un drea de enormes
desarrollos hoy en dia: la fisica del estado sélido y materia condensada. En este caso las
energias caracteristicas caen en el rango de los mili-electronvolt, denotado meV.
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A escalas nucleares las energias caracteristicas de los protones o neutrones en el nicleo
atémico estdn en el rango de los mega-electronvolts (MeV). Tipicamente, el valor medio de
la energia de ligazén de los nucleones (término genérico para los protones y neutrones) en el
nicleo es de 8 MeV.

El 10 de septiembre de 2008 entré en operacién el Large Hadron Collider (LHC) ubicado
en la frontera franco-suiza. Su perimetro es de aproximadamente 27 km. Con este acelerador
se logré (2012) el choque frontal de dos haces de protones, permitiendo energias cercanas a 7
tera-electronvolts (TeV), correspondiente a 7 x 102 eV. La intencién es alcanzar los 14 TeV,
programado para no antes de 2016. Con este acelerador ha sido posible el descubrimiento del
Boson de Higgs, cuya masa es del orden de 125 GeV. Esta masa es del orden de 133 veces
la masa del protén.

En cuanto a las longitudes, los sistemas mas recurrentes a estudiar seran los sistemas a
escala atédmica y aquellas a escala nuclear. El tamafio de un dtomo es del orden de 1 angstrom
= 1A= 10" m = 0.1 nm. Recordar que el prefijo ‘n’ representa nano y corresponde a la
potencia 107, En el caso del nicleo atémico, su radio estd entre 2 y 7 femtometros, donde
1 femtometro = 1 fm = 10~ m. Por razones histdricas, es frecuente la denominacién fermi
para referirse al femtometro.

La combinacidn fic tiene dimensiones de [energia] x [longitud]. Su valor aproximado,
hc ~ 197 MeV fm = 197eV nm,

de modo que al usar fic ~ 200 MeV fm, incurrimos en un error inferior al 2 %. Otra cantidad
importante es la constante de estructura fina o, una constante adimensional que en el sistema
gaussiano estd dada por

e? 1
a=——~—.
he 137
En el SI esta misma constante viene dada por

62

agr = .
4reghc

Con las constantes anteriores podemos hacer algunas estimaciones. Por ejemplo, pode-
mos estimar la energia potencial electrostatica de dos electrones separados a 1 fm y 0.1 nm,
respectivamente. En el sistema gaussiano la energia potencial U viene dada simplemente
por U = ¢*/r. Esta cantidad es reescrita convenientemente a fin de utilizar las cantidades
presentadas recientemente. Asi, para r = 1 fm,

2 e?he 1 200MeV fm

U=_ =

T her T T 1fm S o MeV
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Esta misma estimacion se puede realizar en unidades SI, donde reescribimos

e2 e hc 1 200
dmegr  Ameghc v 137 1 € o e

Al usar r = 0,1 nm obtenemos U ~ 15 eV.

En cuanto a las masas de nucleones y electrones, la relacién de Einstein £/ = mc?, permite
expresarlas en unidades de energia. De este modo la masa del electrén, m, ~ 0,5 MeV/c2.
En el caso de los nucleones, M, ~ M, ~ 940 MeV/c%. Por simplicidad, es muy usual
recurrir a las unidades naturales, en las cuales 4 = ¢ = 1. Con este sistema se logra una
notable simplificacién en la manipulacién algebraica de las expresiones. La reconstitucién
dimensional de los resultados se puede hacer al final, al momento de evaluar las expresiones.
En este sistema de unidades la masas pueden darse en unidades de energia o 1/longitud.

Estimemos la rapidez de un electrén cuando tiene una energia cinética de 1 MeV. Puesto
que esta energia es comparable con la masa del electréon debemos tratar los efectos relativis-
tas. Denotando 8 = v/c, la energia cinética viene dada por

mc?

K=—0——mc,

Vi-32 o
de donde despejamos (3

1 1

S G Rmer S W e Y

Por lo tanto, v ~ 0,94 c.

Ejercicio 1.2 Considere la colisién frontal de una particula o (He**) contra un dtomo de
cobre. Este dltimo cuenta con 29 electrones, por lo que debiera tener 29 protones. Suponga
que los electrones se distribuyen uniformemente en una membrana esférica de radio a, del
orden 0,5 A(0,05 nm). Las cargas de los protones se distribuyen uniformemente en una esfera
concéntrica de radio b < a. Determine y grafique la energia potencial electrostatica de una
particula o cuando ésta se encuentra a una distancia r del centro del &tomo de Cu. Determine
el punto de maxima energia potencial y evalte (en eV) para los casos b = a; b = a/2; y
b = a/10. Al irradiar particulas « con energia cinética de 10 MeV se observa que algunas de
ellas rebotan perfectamente. Estime una cota minima de b para que ello sea posible. Compare
el b estimado con la longitud de onda de de Broglie de la particula a: A = h/p.

El caracter ondulatorio de la mecdnica cudntica nos lleva recurrentemente a compara-
ciones entre longitudes de onda, energias asociadas y el tamano de los sistemas. En relacién
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al espectro electromagnético es conveniente tener presente los siguientes dominios caracte-
rizados por su longitud de onda:

Dominio \ A
Radio — 1m
Microondas 1m - 1 mm
Infrarojo I1mm - 750 nm
Visible 750 nm - 400 nm
Ultravioleta 400 nm - 10 nm
Rayos X 10 nm - 10 pm
Rayos ~ 10 pm -

Los rayos X son producidos por la colisién violenta de electrones acelerados contra los
constituyentes de una placa metalica. Los proyectiles remueven electrones de las capas mas
bajas de los atomos del metal, produciendo ‘huecos’, los que son llenados mediante la caida
de sus mismos electrones a las capas desocupadas. En este proceso de decaimiento se libera
un fotdn, de energia igual a la diferencia entre los niveles de energia del electrén. Ademas de
este proceso, el frenado violento de los electrones acelerados también conlleva a la emisién
de luz. De acuerdo a las leyes de electromagnetismo, toda carga acelerada emite radiacién,
fenédmeno conocido como Bremsstrahlung.

A modo de ilustracién estimemos la energia asociada a un fotén cuya longitud de onda
es de 10 nm (rayos X blandos). Escribimos,

2 2
E = hv =2nhe/\ ~ % ~ 60eV.

Esta energia es potencialmente dafiina para el cuerpo humano puesto que se trata de energia
suficiente como para ionizar dtomos en tejidos bioldgicos. Si la longitud de onda fuese aun
mds corta, digamos A ~ 0,01 nm (rayos X duros), entonces £ ~ 60 keV. Considerando
que las longitudes de onda de la radiaciéon UV estdn entre los 10 nm y 400 nm, las energias
asociadas estdn entre 3 y 60 eV, también dentro del rango de ionizacién de los dtomos. He
ahi un factor de riesgo a la salud de la piel cuando es expuesta a radiaciéon UV.

Para cerrar esta divagacién expresemos la constante de Planck en unidades convenientes
para la fisica del sélido. Una conversién directa de unidades permite afirmar i ~ 0,66 meV ps,
con 1 ps = 1 picosegundo = 10712 s. La frecuencia asociada a 1 ps es de 1 THz = 1 terahertz
= 10'2 Hz. Para contextualizar estas unidades de tiempo, estimemos la distancia Ad que
recorre la luz en 1 ps. En unidades SI: Ad = cAt — Ad =3 x 108 x 1072 =3 x 1074, o
sea 0.3 mm, el didmetro aproximado de un cabello.
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Ejercicio 1.3 Actualmente es posible producir neutrones ‘ultra-frios’, los que tienen una
energia cinética del orden de 10~7 eV. Justifique la denominacién 'ultra-frio’ calculando la
temperatura asociada a esta energia. Determine la velocidad de estos neutrones y compdrela
con la de un transeunte. jQué altura alcanzarian estos neutrones al ser lanzados vertical-
mente? Calcule la longitud de onda de de Broglie de estos neutrones (A = h/p) y comparela
con la separacién interatémica de un sélido.

Ejercicio 1.4 Calcule al 5% y sin uso de calculadora, utilizando prefijos femto, pico, nano,
micro, mili, kilo, mega, seglin convenga:

a) El radio de Bohr, ag = h?/me?;

b) La longitud de onda de Compton del electrén: A\c = h/mc;

c) La longitud de onda de Compton para un nucledn: \c = h/Me;

d) La energia potencial entre un protén y un electrén para r = aq (radio de Bohr);

e) La maxima longitud de onda de los fotones en la aniquilacién et + e~ — v +7;

f) La longitud de onda de de Broglie A = h/p, de electrones con energia cinética de 1 MeV;
g) La longitud de onde de de Broglie para un protén con energia cinética de 3,5 TeV;

h) La masa de 1 litro de materia nuclear (p ~ 0,16 fm™3).
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Albores de la mecanica cuantica

Revisamos sucintamente algunos de los fenédmenos mas emblematicos conducentes a la
génesis de la mecanica cuantica. Se trata de fendmenos cuyos comportamientos resultaban
inexplicables bajo las nociones cldsicas de la fisica conocidas hacia fines del siglo XIX y cuya
validez era incuestionable. De las hipdtesis formuladas para explicar estos fendmenos fué
clave aceptar, como una manifestacién de la naturaleza, nociones como

a) la discretizacién (cuantizacién) de cantidades fisicas (Planck, Bohr);
b) comportamiento corpuscular de la luz (Einstein); y
c) comportamiento ondulatorio de las particulas (de Broglie).

De acuerdo a la fisica clasica, la energia y el momentum angular de un sistema son can-
tidades continuas, ajustables a cualquier valor mediante condiciones iniciales apropiadas. La
luz, por otra parte, se entendia como ondas electromagnéticas, gobernadas por las ecuaciones
de Maxwell. Una manifestacién caracteristica de las ondas electromagnéticas es el fenémeno
de interferencia. El transporte de energia, en tanto, es gradual y caracterizado por el vector
de Poynting. Por otra parte, la materia se entiende formada por particulas de localizacién ili-
mitada, cuyo comportamiento es predecible cabalmente mediante las ecuaciones de Newton.
Las trayectorias de las particulas quedan totalmente determinadas a partir de sus condiciones
iniciales.

La aceptacién de ideas radicalmente contrapuestas a las cldsicas tomé grandes esfuerzos
tanto tedricos como experimentales, los que también se extendieron por un largo tiempo. No
sélo era dificil dejar de lado un marco tedrico que habia sido sumamente eficaz para entender
y describir fendmenos naturales, sino que también no era claro qué aspectos de ella debian
quedar de lado. Transcurrieron al menos dos décadas hasta concensuar principios para la
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mecanica cuantica ampliamente aceptados hoy en dia. A pesar los impresionantes aciertos y
avances logrados en el campo de la fisica cuantica, adn perduran dificultades conceptuales
planteadas en sus inicios por importantes detractores.

2.1. Radiacién de cuerpo negro (Plank - 1900)

Los cuerpos muy calientes irradian luz que podemos percibir épticamente. Tal es el caso
de un trozo de hierro candente al ser sacado de la fragua. La radiacién electromagnética
resulta del movimiento acelerado de los constituyentes del cuerpo, la cual es caracterizada
por la densidad espectral de energia, u(A,T'). Esta funcién da cuenta de la intensidad de
radiacién como funcién de la longitud de onda A cuando el horno esta a una temperatura 7.

El fenémeno de radiacién es modelado mediante un sistema fisico equivalente, llamado
cuerpo negro, consistente en una cavidad a temperatura 7' con un pequeno orificio por donde
escapa radiacién. La radiaciéon desde el exterior no tiene incidencia sobre el sistema en su
interior. La radiaciéon electromagnética en el interior de la cavidad estd en equilibrio térmico
con las paredes. Dimensionalmente u(\, T') se expresa como densidad volumétrica de energia
por unidad de longitud, lo que en el Sistema Internacional de unidades se expresa en J/m?.
Asi, u(\,T) d\ expresa la densidad volumétrica de energia con longitudes de onda entre A
y A + d\. Estudios experimentales muy prolijos permitieron establecer que:

a) El espectro u(\, T') como funcién de A es independiente del material, geometria y ta-
mano de la cavidad. Sélo depende de la temperatura.

b) El espectro exhibe un solo maximo, en A4, longitud de onda que disminuye a medida
que la temperatura 7' del cuerpo negro aumenta.

u(A,T)

A A

max

Figura 2.1: Espectro de la radiacién de cuerpo negro.

Empiricamente, cuando observamos una fragua candente ésta tiene un color dominan-
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te. Tal color corresponde a la longitud de onda de mayor intensidad. En relaciéon a este
comportamiento Wilhelm Wien observa que

Amae T = 2.898 x 107°m K |

la cual es reconocida como ley de desplazamiento de Wien. Posteriormente, en 1896 Wien
propone la siguiente parametrizacién empirica para la radiacién de cuerpo negro:

u(\,T) = AN e BT (2.1)

con Ay B dos constantes ajustables experimentalmente.

Hacia junio de 1900 Lord Rayleigh objeta el comportamiento propuesto por Wien argu-
mentando que para grandes longitudes de onda u(\, T") debiera aumentar con la temperatura
(ver Fig. 2.1), lo que no se refleja en la expresion de Wien. En efecto,

B
-5 ’ -5
N, T) s — A A (1 — ﬁ) = Tlgrolcu()\,T) = AN

Rayleight propone en cambio u(\,7) = C A\™* T, para \ grande. Este resultado lo obtie-
ne considerando osciladores en las paredes, los cuales estarian en equilibrio térmico con la
radiacion electromagnética en de la cavidad. Asi, u(A,T") d\ = (E)r dn, con
(T EePPdE 1
S e =5 =hsT,

§o e PEdE B
donde kg es la constante de Boltzmann. La cantidad dn representa el nimero de estados
por unidad de volumen con longitudes de onda entre A y A + d\. Conocimientos de electro-
magnetismo para los modos en una cavidad conductora nos muestran que

(E)r =

8T
dn = N A,
con lo cual se obtiene el comportamiento sugerido por Rayleigh
8T _
u(A,T)szTFd)\zCT)\‘*dA. (2.2)

Max Planck, un fisico aleman, estaba muy intrigado por la universalidad de la radiacién
de cuerpo negro. El habia notado que la ley de Wien describia correctamente el espectro de
radiacion a longitudes de onda pequefia (ultravioleta), en tanto que el modelo propuesto por
Rayleigh daba cuenta del comportamiento a longitudes de onda largas (infrarojo). Planck
buscé una expresion que tuviese como limites ambos comportamientos. Hace notar que la
entropia S del sistema ha de ser maxima. Considerando S = S(U), entonces (dU = T dS)

2 _
Wien — fll_Ui o 7)\ (A ~0)
d*S -1
Raylegh — 2 oC Vel (A ~ o0)
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A fin de conciliar ambos comportamientos asintéticos de la entropia en A construye la si-
guiente relacién

d*S _ —a

du? U (b/A+U) "

Esta representacion tiene la cualidad de reproducir los comportamientos para longitudes de
onda cortas y largas. Integrando la ecuacién de arriba con respecto a U se obtiene
as a 'b/)\

_4
MU

v~ “‘ '

Puesto que dS/dU = 1/T, es directo obtener

b/

U:eB/)\T_l'

Con esta expresion Planck procede a ajustar b y B, obteniendo una descripcién casi perfecta
de la curva espectral de radiacién. El problema era como justificarla.

La dificultad radicaba en gran medida en describir la distribucién de las energias de los
osciladores y como promediarlas. Procede entonces de la manera usual a como se abordan
cierto tipo de problemas en fisica: discretizar alguna variable para posteriormente tomar el
limite al continuo. La expectativa era que asi se obtendria la solucién al problema. Considera
entonces

E—FE,=n¢,

con €y un parametro de discretizacién de la energia que eventualmente haria tender a cero.
Con ello

> S m e e e €0
< >T = ZQO 06_5"50 = eGO/kBT 1 )

n=

segln el cual obtiene

W\ T) dh = 5% gy —

)\4 eeo/kBT _ 1 : (23)

La sorpresa de Planck fué que al hacer ¢¢ — 0, se cae inevitablemente al resultado de
Rayleigh, valido sélo para grandes longitudes de onda. En cambio, al desistir de este limite
se reproduce el espectro de cuerpo negro en todo el rango de frecuencias. La reproduccién
de tal comportamiento se logra al hacer

€0 . B
kgT — NT°
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Haciendo uso de A\v = ¢, obtenemos

_kgB (kB B
€ = . . v=hv,

por lo que la constante h se obtiene a partir de B, ajustada al espectro de radiacién. Planck
obtiene un valor muy cercano al actualmente aceptado, h = 6.63 x 1073*J.s. Ello ocurre
en Berlin, en el afio 1900. A esta constante se le reconoce actualmente como constante de
Planck, de caracter universal. La expresién final para la radiacién de cuerpo negro se reduce
a

&1 he

W T) dA = 55 S

d) . (2.4)

Ejercicio 2.1 Obtenga la ley del corrimiento de Wien: A\.T =0,29 cm K.

Ejercicio 2.2 Obtenga los comportamientos asintdticos para A ‘grande’ y ‘pequena’, co-
rroborando los limites asintéticos de Wien y Raileight. Estime A para las cuales se cumplen
estos limites asintéticos en el caso de una temperatura de 5000 K.

Ejercicio 2.3 A partir de la Ec. (2.4) para la radiacién de cuerpo negro, obtenga la potencia
por unidad de area irradiada perpendicularmente desde el orificio de una cavidad radiante
(cuerpo negro) a temperatura T', € = 0T, con 0 =5.42x107% W/m?K*.

2.2. Efecto fotoeléctrico (Einstein - 1905)

En 1865 James Clerk Maxwell predice las ondas electromagnéticas, reconociendose con
ello la naturaleza ondulatoria de la luz. En 1887, Heinrich Hertz lleva a cabo un experimento
que corrobora esta prediccién. Sin embargo, en el desarrollo de sus experimentos Hertz
observa la ocurrencia de chispas en la espira del detector, las cuales salian con mayor facilidad
cuando se utilizaba radiacién ultravioleta (UV).

En 1888 Wilhelm Hallwachs observa que el zinc, al ser iluminado con luz UV, se car-
gaba positivamente. Once afios mas tarde, ya en 1899, J. J. Thomson demuestra que en
el experimento de Hallwacks la aparicidn de carga neta en el zinc se debe a que electrones
son expelidos del metal por la radiaciéon UV. A este fendmeno se le reconoce como efecto
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fotoeléctrico. En 1902 Philipp Lenard lleva a cabo un experimento mds refinado a fin de
estudiar este fenénemo. Para ello aplica luz monocromdtica sobre una placa metalica, de
la cual saldrian electrones. La circulacién de electrones es controlada mediante una bateria
ajustable, como se esquematiza en la figura.

Figura 2.2: Experimento de Lenard

Luego de un detallado estudio del fendmeno Lenard concluye lo siguiente:

a) Al iluminar la placa metélica con luz monocromatica de frecuencia v pueden salir
electrones, lo que ocurriria inmediatamente despues de la iluminacién.

b) Los electrones salen del metal sélo si la frecuencia v es mayor que una frecuencia
umbral 1y, caracteristica del metal.

c) La corriente, cuando existe, es proporcional a la intensidad de la luz, como se ilustra
en la figura de mas abajo.

Corriente
I,>1

-

-V, Voltaje

Figura 2.3: Comportamiento de la corriente en funcién del voltaje.

d) La energia cinética de los electrones eyectados no depende de la intensidad de la luz.

e) La emisién fotoeléctrica es instantanea, en radical contraste con las estimaciones cldsi-
cas que permite la emisién de electrones luego de unos 100 minutos.

La explicacion a este fendmeno la aporta Albert Einstein en 1905. En ella introduce el
concepto corpuscular de la luz, que denomina quantum de luz, en el sentido de un quanto
de energia de radiacién que es aportado al metal iluminado. Segun Einstein, la energia del
fotén, E, = hu, es captada por un electrén en el metal. Parte de esta energia es utilizada
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para elevar energéticamente al electrén al nivel de contencién energética del metal, que es
la barrera de energia que impide que los electrones se evaporen del metal, y el remanente
queda disponible en forma de energia cinética. Por lo tanto

hv =¢ + K (¢p>0).

Figura 2.4: Esquema del efecto fotoeléctrico, segin Einstein.

En esta ecuacidén K es la energia cinética adquirida por el electrén y ¢ es la funcién trabajo
del metal. La energia cinética adquirida por el electrén liberado es controlada mediante un
potencial de frenado V, de modo que K = e V{. Cuando la energia de los fotones es hvjg los
electrones emergen del metal con energia cinética infima (K ~ 0), de modo que ¢ = hu.
Sustituyendo en la ecuacién de arriba tenemos

h h

Vo=—v—=u,
e (&

en plena concordancia con los experimentos. Lo notable de la explicacion del efecto foto-
eléctrico dada por Einstein es que a priori, la constante i no tenia porque ser igual a la
constante h de Planck introducida para explicar la radiaciéon de cuerpo negro. Lo sorpren-
dente y notable de este estudio es que la constante h que se infiere del efecto fotoeléctrico
coincide con la de constante de Planck, lo que sugiere en ella un caracter fundamental.

V, [VI

0

0 2 4 6 v 110" Hg]

Figura 2.5: Voltaje de frenado en funcién de la frecuencia.

La descripcién de Einstein al efecto fotoeléctrico concuerda con estudios experimentales
muy meticulosos realizados por Robert A. Millikan. Millikan fué un tenaz detractor de la
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nocién de quanto de energia introducida por Einstein. Asi, Millikan comienza en 1906 una
serie de experimentos tendientes a refutar la explicacién de Einstein. Le tomé casi 10 anos
llegar a resultados convincentes y ceder a la hipdtesis del quanto de energia del fotén. Hacia
el ano 1926, el fisico-quimico Gilbert N. Lewis propone el término fotdn para referirse al
quanto electromagnético de energia.

2.3.  El dtomo de hidrégeno (Bohr - 1913)

Si bien el espectro de la radiacién de cuerpo negro es continuo en la frecuencia de emi-
sion, las emisiones luminosas de un gas rarificado sometido a descargas eléctricas presentan
espectros con lineas discretas muy definidas. La luz emanada desde el tubo puede ser exami-
nada luego de hacerla pasar por un prisma, el que segrega colores en haces diferentes. En el
caso del hidrégeno, tal segregacién conduce a cuatro lineas espectrales en el rango visible, las
cuales se denotan por H,, Hg, H,y H;s. Sus respectivas longitudes de onda son 656.21 nm
(H,), 486.07 nm (Hp), 434.01 nm (H,) y 410.12 nm (Hj).

Figura 2.6: Lineas espectrales de emision de la serie de Balmer. La del extremo derecho corresponde
a H, (656.21 nm).

En 1884, J. J. Balmer, un profesor de matematicas suizo, encuentra la siguiente regula-
ridad para las longitudes de onda observadas en el espectro del 4&tomo de hidrégeno

2

m2 —4’

Am = 364,56 nm m=3,4,...

Asi, las lineas quedan reproducidas con un error menor que 1--40.000. Johannes Rydberg
sugiere mas tarde la conocida férmula

1 1 1
yo o <2— B m—> -
donde R=1.09737x107 m~!, constante que lleva el nombre de Rydberg.

En 1909 dos estudiantes de Ernest Rutherford en Manchester, Hans Geiger y Ernest
Marsden, llevan a cabo un experimento de colisiones de particulas alfa («) sobre peliculas
de oro a fin de indagar el tamafio y distribucidon de las cargas positivas de un dtomo. Las
particulas alfa consisten en dtomos de helio doblemente ionizados (He*™): dos protones y dos
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neutrones, sin electrones. En ese entonces era totalmente desconocida la estructura de un
atomo. Es mas, aun no se habia descubierto el protén. Conjeturas sugerian que su tama no
era del orden de 107!° m, que tenfa electrones y que debia ser eléctricamente neutro. Como
la carga de cada electrén es —e, necesariamente debia haber igual carga positiva. El misterio
era que no se sabia como se distribuian estas cargas positivas.

Como resultado de los experimentos de Geiger y Madsen, se concluye que la distribucién
de cargas positivas estd confinada a una regién del orden de 1074 m, mas diez mil veces mas
pequefio que el tamafio del mismo dtomo. Este descubrimiento, aparte de impresionante, fue
crucial en la formulacién de la teoria atémica.

Previamente, ya en 1903, el fisico japones Hantarou Nagaoka habia sugerido un modelo
orbital para el atomo, analogo al planeta Saturno y sus anillos. Sin embargo tal idea no
prosperd pues no podia explicar su estabilidad. La pérdida de energia por radiacién de las
particulas cargadas en drbita (aceleradas) impiden —desde un punto de vista cldsico— una
vida del 4tomo superior a unos 10~ segundos.

Ejercicio 2.4 Haciendo uso de la férmula de Larmor para la potencia electromagnética
P irradiada por una particula con aceleracién a, estime la vida de un atomo clasico. En el
sistema gaussiano P = 2¢%a?/3c3. En unidades SI, P = ¢%a?/6meoc?.

Neils Bohr, luego de doctorarse en Copenhagen en 1911, se une al grupo de Rutherford en
Manchester, Inglaterra. El intuia que la constante de Planck podia desempefiar un rol crucial
en la determinacién del tamaino de un dtomo. Sus primeras conjeturas las basa en analisis
dimensional. Si k representa la constante de Coulomb, m la masa del electrén, e su carga
eléctrica y h la constante de Planck, entonces la combinacién entre ellas con dimensiones de
longitud es

h2
=L
[mkeQ ]

Sustituyendo numéricamente h=6.63x1073* J s, m=9.11x1073! kg y ke?=2.31x10"28 J m,
se obtiene L ~2x10~? m, una longitud comparable con las estimaciones del tamafio de los
atomos en ese entonces.

Los avances de Bohr fueron lentos, hasta que en julio de 1912 logra reproducir los
resultados de Balmer-Rydberg para las lineas espectrales del hidrégeno. El modelo de Bohr
consiste en un modelo orbital de un electfon alrededor de una carga positiva muy masiva, el
protén. El modelo era el mismo que el conjeturado por Nagaoka. Sin embargo Bohr ya estaba
al tanto que la teoria de Maxwell no daba cuenta de la radiacién de cuerpo negro ni del efecto
fotoeléctrico, de modo que no se sintié compelido a insistir en la idea de radiacién de los
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electrones mientras orbitan. El modelo propuesto por Bohr para dar cuenta del espectro de
emisién del hidrégeno se sustenta en los siguientes tres postulados:

|.- Los electrones describen 6rbitas circunferenciales estacionarias en torno a una carga
positiva y muy masiva. Tales drbitas son descritas cldsicamente, de modo que su energia
esta dada por

ke?
B=-. (2.5)

[1.- Radiacién es liberada cuando un electrén pasa de una érbita permitida a otra. La
frecuencia de la radiacién estd dictada por la diferencia de energia entre los dos niveles

hv = E,, — E, , (2.6)
donde F,, y E, corresponden a las energias de dos estados permitidos.
lIl.- El momentum angular del electrén toma valores miiltiplos de i = h/2m, vale decir,

mur = nh . (2.7)

Considerando muv?/r = ke?/r?, sustituyendo en la ecuacién para la energia, se obtiene
mk?et 1

2h% n? -
Con este resultado se reproduce la serie de Balmer, correspondientes a la transicién n — 2.
Ademas, Bohr obtiene la constante de Rydberg en términos de constantes fundamentales:

B mk2e?
 dxch?®

El resultado de Bohr se puede extender a iones con un solo electrén en érbita (He™, Lit™,
etc.), para los cuales

E, = — (2.8)

con n = 1 el estado de mas baja energia, también denominado estado fundamental.

Notar que el espectro de energias para el 4&tomo de hidrégeno se puede expresar

1 1
E,=——a’mc —
2 n?
donde « representa la constante de estructura fina. De igual forma, se puede verificar que la
energia potencial protdn-electrén se puede expresar

_ A2 -v
V(r) =—amc —
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n=6
n=5

n=4

n=3

hv hv hv,, hv

n=1

Figura 2.7: Esquema (no a escala) de las transiciones n — 2 del dtomo de hidrégeno, responsables
de las lineas espectrales Hy, Hg, Hy y Hs. El nivel n = 1 representa el estado fundamental.

con ag = h?/me? el radio de Bohr. Notar que tanto E — n como V() as escalan con a? y
la masa del electrén. El radio de Bohr es un patrén muy comin en fisica atémica. Su valor
numérico es cercano a medio angstrom:

he

amc?

ag = = 0,0529 nm .

Ejercicio 2.5 La energia cinética media por particula para un gas a temperatura 7" es
3kpT /2. Estime la temperatura que permita transiciones del dtomo de hidrégeno desde el
estado fundamental al primer estado excitado (1 — 2).

Solucidn. Consideramos kp=8,617x107° eV-K~1. Suponiendo que energia térmica permite la
subida de nivel desde el estado fundamental (n = 1) al primer estado excitado (n = 2) plan-
teamos AE = 3kgT'/2. En unidades eV, 13.6(1 — 1/4) = 3kpT/2, de donde T" ~79.000 K.
Esta es una temperatura altisima. Para tener una idea, la temperatura superficial del Sol se
estima en 5.770 K. Es por tal motivo que excitaciones de hidrégeno desde el estado funda-
mental son inviables mediante calentamiento convencional, como lo pudiera ser un horno.
Los tubos de descarga son una solucién efectiva. Un célculo analogo para la ionizacién total
del dtomo de hidrégeno implica temperaturas del orden de 105.000 K. A esta temperatura
los electrones forman un plasma, dejando de tener pertenecia a algtin nicleo en particular.

2.4. El efecto Compton (Compton - 1923)

En 1923 Arthur H. Compton encuentra evidencia adicional acerca de la naturaleza cor-
puscular de la luz. El estudiaba el scattering de rayos X desde grafito (carbén). En estos
experimentos un haz de rayos X incide sobre una muestra de grafito y se analiza la deflexion
del haz emergente. Los rayos X los podemos entender como una onda electromagnética de
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muy alta frecuencia. Cldsicamente se espera que las cargas eléctricas, afectadas por los rayos
X, oscilen con la misma frecuencia del haz de luz incidente. Por lo tanto, la reemisién de la luz
debiera ocurrir con la misma frecuencia incidente, independiente del angulo de observacién.
Sin embargo Compton encuentra que a un mismo angulo de observacién, el espectro de los
rayos emergentes exhibe dos maximos, como se ilustra en el diagrama derecho de la figura.
A este fendmeno se le reconoce como efecto Compton.

Wv:'? /> 6=90°

<
.
.
\ e
\
|
;

Figura 2.8: Observaciones de Compton

Si bien hubo intentos desde la fisica cldsica para dar cuenta de este comportamiento,
ellos resultaron insatisfactorios. El problema era abordado en el marco de la interaccion de
ondas electromagnéticas con electrones, las cuales nunca permitieron entender los resultados
experimentales. Sin embargo, al abordar este fendmeno desde un punto de vista de colisiones
entre fotones y electrones (scattering ~ye) es posible describir el fenémeno cabalmente. Esta
explicacién la aporta Compton en el afio 1923.!

La energia de los rayos X utilizados era del orden de unos 20 keV, unas 1500 veces la
energia de ligazén de los electrones en su estados fundamental. Ello permite suponer que los
electrones constituyentes estan practicamente libres ante sus colisiones con los fotones. Se
estudia entonces la colisién de un fotén, de cuadrimomentum p., = (w, k), con un electrén
en reposo cuyo cuadrimomentum es p. = (m,, 0). Aqui hacemos uso de unidades naturales,
donde h = ¢ = 1, para reconstituir dimensionalmente al final. Los momenta del fotén y
electrén luego de la colision se representan por p! = (w', k') y p, = (E, p), respectivamente.

Figura 2.9: Colision fotén-electrén

Imponiendo conservacion de energia-momentum se obtiene
(w, k) + (m,0) — (W', k') = (E,p) . (2.9)
LArthur H. Compton, Physical Review 21, 483 (1923).
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Calculando el cuadrado a ambos lados, en el sentido de Lorentz, y considerando (E, p)? = m?

para el electfon y (E.,p,)? = 0 para los fotones, se obtiene
me(w — w') = ww'(1 — cosb)

donde se ha identificado cosf = k - k. Tomando w = 27/X inferimos, luego de hacer
reaparecer hy c

N —=X= X (1—cosb), (2.10)

donde A\ corresponde a la longitud de onda de Compton del electrén dada por

h
Ao = .

MeC

El comportamiento para la longitud de onda del fotén luego de la colisiéon con el electrén
dada por la Ec. (2.10) da cuenta del segundo pico en la intensidad de los rayos X observados
a un angulo . Esta descripcién lograda por Compton al fendmeno de rayos X persuadié a
muchos detractores del fotén a aceptar la idea corpuscular de la luz. Aqui nuevamente se
manifiesta la constante de Planck, en la separaciéon entre los dos maximos de intensidad de
los rayos X observados.

La longitud de onda de Compton surge mas adelante como una limitacidn intrinseca para
la medicién de la posicidn de una particula. La idea detrds de ésto es que mientras mayor es
la energia de un fotdn, mas corta es su longitud de onda y por ende mayor es la resolucién
espacial para localizar una particula. Pero esta energia tiene un limite, la masa de la particula
a localizar. Cuando la energia hv aportada por el fotén es mayor que la energia en reposo de
una particula, mc?, consideraciones energéticas no impiden la creacién de nuevas particulas.
Por lo tanto la capacidad de localizar la particula se pierde. Al igualar hv = mc?, con \v = ¢,
inferimos que la longitud de onda que limita esta precision es A = h/mc, es decir la longitud
de onda de Compton. Un anélisis mas prolijo sobre este tema permite identificar la longitud
de onda de Compton reducida, denotada por A, como el limite de tal resolucién espacial.
Ella viene expresada por

En el caso del electrdn se tiene Ao ~ 386 fm, bastante mayor al tamaiio de un nicleo atémico
cuyos radios varian entre 2 y 7.5 fm.
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Capitulo 3

Mecanica ondulatoria

3.1. Comportamiento dual de la luz

Una vez introducida la teoria electromagnética de Maxwell y realizadas las verificaciones
que le siguieron, el consenso se inclind hacia la aceptacion de la naturaleza ondulatoria de la
luz. Por otra parte, la nocién corpuscular de la luz introducida por Einstein dejé sorprendidos
a muchos y por largo tiempo.

La componente eléctrica de una onda electromagnética plana puede ser descrita mediante
E(r,t) = Ey 'kt (3.1)

donde k representa el vector nimero de onda y w la frecuencia angular. Si la propagacién es

en el vacio, entonces
w
—=c.

k

Estas mismas cantidades fisicas son las que Einstein les hace corresponder el fotén. En este
caso su energia esta dada por £/, = hw. Para el momentum recurrimos a la relacién energia—
momentum E? = p?c? + m?c?*, la que nos permite obtener el momentum p = (E, /c)p =
(hw/c)p. Puesto que w/k = ¢, se obtiene

p=hk.

Ademds, puesto que el nimero de onda k se expresa en términos de la longitud de onda,
k = 2m/)\, entonces obtenemos la siguiente relacién entre longitud de onda y momentum
para la luz

h
\ = . (3.2)
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Un ingrediente adicional y crucial es la propiedad de superposicién de las ondas electro-
magnéticas, garantizada por la naturaleza lineal de las ecuaciones de los campos.

3.2. La hipétesis de de Broglie

En 1924, Louis de Broglie introduce una hipdtesis sumamente osada en su tesis doctoral.
En ella él parte de la concepcién de que la naturaleza es simétrica, por lo que el comporta-
miento dual de la luz postulado por Einstein se debe expresar también en la materia.

Las ondas electromagnéticas estan caracterizadas por su frecuencia w y su vector de
ondas k. A éstas se les hace corresponder la energia y momentum del fotén:

E=hw, p=hk.

En forma equivalente, de Broglie postula a que la materia (particulas materiales) estan
caracterizadas por su energia E© y momentum p, haciéndoles corresponder una frecuencia y
vector niimero de ondas andlogas a los fotones:

W= — k=

E P
h h-

De esta ultima surge que a la materia se le puede asociar una longitud de onda A:

h
A= > (3.3)

Con este argumento de Broglie fué capaz de interpretar geométricamente el tercer postu-
lado de Bohr, en el cual el momentum angular es un mdltiplo de A, vale decir L = rp = nh.
Bajo este supuesto 27 = nA, equivalente a decir que el perimetro de las drbitas estacio-
narias de Bohr es un miiltiplo de la longitud de onda del electrén ligado. No obstante, para
muchos fisicos de la época ésta no era mas que una mera coincidencia.

Fué en 1926, cuando los fisicos norteamericanos C. J. Davison y L. H. Germer! observaron
que al hacer incidir un haz de electrones monoenergético sobre un blanco de sodio (Na) el
haz emergente exhibe un comportamiento de difraccién igual al de los rayos X. La geometria
del patrén de difraccidn, en el caso de los rayos X, estd determinada por la geometria de
la red (conocida) y la longitud de onda \ de la onda incidente. Lo notable, en el caso del

1C. J. Davison y L. H. Germer, Physical Review 30, 705 (1927).
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haz de electrones, es que el patron de difraccién observado coincidia perfectamente con la
longitud de onda A establecida en la hipétesis de de Broglie: A = h/p, donde

oy
om

con V el voltaje de aceleracién del haz de electrones. Este experimento constituyd una prueba
contundente en favor del comportamiento ondulatorio de la materia.

Figura 3.1: Difraccién de rayos X (arriba) y electrones (abajo) debidas a una pelicula de aluminio.

Ejercicio 3.1 Los electrones de conduccién en una barra de cobre tiene una energia cinética
del orden de 7 eV. Calcule la longitud de onda de de Broglie asociada y comparela con la
distancia interatémica. La densidad del cobre es p = 8900 kg/m?3 y su nimero de masa,
A=60.

3.3. Consecuencias de la hipdtesis de de Broglie

Al igual que las ondas electromagnéticas, de Broglie postula a que las ondas de materia
satisfacen el principio de superposicion. En el caso limite de una onda plana caracterizada
por k = p/h, ella representa una ondicula de momentum completamente definido, p. En tal
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caso escribimos,

p(r,t) = ¢t (3.4)
kE = p/h,
— E/h

Si bién la onda plana tiene un momentum absolutamente definido, ella inunda todo el espacio,
lo que se traduce en una imposibilidad de localizar la particula. Como veremos mas adelante,
la densidad de probabilidad de encontrar la particula estd dada por el médulo-cuadrado de
la funcién de onda. En este ejemplo, |¢(r,t)|> = |¢o|?, constante. Vale decir, el momentum
de la particula estd totalmente definido, pero su localizacién es minima: la probabilidad de
detectar la particula es la misma en cualquier parte del espacio.

P(r,t) = g e’ U(r,t) = § Ay el dk

Onda plana Paquete de ondas

Cualquier intento de localizacién exige superponer contribuciones de distinta longitud de
onda, de la misma forma como se procede con las series o integrales de Fourier. Cuando ello
ocurre, entonces se pierde la definicion del momentum pues son muchas las componentes
que participan en la construccién del paquete de ondas. Esta competencia localizacion <
definicion de momentum conlleva al principio de incertidumbre de Heisenberg, expresado por

h
AxAp, > 7 (3.5)

Al igual que los fenémenos ondulatorios cldsicos, las ondas de materia también son
caracterizadas por su velocidad de fase (v,) y velocidad de grupo (v,), determinadas por la
relacién de dispersion w = w(k). En el caso de particulas libres, la velocidad de fase

w E  p*2m 1 p
V) = — = — = —  — _ —
Tk p P 2 m’

conlleva a que la velocidad de grupo,
_dw dE p

Py,
YT ak T dp om <
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Claramente el vacio es un medio dispersivo para las ondas de materia, lo que implica que los
paquetes de onda se deforman a medida que transcurre el tiempo.

Evolucion de un paquete de ondas en el vacio. Estudiemos un paquete de ondas gaussiano
en el vacio. A fin de simplificar la manipulacién algebraica trabajaremos con k en vez de p.
Desde un punto de vista fisico, ambas cantidades son completamente equivalentes. En 1D
construimos

W(z,t) dk p(k) e'k=+t) | (3.6)

)

donde ¢(k) desempefian el rol de los coeficientes de Fourier. Nos damos como condicién
inicial la distribucién siguiente:

U(z,0) = N e /% (3.7)

La evolucién del paquete se obtiene expeditamente una vez que determinemos los coeficientes
¢(k). Para ello imponemos

0
N e #/% = f dk ¢(k / x e e f dx 3.8
Vor » &%)

con lo cual

o(k \/%f dr e 252 ke (3.9)

La integral de la derecha se puede llevar a cabo analiticamente mediante el uso de técnicas
de integracion en el plano complejo, como se explica en el Apéndice B.1. Con ello se obtiene

#262
¢p(k) =NEe 2, (3.10)
con lo cual
N 0 2.2
U(z,t) = 3 dl e~ eilhe—wt) , (3.11)

Ver )

donde w = w(k) = hk?*/2m. Por lo tanto,

U(x,t) e K (G Figp)vike (3.12)

AN

Nuevamente la integracion en k se puede reducir a una integral en el plano complejo, de lo

cual se obtiene
—22/9
z/ ) . (3.13)

N
S+ itmez P (£2+zht/m

U(x,t) =

Universidad de Chile fcfm

Avance 02-jul-2015



40

Capitulo 3. Mecanica ondulatoria

Claramente este resultado cumple con la condicién dada para W en t = 0. La forma del
paquete se analiza considerando la evolucién del modulo al cuadrado de la funcién de onda,
|U(z,t)|%, que como se verd mas adelante representa la densidad de probabilidad de encontrar
a la particula en torno a z. En tal caso se puede observar que el ancho o del paquete de
ondas evoluciona de la forma

&+ (ht/m)? . R%t
o’ = e = o0 = gt (3.14)
Para tiempos grandes, vale decir it » m&?, o ~ ht/mé&. Con ello
. h he
o) c.

T mE T me

Se puede apreciar que la tasa con que se ensancha el paquete de ondas depende de la masa
de la particula y de su dispersién inicial £. Para un electrén (m.c* ~ 0,5 MeV) localizado en
el entorno de un dtomo (£ ~ 10* fm) tenemos & ~ % ¢, una velocidad nada despreciable
para el mundo atémico. Para un neutrdn, en tanto, la velocidad es 1800 veces mas pequeiia:
o~ 6,7 km/s.

3.4. La ecuacidon de ondas de Schrodinder

Erwin Schrodinder, fisico austriaco, estaba completamente fuera del grupo Gottingen-
Munich-Copenhagen, escuelas lideradas por Sommerfeld, Bohr y Born. El toma la idea de
de Broglie y la lleva mas alld de la dualidad, dandole a las particulas un comportamiento
totalmente ondulatorio. En un comienzo buscé una ecuaciéon de ondas relativista, sin em-
bargo dificultades inmanejables en ese entonces lo llevaron a resignarse con una ecuacién
no relativista. Afos mas tarde un reestudio de la ecuacidn de ondas relativista conduce a la
ecuacién de Klein-Gordon, recurrente en el estudio de campos de particulas sin spin.

La primera ecuacién de ondas, reconocida como ecuacion de Schrodinger, fué reportada
hacia fines de 1925. Se trata de una ecuacién diferencial de segundo orden en las coordenadas
espaciales y primer orden en el tiempo. Podemos, retrospectivamente, reconstruir la ecuacion
de Schrodinger introduciendo los siguientes supuestosi.?

Sea U(r,t) la funcién de onda de una particula.

A) La ecuacién para U debe ser lineal y homogénea, de modo que la superposicién de
ondas también sea una solucién.

2Albert Messiah, Quantum Mechanics, Vol 1, Cap. IIi, North-Holland, The Netherlands (1991).
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B) La ecuacién diferencial debe ser de primer orden en el tiempo, de modo que ¥(r,t)
quede completamente determinada por ¥(r,0)

Consideremos una onda plana con la identificacién de w y k establecida por de Broglie:

U(r,t) = A ePr=BO/M (3.15)
Entonces,

aa_‘f — _Z% v - m%_f - BV (3.16)

Worw = (3.17)

227\12[ = —Z—% v - —hZa;T\I; = pov (3.18)

ViU = —2—2 v > RV =p'T . (3.19)

Puesto que para una particula libre esperamos E = (p2 + pz + p?)/2m = p?/2m, entonces

K, o

que es la reconocida ecuacién de Schrodinger. En ella se identifica la correspondencia

E — iho, (3.21)
p — —ihV. (3.22)
Entonces la ecuacién de Schrodinger se puede escribir
p’
(—> U = iho, VU , (3.23)
2m op

donde el subindice ‘op’ denota operador diferencial. En presencia de una interaccién, la que
queda definida por un potencial V, postulamos a la extensién

2 2
(p—> - (p— + V> , (3.24)
2m op 2m op

con lo que obtenemos

B, Lo

Para el estudio de un sistema debemos identificar sus caracteristicas fisicas relevantes,
en particular las interacciones a las cuales sus constituyentes estan sometidas. Cldsicamente
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ello nos conduce a la construccién de un hamiltoniano: H, = H(q,p). La cuantizacién
del sistema se puede lograr sustituyendo p — pop, ¢ — Gop, de modo que el hamiltoniano
cuantico se puede plantear como H,, = H(qop, Pop)- Las soluciones estacionarias, muy dtiles
para construir bases de autofunciones, son soluciones del tipo

W(r,t) = ¢(r) e
que satisfacen la ecuacién de valores propios
Hopp = Ev . (3.26)

Examinemos, en este contexto, lo que ocurre en el caso de un dtomo de hidrégeno. En
tal caso la interaccién entre el centro de fuerzas (un protén) y el electrén estd dada por
V(r) = e?/r, de modo que la ecuacién de Schrodinger queda expresada por

R? e

(——v2 + —) W =Ey . (3.27)
2m r

La solucién mas sencilla es aquella esféricamente simétrica, donde ¢(r) = f(r). Sustituyendo

y representando el laplaciano en coordenadas esféricas, obtenemos

d*(rf) 2me? 2mE

d’r’2 + h2 f = —F’f’f . (328)

Si probamos una solucién del tipo f ~ e=?", su reemplazo en la ecuacién anterior conduce
a las siguientes identidades:

B = ﬂ;_i (3.29)
B = —27;;E, (3.30)

de las cuales se infiere
4

E=_"—"
2h%

(3.31)
en total concordancia con el resultado para la energia del estado fundamental del modelo
de Bohr. Este resultado fué sorprendente, constituyendo un gran estimulo para el estudio de
fenémenos a escala atémica mediante la ecuacién de ondas propuesta por Schrodinger.

En este ejemplo introductorio hemos obviado el analisis de soluciones no esféricamente
simétricas, correspondientes a soluciones de momentum angular no nulo. Tal estudio se vera
en detalle mas adelante.
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3.5. Interpretacion fisica de la funcién de onda

Hacia fines de 1926, Max Born interpreta el cuadrado del médulo de la funcién de onda,
|U (7, t)|?, como la densidad de probabilidad de encontrar a la particula en 7 en el instante
t. Entonces, la probabilidad de encontrar una particula descrita por una funcién de onda
U(r,t) en un entorno volumétrico d*>r = dr de r estd dada por

|\I/('r,t)\2d7'.

En ese contexto, W(r,t) representa la amplitud de probabilidad de la particula, una funcién
compleja dependiente de la posicién y del tiempo, es decir un campo. Esta interpretacion se
hace mas evidente luego de obtener una ecuacién de continuidad asociada a la ecuacién de
Schrodinger. Consideremos una particula sometida a un potencial escalar real V(7). Tomando
la Ec. de Schrodinger asociada y multiplicamos por U* se sigue el siguiente desarrollo

h? o

——V (VU v = ih—/ U* .32
2mV (VU)+V Zh&t/ X (3.32)
h? oV
——U* V- (VU U* v = hv* — . .
o V- (VU)+V th p (3.33)
Tomamos la ecuacién compleja conjugada y restamos,
h? . . , ov* L 0V
—%[\PV-(V\D )—U* V- (V)] = ih <\I’ N + U %) =
h 0
—V - [U*(VY) — (VU] + — |2 = 0. .34
V[0 (V) - (V)] + 5 (B = 0 (334)
Esta dltima ecuacién tiene la estructura
ap
J+==0 3.35

en total analogia a la ecuacién de continuidad de la carga eléctrica en electromagnetismo. La
interpretacion fisica a este resultado es directa si identificamos la densidad de probabilidad
p y densidad de flujo de probabilidad J por

o) = |U(r )P (3.36)
J(rt) — %[xp*(vm—(w*)xy]:%m{xy*(wf)} (3.37)

Con esta construccidn, si p(r,t) representa la densidad de probabilidad, entonces J(r,t) se
interpreta como la corriente de probabilidad.

Examinemos este resultado en el caso de una onda plana, U(r,t) = A ekt
Claramente p(r,t) = |A|%. Para obtener la densidad de corriente notamos que V¥ =
ik A etkm=1) con lo cual

hk P
J=— AP == |A].
m m
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Resulta evidente la estructura J = pwv para la densidad de corriente de probabilidad.

3.6. La norma de la funcion de ondas

Si W representa la funcién de onda de una particula en un dominio €2, entonces |¥(r, t)[?> dr =
p(r,t) dr expresa la probabilidad de encontrar la particula en un volumen infinitesimal dr
en torno a r. Con esta interpretacidén exigimos que la norma

N = jjf p(r,t) dr, (3.38)

exista y sea independiente del tiempo. Para ello es necesario que p(r,t) no tenga patologias.
En particular, si €2 abarca todo el espacio, exigimos que

[ para |r| — o,
con € real positivo. Para la funcién de onda esta exigencia se traduce en que ella debe decaer,
a lo menos, mas fuerte que

1
qj—’m para\r’—>oo.

Si esta condicidn no se cumple entonces la funcién de onda no es normalizable.

Examinemos ahora la conservaciéon de la norma. Para ello escribamos la ecuacion de
Schrodinger de la forma general

e
ihr = HV . (3.39)

Al igual que como se hizo anteriormente, multiplicamos W* por la izquierda y consideramos
la ecuacién conjugada:

L. OV * .
1hWU il U*(HW) N
L ov* .
—ih N U = (HU)*W
Entonces,
zh% (U*W) = U*(HV) — (HU)* WV . (3.40)
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Integramos sobre todo el espacio Q2 y utilizamos la definicién de N dada en Ec. (3.38),
obteniendo

0

6/1[ — [{[ tw*Hw) - (Hwy ] dr . (3.41)

g

Si la integral al lado derecho es nula, entonces ON /0t = 0, lo que es efectivo si H,, es
hermitico. En particular, si descomponemos H,, = K,, + V,,, la condicién de hermiticidad
recae sobre V,,. En casos en que la interaccién es descrita mediante un potencial V' (r), esta
condicién equivale a exigir que éste sea real.

Ejercicio 3.2 Obtenga la ecuacién de continuidad asociada a la ecuacién de Schrodinger
para un potencial V = U + iW, con U y W funciones reales de la posicién. Interprete los
casos W >0y W < 0.

En resumen, la conservacién de la norma estd garantizada con la hermiticidad del ha-
miltoniano. A la inversa, no hermiticidad del hamiltoniano conduce a no conservacidon de la
norma. Una interaccién no hermitica representa una fuente o sumidero de densidad de proba-
bilidad. Si bien al comienzo ésto puede parecer exdtico, existen diversos sistemas fisicos que
exhiben tal comportamiento. Todo depende de que defina uno como el sistema, analogo a los
sistemas mecanicos donde intervienen fuerzas de roce. En este ultimo el roce constituye un
canal mediante el cual el sistema intercambia energia con el resto del universo. En un sistema
cuantico, la no hermiticidad del hamiltoniano constituye un mecanismo (canales) mediante
el cual el sistema intercambia particulas con el resto del universo. EI modelo dptico en fisica
nuclear se basa en un potencial no hermitico que da cuenta de la pérdida de flujo de un haz
de particulas cuando interactda con el nicleo atémico. Esa pérdida de flujo tiene su origen
en la existencia de multiples canales por donde se puede perder parte del flujo incidente. Lo
interesante es que existen formalismos basados en primeros principiios mediante los cuales
se puede dar cuenta de estos efectos.

Ejercicio 3.3 Obtenga y normalice la funcién de onda ¢ (r) del dtomo de hidrégeno en
su estado fundamental. Determine la probabilidad de que el electrén se localice a distancias
r < 2 fm del centro de fuerzas. ; Cuantos dtomos se necesitan para que uno de sus electrones
sea sorprendido dentro de 2 fm del niicleo, con una probabilidad de 10 %?
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3.7. La funcidn delta de Dirac

La funcién 6 fué introducida por Paul Adrien Maurice Dirac en los afios 20 como una
herramienta para manejar ciertos tipos de infinitos recurrentes en sus estudios sobre los
principios de la mecdnica cudntica®. En ella se define la cantidad d(z), que depende de la
variable real x y que cumple con las condiciones

dz)=0 para x # 0, (3.42)

JOO d(z)de =1. (3.43)

Para visualizar §(z), ella se trata de una funcién nula en todo el dominio de z, excepto en
una vecindad muy pequefa alrededor de x = 0 y cuyo ancho es ~¢, donde §(x) crece como
1/e. La forma exacta de esta funcién no importa mientras cumpla con la condicién 3.43. En
este sentido 0(x) no representa una funcién en su forma usual, razén por la cual Dirac la
denomina ‘funcién impropia’. Actualmente es un estandar referirse a esta funcién como delta
de Dirac. De la definicién dada en las Ecs. (3.42) y (3.43) surgen las propiedades

5(z) = 5(—) , (3.44)

() = 0, (3.45)

5az) — ﬁé(m) , (3.46)

5(a® — a?) — ﬁ 6(z — a) + 6(z + a)] . (3.47)
(f(z)) = Zk: % , con zy's las raices de f(z) =0, (3.48)
F@)5( — a) = F(@)d(z —a) , (3.49)

Una identidad particularmente (til es la llamada identidad de Sokhotski—Plemelj, donde

— P~ —ind(x). (3.50)

En esta ecuacién se subentiende que ¢ — 0, mientras que P se denota valor principal en el
sentido de Cauchy.

Hay situaciones donde resulta conveniente el uso de formas explicitas, denominadas
representaciones de la delta de Dirac. Se trata de construcciones basadas en un pardmetro

3P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford Science Publications, 4ta Ed. (1991).
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auxiliar, cuyo limite a un valor adecuado cumpla con las condiciones en las Ecs. (3.42) y
(3.43). Listamos algunas de ellas, cuyas demostraciones son relativamente sencillas.

6(z) = lim 5\/1% e (3.51)
5(z) = gﬂ%% g (3.52)
(x) = lim % , (3.53)
0(x) = lim 2—1€e|1|/€ : (3.54)
5(z) = lim — (3.55)

e—0 2¢ cosh?(z/e)

Estas cinco representaciones son ilustradas en la Fig. 3.2, donde también se incluye una
grafica de un escalén de anchura 2¢ y altura 1/2¢.

1/2e —

Figura 3.2: Representaciones de la 6 de Dirac. La rotulacién de las curvas guardan correspondencia
con las Ecs. (3.51-3.55). En todos estos casos se ha usado ¢ = 0,1.

Otras dos propiedades convenientes de tener presentes son

5(x) = %(f) , (3.56)

5z) = - foo e i (3.57)

:%700

En la primera de ellas © corresponde a la funcién escalén de Heaviside. La extension de la &
a tres dimensiones, cuando r = (z,y, z), se define

d(r)=4d(x)d(y)o(z) . (3.58)
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Si bien es usual hacer explicita la tri-dimensionalidad en la § mediante la notacién ) (r), es
frecuente omitir el superindice ‘(3)'. El cardcter 3D de la § queda técito en la dimensionalidad
del argumento. Es directo comprobar que la definicién en la Ec. (3.58) conduce a la identidad

o) = ¢ 271T)3 J Pl

donde d®k = dk,dk,dk,, con la integracion en todo el espacio.

3.8. La funcién de onda en espacio de momentum

Antes de abordar el tema sobre valores de expectacién asociados a operadores (ob-
servables) busquemos una interpretacién fisica a la funcién de onda en representacién de
momentum, que en terminologia matematica se entiende como espacio de Fourier. Conside-
remos un paquete de ondas libre, el que como hemos visto, se puede representar como una
superposicién de ondas planas de momentum k y energia w = k?/2m. Aqui hemos tomado
h = 1 a fin de simplificar el dlgebra; al final reconstituiremos los resultados dimensionalmente.
Por simplicidad consideremos propagacion a lo largo del eje z, de modo que

W(x,t) i(ka=k*t/2m) g (3.59)

mff

Observemos que

2 2 2
ho— L (k=) ()7
2m 2m 13 t
con lo cual podemos reescribir ¥ (x,t),

(x,t) = \/%exp (ima?/2t) Jj:o f(k) exp lz% (k: — T> ] dk . (3.60)

fase

Al examinar esta expresién notamos que la fase no contribuye en el cdlculo de [¢)|?, por lo
que nos centramos en el estudio de

ol 1) = \/% fw (k) expl (e ] d: (3.61)

Nétese que el término mx/t tiene dimensiones de momentum, lo que motiva introducir la
variable auxiliar p = mx/t. Ademads, efectuamos la traslacién & — k + p en la integral de
arriba, con lo cual

2
Y= \/%J f(k+p) exp<;k>dk. (3.62)
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Esta integral oscila fuertemente para |k| altos, por lo que sus contribuciones importantes
provienen para valores de k pequefios. Se propone demostrar que esta integral se puede
aproximar a

1 * tk?
0~ o f(p) J_Oo exp (z %) dk , (3.63)

la que puede ser resuelta analiticamente como se muestra en el Apéndice B.2. Usando la
Ec. (B.2) se tiene

1 mm
= — 14+12)4]—. 3.64
b= Flp) (M +d) 4 /= (3.64)
Por lo tanto
m
el = 1r@)l” = (3.65)
con lo que
mdzx
0,0 dz = |F R 5 = 1 F ) dp (3.66)
La probabilidad de que la particula se encuentre entre z, y x; en el instante ¢ es
Ty, ) may/t )
Plraastl= | ol de= | 1@, (3.6)
Ta mxg/t

En el esquema izquierdo de la figura de mas abajo se ilustra un paquete de ondas en espacio
de coordenadas. El paquete se propaga hacia la derecha con poca deformacién. En esta
ilustracion se observa que en el instante ¢;, gran parte del paquete se encuentra entre z, y
xp, lo que sugiere que P[x,, xp;t1] es cercana a 1.

Figura 3.3: Paquete de ondas en coordenadas y momentum.

Del término derecho de la Ec. (3.67) notamos que

mxp/t1
f ()P dp

mza/t1
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también es cercana a 1, implicando que gran parte de su distribucién (esquema derecho) esta
contenida entre los limites inferior y superior de la integral, vale decir, entre p, = mxz,/t; y
Py = mxp/t;. El momentum dominante py lo podemos estimar con la semisuma de p, y pp,
i.e. po = m(x, + xp)/2, coincidente con una estimacién del momentum lineal en el sentido
clasico. Este andlisis sugiere una interpretar la funcién de ondas en espacio de momentum
como la amplitud de probabilidad de que la particula tenga un momentum entre py p + dp.

Antes de concluir esta seccion es oportuno hacer un par de alcances. Si la funcién P(r,t)
es cuadrado integrable, entonces su transformada de Fourier 1(k,t) queda definida por

1 f‘

¢(T,t> = W ) dk Gik.r &(k,t) . (368)
De esta definicion se infiere

7 1 [ —ik-r

U(k,t) = @ | dr e ™7 (r,t) . (3.69)

Ademas, la transformada de Fourier preserva la norma, vale decir,
| wrtrt oty ar = | 5000) k1) ke

Es frecuente que se aluda a ¢)(k) como (r) en espacio de Fourier. Como hemos visto
recientemente, la funcién de onda zZ(p) tiene un significado bién especifico en relacién a
la distribucién de los momenta, por lo que nos referiremos a ella como funcién de onda en
representacion de momentum. Asi entonces, la propiedad de inversion de la transformada
de Fourier garantiza que toda la informacién fisica contenida en (7, t) lo esta también en
U(k,t) — 1 (p,t), donde hemos hecho uso de la hipétesis de de Broglie p = hik. Esta ob-
servacion es muy relevante puesto que sugiere que () y @(p) constituyen representaciones

de un mismo objeto que en un sentido abstracto lo podemos simbolizar mediante

¥) .

Sus proyecciones en espacio de coordenadas o de momentum representan a funciones pro-
piamente tal y se expresan por

(r) = {rly),
(p) = (plv). (3.70)

4
g

3.9. Valores de expectacién

Se define el valor de expectacion de un observable como el valor medio de los valores
observados luego de muchas mediciones del mismo. Ello supone un numero muy grande de
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mediciones bajo idénticas condiciones. Si denotamos por p; la probabilidad de que al medir
un observable €2 éste arroje el valor w;, entonces el valor de expectacién de 2 es

Aqui hemos supuesto que las probabilidades p; estan normalizadas, vale decir > . p; = 1.

Es importante seialar que el valor de expectacidn no corresponde al valor mas probable.
Por ejemplo, consideremos un dado y sus seis caras, cada una de ellas con un nimero asociada
del 1 al 6 (observable). La probabilidad de que al lanzar el dado resulte cualquiera de estos
seis observables es 1/6. Entonces, el valor de expectacién del observable ‘cara del dado’ es

(Carade dadoy = tx1+ ¢x2+ ¢x3+ x4+ x5+ +x6=3,5
Como se observa, este valor de expectacion no corresponde a uno de los valores medibles.
La equivalencia entre las funciones de onda en representacion de coordenadas y de mo-

mentum, sus respectivas interpretaciones probabilisticas y la hipdtesis de de Broglie, justifican
|las siguientes definiciones de los valores de expectacién de la posicién, { 7 ), y del momentum,

(p)

(r)
(p)

La relacion entre ambas representaciones esta dada por

1 ) ~
W J dp elp'T/h w(p, t) . (371)

J U*(r,t) r U(r, t)dr,

J U*(p,t) p U(p,t)dp .

b(r,t) =
Utilizando en forma explicita esta transformacién y su relacién inversa, ademds de la propiedad
H dr ¢ K0T — (27)356) (1 — k) |

se propone verificar algunas de las siguientes propiedades
P — J U (rt) (=ihVa) U(r,t)dr , (3.72)

ry = f T (p,t) (+ihV,) T(p,t)dp . (3.73)

Estos resultados sugieren introducir la nocidn de representacion para los operadores de po-
sicion y de momentum, donde

rop U(r,t) =r U(r,t)

Pop V(r,1) = —ihV, U(r, 1) } Representacién de coordenadas , (3.74)
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y ademds

} Representacién de momentum . (3.75)

NOTA: A fin de simplificar la escritura denotaremos los operadores mediante simbolos con
‘tongo’ o ‘hat’. Asi, A,, — A. Las componentes del operador posicién se denotan por z, ¥y
y Z, o genéricamente por Z;, con ¢ = 1,2 6 3. Analogamente, los momenta respectivos se
denotan por p,, Py y D., 0 genéricamente por p;.

Una consecuencia notable de las definiciones anteriores es la propiedad de no comutati-
vidad de los operadores asociados a la posicion (Z;) y al momentum en la misma direccién
(pi)- En efecto, se proppone verificar que

(Z:ip; — DjT;) ¥ = ihd;; VU

independientemente de W y su representacion. Esto sugiere postular que los operadores 7 y
p. satisfacen, en un sentido general,

i pj — Dy T = [24,D5] = 1hdy; .

Aqui [1] simboliza el conmutador de los operadores separados por la coma, de modo que
si Ay B son dos operadores, entonces [A, B] = AB — BA.

EjercicioA3.4 R ASgan 121 B y C operadores lineales que satisfacen A(B + C’) — AB + A(j
y (AB)C = A(BC). Demuestre las siguientes propiedades para conmutadores:
|

Observar que las propiedades (d) y (e) implican

R oG
[m,F(p)] - Zh0_ﬁ7 [ ,G(l’)] = —ih 0% )

donde suponemos que tanto F'(p) como G(&) se expresan como series de potencias de la
forma F' =, a;p*; y G =Y, by2®. Ademds, se subentiende

0
op

0

ﬁn _ nﬁn—l : Aj,m _ mim—l )
oz
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Ejercicio 3.5 Para U(r,t) normalizable, demuestre que el valor de expectacién de la
/ e . " . 2
energia cinética es siempre positiva, vale decir ( K, ) = { U* (== V2)U d&r > 0.

Solucién. Dado que ¥*(V?)¥ = V - (U*V¥) — [VU|?, entonces
fd?’r\ll*(—VQ)\I/ = —jd?’rv (T*VU) + fd?’rvqf\? :

La primera integral del lado derecho se evalia usando el teorema de Gauss y suponien-
do que U*VU¥ — (0 mds rdpido que 1/72. En tal caso esta integral es nula, por lo que
§dPri*(— 2920 = 22 { @r|VT|2 > 0. Por lo tanto el valor de expectacién de la energia
cinética para estados confinados es siempre positiva.

Ejercicio 3.6 Obtenga y normalice la funcién de onda 1 (r) del dtomo de hidrégeno
en su estado fundamental. Con ella calcule su radio cuadritico medio /{r?) , el valor de

expectacién de su energia (K + V) y su representacién en espacio de momentum (% = 1),
(k) = Gy §dr e ().

Ejercicio 3.7 El 4tomo de tritio (°H) estd formado por un electrén ligado a un nicleo
constituido por 1 protén y 2 neutrones, de cargas +e¢ y nula, respectivamente. Denotemos su
hamiltoniano por H. El decaimiento 3 de uno de los neutrones del nicleo, n — p + e + 7,
hace que el nicleo se transmute stbitamente a 2 protones y 1 neutrdn. El electrén creado
abandona muy rapidamente el atomo, quedando como resultado un dtomo ionizado de helio-3
(®*He™). Denotamos su hamiltoniano H’. Si inicialmente el d&tomo de tritio se encuentra en el
estado fundamental, calcule el valor de expectacién de la energia (H'). Evalue numéricamente
y compare con el estado fundamental del tritio. Suponga que la transmutacién es muy subita,
de modo que la funcién de onda del electrén en érbita no cambia ante el decaimiento (3.

Ejercicio 3.8 Un electrén se encuentra en el estado fundamental ¢y en un pozo infinito
unidimensional de ancho 2b (b ~ 1 nm), donde V'(|z| < b) =0, y V(|z| > b) = 0.

a) Obtenga ¢(x) y estime la fuerza (en unidades de energia/distancia) que el electrén ejerce
sobre las paredes. Calcule y grafique gz~5(k:) Interprete.

b) Sibitamente el potencial desaparece y la particula queda libre. Explicite las expresiones
que permitan evaluar p(z,1).

c) Explique porque en este sistema se debiera esperar que {p, » =0, y (p2) # 0.
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3.10. La ecuacidén de Schrodinger en espacio de momentum

Si bién es comin centrarse en el estudio y aplicacién de la ecuacién de Schrodinger en
espacio de coordenadas, su estudio en espacio de momentum ofrece una forma alternativa
que puede ser particularmente util. Esta idea se afinara mas adelante, y posiblemente en
tratamientos mas avanzados sobre el tema.

Para fijar ideas, consideremos un caso unidimensional donde una particula de masa m
es sometida a un potencial V' (z). La ecuacién para la funcién de onda #(z) en estado
estacionario en espacio de coordenadas esta dada por

h? 02
—%% + V(z)y = Ey

Consideremos la representacion

1/1 ZL’ zkx¢

7

Observar que

Py
2 Vo f =)

oo ., - - i .
Sustituimos en la ecuacién de Schrodinger, multlpllcamos por e~ e integramos en la

2)e o (k) dx

variable . Adem3s hacemos uso de la identidad {*_e'**)*dy = 2r§(k’ — k), donde ¢
denota la funcién delta de Dirac, para obtener
th/Q
5 J dx f dke™* 2V (z)e* 2 (k) = E¢ (k)
Definamos ahora la transformada de Fourier del potencial V (k),
~ 1 o0 )
V(k) = o LO V(z)e™ do
con la cual obtenemos, luego de efectuar el intercambio de variables k = £/,
h2/€2 o
o (k) + J V(k—K)o(k')dk' = Eo(k) . (3.76)
—a0

Esta es la forma que adopta la ecuacién de Schrodinger 1D en espacio de coordenadas.

Ejercicio 3.9 Considere una particula de masa m sometida a un potencial atractivo de
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rango nulo, V(z) = —\d(z), con A > 0. Calcule V(k), obtenga funcién de onda del estado
ligado ¢(k) y su autoenergia. A partir de lo anterior obtenga (z).

Solucién. La autoenergia E es negativa, por lo que la denotamos por conveniencia como
E = —h262/2m, con b una variable auxiliar equivalente. De la definicién de V obtenemos
V = —\/27. Denotemos entonces a = —m\/mh?. Con estas definiciones la Ec. (3.76) para
la funcién de onda se reduce a

Ro(k) —a J SRV = —F2o(k)

Denotando @ = { ¢(k)dk, la ecuacién anterior permite obtener

P
o) = e

Sustituyendo ¢ en ® = { ¢dk, obtenemos

1—af°0 _dk e
) ey T "y

De aqui inferimos b = am. Volviendo a las variables originales,

R mA?
E - —— = _2 .
2m 2h
Este resultado para la energia del estado ligado coincide con el que obtendremos mas adelante
resolviendo el sistema en representacion de coordenadas.

La obtencién de la funcién de onda (no normalizada) en espacio de coordenada procede
evaluando la integral

1 [ e*dk
Qb('r) = 2 92
Vor ) oo K2+ b
la que se lleva a cabo en forma sencilla en el plano complejo. Como se muestra en el Apéndice

B.3, el analisis requiere considerar por separado los casos > 0 y x < 0, conduciendo en la
evaluacién de v

’(@) — \/ge—:ad |

Se trata de una funcién simétrica en x, que decae exponencialmente para |z| — oo. Notar
que esta funcién de onda no estd normalizada. Su forma normalizada se obtiene al evaluar
N = {|¢|*dx y hacer

(3.77)

¥lz) = 5l
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3.11. La ecuacién de Schrodinger para un sistema binario

En el marco de la mecanica clésica, el problema de un sistema de dos cuerpos inter-
actuando via fuerzas internas, vale decir potenciales que sélo dependen de la coordenada
relativa, se puede reducir al problema de un cuerpo en el centro de masas del sistema. Este
resultado se replica en el problema de dos cuerpos descrito en el marco de la ecuacién de
Schrodinger.

Supongamos que 7r; y 7y denotan las coordenadas de las particulas 1 y 2, las que
interacttian mediante un potencial V(r; — 7). Las masas de las particulas son m; y mo,
respectivamente. La funcién de onda asociada a esta dos particulas la denotamos mediante
U(ry, 7o, t) que satisface

BV RV

2m1 ng

6\1'(7"1, T2, t)
ot '

+ V(ry — rl)] U(ry,re,t) = ih (3.78)

Observar que

0? 0? 0? 02 02 02
2_ Y v 7 . 2 _ - 4 4 T
Vi= ox? - y? - 022" V2 03 " Y3 - 023"

Guiados por las transformaciones clasicas, consideremos el siguiente cambio de coordenadas
ortogonales

miry + Mmoro
r="ry—17, R=—"-—-
my + mo

y denominemos ®(R, r,t) = WU(ry, 7o, ). Expresaremos los laplacianos V# y V3 en términos
de las nuevas coordenadas. Denotamos la masa total del sistema por M = my + mo, y
su masa reducida por u = mymsg/(m; + msy). Convengamos ademds en que Jx representa
derivada parcial con respecto a la coordenada X de R. Andlogamente, 0, representa derivada
parcial con respecto a la coordenada = de r. Asi entonces,

O A N . __i+<@>i
or, \oxy) oz or, ) 0X Oz M) oX '

En forma aniloga,

* 0 2my\ 2 N m?\ 0?
0x?  Ox2 M ) oxoX M? ) 0X?%

Por otro lado, con respecto a la coordenada x5 tenemos

> (e @ (my O
0x2  Ox2 M ) 0x0X M?) 0X?"
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Combinando estos resultados se observa
1 62+1&2_1 §2+162
my 0x?  mgox;  MOX?  pox?’
Este resultado se extiende a las componentes y y z, por lo que la Ec. (3.78) se re-escribe

o, K 0D(R, 7,1

A v L v/ o t) = ih
2MVR 2MVT+V(T) (R7Ta ) ¢ at

Esta ecuacién separa el comportamiento del sistema en la coordenada relativa entre las
particulas interactuantes, y el movimiento translacional de este. Las soluciones estacionarias
son del tipo

O(R,7,t) = "D (R, T)

la que en la Ec. de Schrodinger conduce a

h? h?
——— V5, — V2 4+ V(r)| ®o(R,7) = E®¢(R, 7).
Vi V2 V) | @u(Rer) = Bo(R)
Ademas, puesto que el potencial no depende de R entonces la funciéon de onda se puede
separar en una parte que sélo depende de R y otra de r. Aquella que depende de R es
autofuncién de V%, por lo que corresponde a una onda plana. Por lo tanto,

®(R,7) = T Ey(r) .
Al sustituir y simplificar en la Ec. anterior se obtiene

_givi +V(r)|vr) = (E- Zf; O(r) = Eem (1) .
"

Esta es una ecuacién diferencial de valores propios, donde el factor que multiplica v al lado
derecho representa la autoenergia E..,. en el centro de masas del sistema. Entonces,
hK?

E:Ecm YV
. '+2M

lo que se traduce en que la energia del sistema binario es la suma de la energia cinética en
el centro de masas del sistema, mas la energia debido a la translacién del centro de masas.
El problema cudntico de dos cuerpos en el centro de masas involucra la masa reducida del
sistema. En muchas de las aplicaciones que veremos en las secciones siguientes trabajaremos
en el centro de masas. Ello equivale a considerar K = 0, por lo que F.,,. = E. En adelante
omitiremos el rétulo ‘c.m.’.

Ejercicio 3.10 Compare porcentualmente la energia de transicion desde los niveles 3 — 2
para el hidrégeno y deuterio. j Cuan diferentes son las longitudes de onda de tales emisiones?
i Es ésta una diferencia medible?
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Capitulo 4

Aplicaciones unidimensionales

La ecuacién de Schrodinger unidimensional (1D) en estado estacionario para una particula
de masa m, en presencia de un potencial local V(x), se puede escribir

—¢"(2) + U(z)o(z) = e o(x) , (4.1)

donde simbolizamos U(z) = 2mV (z)/R* y € = 2mE/h?. Tipicamente, una vez dado un
potencial interesa buscar soluciones a esta ecuacidn, las que se pueden dar ante dos esce-
narios. Por una parte estdn los estados ligados, para los que buscamos sus autoenergias y
autofunciones. Esto se traduce en encontrar valores ¢, los cuales permitan soluciones con-
finadas, con sus correspondientes funciones de onda ¢.. Por otro lado estan las soluciones
correspondientes a estados no ligados, también denominados estados de scattering, donde
el problema se traduce en encontrar las funciones de onda ¢. asociadas a un haz incidente.
Este es el caso tipico de colisiones con un centro de potencial. La energia ¢ = 2mE/h? da
cuenta de la energia E en el centro de masas del par interactuante, con m la masa reducida.

Genéricamente, las caracteristicas del potencial van a condicionar el tipo de espectro
que uno obtiene. En la figura (4.1) se ilustran en forma esquematica cuatro casos comunes.
El primero de ellos (i) corresponde a un potencial confinante el que conduce a autovalores
discretos. Tal es el caso de un pozo infinito o el oscilador arménico. El segundo ejemplo
(i) corresponde a un potencial atractivo en cierta regién pero de alcance finito, lo que bien
puede quedar descrito exigiendo V(z — £o0) — 0. El espectro en este caso es mixto,
donde los autovalores negativos se dan en forma discreta y los positivos son continuos. El
tercer ejemplo (iii) ilustra un potencial repulsivo de alcance finito. En tal caso el espectro
permite autovalores positivos en espectro continuo. El cuarto ejemplo (iv) ilustra un potencial
peridédico. En este caso el espectro es continuo por segmentos, exhibiendo estructura de
bandas para las soluciones de estados permitidos y prohibidos. Esto ocurre en las estructuras
cristalinas, foco de estudio en fisica del estado sélido.
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4.1.
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Figura 4.1: Espectro de energias segln el tipo de potencial.

Condiciones sobre la funcidon de onda

La funcién de onda ¢(z) representa la amplitud de probabilidad de encontrar la particula
en la coordenada z. Es fisicamente razonable exigir que tal funcién de onda sea univaluada.
Ademas, la continuidad de ella también es necesaria dado que de otro modo tendriamos co-
rrientes de probabilidad infinitas, lo que es fisicamente inaceptable. Con estas consideraciones
examinemos el comportamiento de la derivada de la funcién de onda. Para ello integramos
la ecuacién (4.1) en torno a un punto xy, donde consideramos que el potencial pueda ex-
hibir alguno de los comportamientos ilustrados en la Fig. (4.2). En (a) el potencial y sus
derivadas son continuos. En (b) el potencial es continuo en xy pero no asi su derivada. En
(c) tanto el potencial como su derivada en z son discontinuos. En (d) el potencial es del
tipo Vod(z — xg), con 0(xz — z¢) la delta de Dirac, lo que representa un potencial infinito de
rango nulo (zero-range potential).

Bandas

\%4 \% \%4 \%
xTxt x= xt 4’# x )| at
[ T T T
x, % xo % X, ° %,

Figura 4.2: Posibles comportamientos del potencial en torno a xg.

Estudiemos como se comporta la derivada de la funciéon de onda a ambos lados de xg.
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Para ello denotemos z* = x5 + 1A, con A — 0. Al integrar la Ec. (4.1) entre 2~ y z*
obtenemos

+ +

X T

dzU(z)p(x) = ¢ f dzr ¢(x) . (4.2)

r—

(o) - o)) + |

x
Analicemos ahora el limite A — 0 contemplando dos posibles escenarios. En el primero de
ellos consideramos U finito en el intervalo [x~, 2], lo que se da para los casos (a), (b) y (c).
En estos tres casos la integral que incluye el potencial se puede acotar mediante el teorema
del valor medio, por términos del tipo U¢ x A, el que tiende a cero si A — 0. De igual
forma, hacemos uso del teorema del valor medio para evaluar la integral del lado derecho de
la ecuacién, lo que permite expresarla como £¢ x A, que tambien se anula al hacer A — 0.
Con lo anterior obtenemos

¢'(x") = 9'(z7),

de modo que la derivada de la funcién de onda es continua aun si el potencial exhibe una
discontinuidad finita.

El caso (d) merece atencidén especial. La continuidad de la funcién de onda conduce a
que la integral del lado derecho de la Ec. (4.2) se anule luego de tomar el limite A — 0. Sin
embargo, la integral que involucra el potencial se evalia en forma exacta debido al término
d(x — xo). Ello se traduce en la discontinuidad de la derivada de la funcién de onda

2m

¢'(a*) = ¢'(e7) = Ulao)oao) = =

En resumen, la derivada de la funcién de onda es siempre continua salvo en puntos donde
el potencial tenga una discontinuidad infinita. Tal es el caso de barreras infinitas de potencial,
como veremos mas adelante.

Otros dos casos de interés son sistemas que exhiban simetria esférica o cilindrica. Exami-
nemos el comportamiento de la funcién de onda 1) en situaciones simplificadas para ambos
casos. Para ello escribiremos el laplaciano en las coordenadas correspondientes.

(a) Simetria esférica. En coordenadas esféricas utilizamos los parametros geométricos (7, 8, ¢)
para fijar un punto. La funcién de onda depende, en general, de estas tres coordenadas. Exa-
minemos el comportamiento de la funcidén de onda cuando ella sélo depende de la coordenada
radial. Entonces,

R? {1 02

“om |7 22 (r) + V(rjp = E¢ . (4.4)

r or?
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Denotando u(r) = ri(r), entonces el problema se reduce a una ecuacién para u(r),

hz "
——u +V(r)u= Eu. 4.5
V() (45)
Las condiciones de continuidad para u son las mismas analizadas para el caso unidimensional.
Sin embargo hay un caso de cuidado que ocurre cuando el origen (r = 0) es una coordenada
permitida en el intervalo de andlisis. Puesto que la funcién de onda 1) debe ser finita en todo
el espacio, entonces la condicién u(r) = ri(r), exige que

U(T) |’r—>0 =0.

(b) Simetria cilindrica. En coordenadas cilindricas utilizamos los parametros geométricos
(p, ¢, z) para fijar un punto. Es mds, supongamos un sistema bidimensional donde la coorde-
nada z no participa. Examinamos el comportamiento de la funcién de onda cuando ella sélo
depende de la coordenada radial p, conducente al estado de minima energia. Entonces,

W10 [ oy -
“amas (1) VOB o

Esta es una ecuacién diferencial que involucra primeras y segundas derivadas de . Sin
embargo, al introducir

Y(p) = p* Rip) ,

se encuentra que al escoger s = —1/2, la ecuacién para la funcién de onda se reduce a

" R_
R+4—p2—(U €)R

Aqui hemos denotado U = 2mV /k? y ¢ = 2mFE/h?. Dado que ¢ = R/,/p, el hecho de que
1) sea finita en el origen conlleva a exigir

R(p) |p—>0 = 0 :

4.2. Propiedades de soluciones en sistemas unidimensionales

Al abordar el analisis de un sistema unidimensional descrito por un potencial V'(z) nos
planteamos la busqueda de soluciones para la funcién de onda, la cual satisface
h* d*¢

—5 -0+ V(@)e = Bo. (4.7)
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Figura 4.3: Potencial que tiende a V, para x — +oo0.

Comunmente se dan dos tipos de soluciones: estados ligados y estados de scattering. Por
ahora excluiremos el caso de potenciales periddicos, los que conllevan a soluciones de bandas.
Denotemos por V,,,;,, al minimo del potencial y supondremos que V' () tiende asintéticamente
a V, para x — +oo. En la Fig. 4.3 se ilustra un potencial con las caracteristicas descritas.

|.- Estados ligados
Lo estados ligados son soluciones cuyas autoenergias cumplen con V,,;, < E < V.
Los autovalores FE resultan cuantizados y se pueden ordenar de menor a mayor, con
Ey < E; < E5 < ....Los autoestados se denotan por ¢, ¢1, o, - - -, respectivamente.
Se observan las siguientes propiedades:

a) Las autofunciones ¢y(x), ¢1(x),- - pueden representarse como funciones reales.
*

b) Las autofunciones se anulan para x — £+ y son normalizables: S Prp; = 0ij.

c) La energia del estado fundamental cumple Ey > V,,ip.

e) ¢n(z) tiene n nodos, cada uno de ellos ubicado entre nodos consecutivos de ¢,,_;.

f
g

)
)
)
d) La autofuncién ¢g(x) para el estado fundamental no tiene nodos.
) ¢
) Los autoestados ¢,, son no-degenerados.

) S

V' (z) es simétrico, entonces las autofunciones son simétricas o antisimétricas.

Il.- Estados de scattering (continuo)
Cuando E > V., la energia no estd cuantizada. Sin embargo para cada energia se
encuentran autofunciones de la Ec. (4.7). Resumimos algunas de sus propiedades.

a) Para toda energia E > V,,, las soluciones ¢ — ¢, de la Ec. (4.7) se compor-
tan como e*** donde h?k?/2m = E — V,,. Aqui hk representa el momentum
asintético del haz incidente, con k su ndmero de onda.
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b) Si consideramos una onda incidente de energia E desde la izquierda, las condi-
ciones de borde para la solucién son

or(z) — ™ +r(k)e™™, 1 — —ono,
or(z) — t(k)e™, z — oo (4.8)
Aqui r y t definen las amplitudes de reflexién y transmisién, respectivamente. La

probabilidad de reflexién estd dada por R = |r|?, mientras que la de transmisién
por T' = |t|2.

c) Si k # K/, entonces ¢y y ¢y son ortogonales, es decir Siooo ordr = 0.

Ejercicio 4.1 Demostrar que la energia del estado fundamental para un hamiltoniano del
tipo H = K + V, es siempre mayor que el minimo del potencial.

Solucion. Consideramos la ecuacién de Schrodinger para el estado fundamental, K¢0+V¢o =
Eypg. Multiplicamos por la izquierda por ¢* e integramos en dx:

de K¢+ de oV () = Eofdx o
Puesto que (K) = {dx ¢* K¢ > 0, entonces
B, fda: b — fda: &V (2)6 > 0.

Ademis, {dz ¢*V (2)¢ = Vi § dz ¢*¢, con lo cual Ey > V.

Ejercicio 4.2 Demuestre que los autoestados de —¢” + U¢ = ¢, son no-degenerados.

Solucion. Degeneracidn significa que existen dos o mds funciones linealmente independientes
que comparten un mismo autovalor, en este caso la energia. Para demostrar la no degenera-
cién procedamos por reduccion al absurdo, donde suponemos la existencia de dos soluciones
®a Y ¢p linealmente independiente con la misma autoenergia . Entonces desarrollamos

_¢(Z+U¢a = 5¢0¢ /ngﬁ
—¢5+Uds = cd5  [X¢a

Restando ambas ecuaciones y reordenando las derivadas se obtiene

d
i (6005 —650] = 0. (4.9)
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Con ello ¢o ¢4 — ¢ ¢, = Cte. Como los estados son ligados, tanto ¢ como sus derivadas
se anulan para x — £00, por lo que la constante debe ser nula. Asi,

o _ %5
¢a ¢B
Integrando ambos lados se obtiene ¢, = k ¢p, con k una constante de proporcionalidad.

Esto significa que ¢, es linealmente dependiente de ¢g3, lo que contradice el supuesto de
partida. Por lo tanto el espectro es no-degenerado.

(4.10)

Ejercicio 4.3 Demuestre que si U(x) es simétrico, entonces las autofunciones de —1)” +
U1 = ), son simétricas o antisimétricas.

Solucién. Consideremos
2
() + Ul@) ple) = e (),
x
y hacemos un cambio de variable x — —z. Puesto que U(z) = U(—x), entonces
d2
(=) + U(e) ¥(—2) = 2 (~2).
x
Denotemos ¢)(—z) = x(x), con lo cual la ecuacién de arriba se reduce a
d2
—@X(ﬂﬁ) +U(z) x(z) = e x(x),
idéntica a la ecuacién para v, con la misma autoenergia. Como el sistema es no-degenerado
entonces necesariamente 1) y Y son proporcionales, es decir

P(x) = Ax(x) = Ap(=x),

con A\ la constante de proporcionalidad. De esta misma ecuacién se obtiene que ¥(—z) =
A(x), por lo que 1 (x) = A2+ (z). Las soluciones no triviales se dan para A\ = +1, condu-
centes a autofunciones pares (A = +1) e impares (A = —1).

Ejercicio 4.4 Obtenga las autofunciones ¢,,(x) para una particula de masa m en un pozo
infinito simétrico de ancho a. Demuestre que (%), = 0y que (Az)? = (a?/12) (1 — 6/n?r?).
Verifique que este resultado coincide con el limite clasico al hacer n — co.

Ejercicio 4.5 Considere una particula de masa m confinada en una regién esférica de radio
R. El potencial estd dado por

0 <R
vin-{% 125
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a) Encuentre y grafique la funcién de onda del estado fundamental ¢,(r).

b) Calcule la presidn que ejerce la particula sobre las paredes y estimela para el caso de un
electrén, cuando R ~10 nm. Considere hc ~ 200 eV nm.

c) Haga la misma estimacién para una regidn cubica de aristas de longitud igual al didmetro
de la esfera.

4.3. Potencial de alcance nulo: ‘zero-range potential’

El siguiente ejemplo constituye un potencial ficticio caracterizado por ser de alcance nulo.
El hecho de que sea un modelo ficticio no es un impedimento para su uso en sistemas fisicos
reales. De hecho, su simplicidad permite en muchos casos explorar propiedades mediante
resultados analiticos controlables. En fisica nuclear por ejemplo, cierta clase interacciones
tipo & de Dirac llevan el nombre de interacciones efectivas de Skyrme. Estas son utilizadas
como un recurso muy efectivo para hacer factibles ciertos cdlculos de alta complejidad, los
que de otro modo serian totalmente inviables aun con las capacidades computacionales de
esta década.

En el caso unidimensional, escogido a lo largo del eje z, representemos un potencial de
alcance nulo mediante

V(z) =gd(2) ,

donde §(z) corresponde a la delta de Dirac. De acuerdo a esta definicién, V(z) = 0 para
z # 0. La magnitud de g denota la intensidad de la interaccién, mientras que su signo
determina si ella es atractiva g < 0), o repulsiva (g > 0). Notar que §(z) tiene unidades de
1/z, de modo que si z representa una coordenada, entonces §(z) acarrea unidades de L.
Por lo tanto, [g] = Energia x Longitud.

a) Estado ligado. Para este caso consideramos g < 0. Distinguimos dos regiones en el
eje zza) z < 0, y b) 2z > 0, cada una de las cuales lleva asociada funciones de
onda ¢, y ¢y, respectivamente. Antes de resolver explicitamente es conveniente tener
presente algunas caracteristicas de la funcién de onda. Primero, puesto que el potencial
es simétrico, al estado fundamental le corresponde una funcién de onda simétrica con
respeco al origen. Ademds, puesto que se trata de un estado ligado (£ < 0), la funcién
de onda debe anularse para z — +o0.

Resolvemos para z > 0, —¢} = (2mE/h*)¢, = —rk*¢y, donde k? = —2me/h? > 0. La
solucién ¢, es una combinacién lineal de e "# y e"*. Sin embargo, la segunda de ellas
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es descartada pues conlleva a soluciones divergentes para z — 0. Con lo anterior,
op = Ae ",

Para el caso z < 0 la ecuacidn para ¢, es la misma que para ¢, conducente a soluciones
exponenciales del tipo e***. Sin embargo podemos afirmar que

¢o = Ae™,

solucién que se anula para z — —o0 y da cuenta de la simetria de la solucién. Ademas
se satisface continuidad de la funcién de onda en z = 0: ¢,(2 — 07) = ¢p(2 — 0F). El
comportamiento de la derivada en de la funcién de onda en z = 0* queda determinada
por la Ec. (4.3) de donde ¢, — ¢/, = (2mg/h?)®(0). Sustituyendo y simplificando
obtenemos

2mg
—2K = SRR
de donde se obtiene F = —’;Tg;.

Estado de scattering. En este caso la energia de la funcién de onda es un dato del
problema, quedando por determinar la funcién de onda. A ambos lados del origen el
potencial es nulo, por lo que la ecuacién a resolver en cualquiera de esto casos es
—¢" = (2mE/h?)¢ = k?¢. Suponiendo onda incidente desde la izquierda, entonces

¢a _ eikz +r e—ikz 7 be _ teikz )
Continuidad de la funcién de onda en el origen (z = 0) conduce a
l+r=t.

Al igual que en el caso anterior, imponemos condicién sobre la derivada de la funcién
de onda, ¢} — ¢, = (2mg/h*) ¢(0). Derivando se obtiene

2
k[t —1+71] = ggt.

Definamos la magnitud a = h?/mg, con unidades de longitud y que denominaremos
longitud de scattering. Con ello la ecuacién anterior se escribe

ika(t+r—1)=2t.
Resolvemos y obtenemos

1 ika

- R
" 1 —ika’ 1 —ika
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Conviene hacer notar que la onda transmitida experimenta un desfase en relacién a
la onda incidente. Ello se hace evidente al notar que el coeficiente de transmisién se
puede expresar como el producto de una magnitud (médulo) y una fase, del tipo €%,
Del resultado para t observamos que

ka i
——¢
V1 + k2a?

con tand = —1/ka. La onda emergente se escribe

¢b($> _ |t|ei(k:c+6)

donde ¢ denota el corrimiento de fase de la onda emergente relativa a la incidente, o
no perturbada.

Ejercicio 4.6 Un electrén de masa m estd sometido a una fuerza atractiva de alcance
nulo ubicada a una distancia b de una pared infinita. Asi, el potencial queda dado por

0 <0

Viz) = { —Xo(x—b) >0
Si b ~ 5 nm, estime numéricamente \ para que exista un estado ligado.
Ejercicio 4.7 Considere una particula de masa m sometida a dos potenciales de rango

nulo V(z) = —b[d(z + a) + 6(x — a) ], con b > 0. Determine la probabilidad de encontrar
la particula en el intervalo [—a, a].

Ejercicio 4.8 Haciendo uso de la ecuacién de continuidad para la densidad de flujo de
probabilidad, demuestre que las soluciones en Ec. (4.8) satisfacen |r|> + [t|* = 1.

Solucién. Supongamos que la zona de interaccién, donde el potencial es no despreciable, ocu-
rre al interior del rango [a, b] en el eje x. La ecuacién de continuidad para estado estacionario,
donde dp/dt = 0, se traduce en V - J = (. Aplicamos el teorema de Gauss considerando
una superficie cerrada que sea cruzada perpendicularmente por el eje x en las coordenadas
a y b. Obtenemos entonces J, - 1, + J, - 1y, = 0, con n, = —2, y n, = . Por lo tanto

J,ox=Jd, 1. (4.11)
Evaluamos las corrientes. En o = b, donde 1) = te**, tenemos para 1*V1)

YV = (e (ikd te'™) = ikl|t]*2 .
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Puesto que J = L Im{¢)*V¢}, entonces
Jy = —|t]*. 4.12
i = oy (4.12)
Anélogamente, para = a, donde ¢ = e*** + re~™*? obtenemos
YV = (e 4 r*e*) ikd (e —re”™) = ikd (1 — |r|* + 2i Im{r*e***})
Entonces
J, -z =—(1—r]?. 4.13
& == (4.13)

Observe que el flujo neto en la direccién x da cuenta del entrante menos el reflejado, dado por
|7|?. Reemplazando los resultados (4.13) y (4.12) en la Ec. (4.11) obtenemos |r|? + |t|* = 1.

4.4. Pozo finito 1D

Estudiemos una particula de masa m confinada unidimensionalmente por un pozo de
potencial finito. Este sistema bien pudiera constituir un modelo rudimentario para describir
un electrén confinado por un metal, donde los bordes del metal se modelan con un potencial
de altura finita. Definamos

{ 0 si x| <a

Viz) = Vo si |z| >a

(4.14)

Ante este potencial la funcién de onda ¢ la representamos por segmentos: u;(x) para

Pq Pp @c

Figura 4.4: Pozo de potencial finito.
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x < —a, uy(x) para |z| < a, y uz(x) para x > a. Entonces,

2mVy 2mE

—uf + U=~
,  2mE
U = g
s 2mVp 2mE
—Ug + 72 Uz = 72 U3
Denotemos
2mkE 2mV
e LT SE (4.15)
Con lo anterior
uf — K?u; =0 ; uy + k*uy =0 ; uy — K*uz = 0.

Dado que el potencial es simétrico con respecto a x, entonces las soluciones deben ser
simétricas y antisimétricas. Por lo anterior, para el rango |a| < a las soluciones son del tipo
Uy ~ coskx y us ~ sin kx. Para z > a la solucién debe ser exponencial decreciente, es decir
ug ~ e 5% En el caso de x < —a las soluciones son del tipo u; ~ e, que garantiza u; — 0
cuando x — —oo. Observe las siguientes construcciones para soluciones pares e impares:

uy = Aefata) r < —a u = —Aef@ta) r < —a

Pares: ug = B cos(kx) lz| < a Impares: ug = Bsin(kx) lz| < a
ug = Ae Kl@—a) T >a ug = Ae K@—a) T >a

(4.16)

La condicién de continuidad de la funcién y su derivada para todo z equivale a exigir conti-
nuidad de la derivada logaritmica u//u. Imponemos esta condicién para las soluciones pares

enz =a
up| _ug

= ktan(ka) = K .

U2 us

a a

Usando K? = b? — k2, obtenemos la ecuacién que determina los valores permitidos para k,
y por ende las energias de los estados ligados. Se obtiene

(ba)?
(ka)?

tan(ka) = (4.17)

Esta es una ecuacién trascendental cuyas soluciones se obtienen numéricamente. Al imponer
continuidad para las soluciones impares obtenemos una ecuacién similar:

—cot(ka) = % —1. (4.18)
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Notar que — cot = = tan(z — m/2), equivalente a tan(z) trasladada en 7/2 hacia la derecha.
Estas ecuaciones se representan en la Fig. 4.5, donde las intersecciones entre y;(x) con
z(x) = 4/v?/2? — 1 (donde v = 6,5), e y2(x) con z(x), denotadas con cuadrados rojos dan
cuenta de las soluciones a las ecuaciones trascentdentales. Las soluciones numéricas a estas

par

y(x)

impar

N par impar
- 7 par

0 1 2 3 4 5 6 7
X

Figura 4.5: Las funciones y;(x) = tan(z) (continua), ya(x) = —cot(x) (punteada), y z(z) =

\/V?/x? — 1 (continua gruesa), con v = 6.5.

ecuaciones (y;(z) = z(x); y2(x) = z(x)) se tabulan en la Tabla 1. En ella se identifican las

A cada z,, le corresponde un nimero de onda k,,, donde x,, = k,a. La energia resultante es
2 2
_hk, B,

By=n o U g2
2m  2ma?

cinco soluciones, de las cuales tres corresponden a funciones de onda pares y dos impares. Yo
El primer estado (n = 1) es el el fundamental. ™
@)

Orden n | Raiz z,, | Paridad c\|]

1 [136001| + =

2 2.71131 — or—

3 |404101| + a

4 5.32351 — )

5 6.43004 + 0

Q

a

@

<

Normalizacion. Tratdndose de estados ligados, determinamos las constantes A y B en las
soluciones dadas por las Ecs. (4.16). Exigimos que

—a a 0
J |uy [Pda + J |u|*da + f lus|*dr = 1

—00 —a a

En el caso de las soluciones pares, sustituimos de (4.16) e integramos explicitamente, obte-
niendo

1 in(2k
K|B|2 +a (1 + %) A =1. (4.19)
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Por otro lado, continuidad de ¢(x) en x = a implica

Bcos(ka) = A . (4.20)
Combinando estas dos ecuaciones se obtienen
AP = ktan(ka) B2 = ksin(ka) cos(ka)

1+ katan(ka) ' 1 + katan(ka)

Mediante un procedimiento analogo se encuentran las constantes A y B correspondientes a
las soluciones impares. Ello nos permite obtener las funciones de onda, las que se grafican
en la Fig. 4.6, indicadas por ¢, ¢, - - - , ¢5. Estas soluciones evidencian algunas propiedades

W
W
W

0o
04
Exterior Exterior
I A--M 1 \ljo
3 2 -1 0 1 2 3
x/a

Figura 4.6: Funciones de onda permitidas para un pozo finito con v = ba = 6,5. La funcién rotulada
1 representa el estado fundamental para una barrera infinita, donde la probabilidad de encontrar
la particula al exterior del pozo es nula.

importantes de resaltar. i) A mayor energia del estado ligado mayor es el nimero de nodos de
la funcidn de onda. El estado fundamental (¢;) no tiene nodos. ii) La funcién de onda de los
estados ligados es siempre confinada, extendiéndose hacia el exterior. iii) A menor profundidad
del estado ligado, mayor es la probabilidad de encontrar la particula en el exterior del pozo.

La probabilidad de que la particula se encuentre fuera de la barrera esta dada por
* 2 2 1
Pg =2 uz|°dr = |B|*— .
oo =2 | sl = |BP

Sustituyendo los resultado para |B|?> y Ka en el caso de soluciones pares, se obtiene

cos?(ka)
1+ katan(ka)

PEzt =
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Un resultado analogo se obtiene para el caso de las soluciones impares. Si bién estas curvas
son continuas como funcién de k, el hecho de que sélo existan valores discretos para k,,
dados por k,a = x,, las probabilidades de encontrar la particula en el exterior es especifica
para cada k,. En la Fig. 4.7 se muestran estas probabilidades, donde se evidencia que ella
aumenta mientras menos profundo es el estado ligado. En el caso del estado menos ligado,
tal probabilidad bordea el 50 %.

0.6

05

04

03

2P,

01

Figura 4.7: Probabilidad de encontrar la particula en el exterior del pozo finito para los distintos
estados.

Ejercicio 4.9 Calcule y examine el comportamiento de Ax para soluciones pares en las
siguientes dos situaciones: (a) Para el dltimo estado ligado, cuando su energia de ligazén
estd levemente bajo V4, la altura del pozo; y (b) Cuando V; es muy pequefio (jcon respecto
a qué energia?). En su andlisis utilice formas aproximadas para tan x.

4.5. Pozo finito en 3D

En el caso de un pozo de potencial en 1D que estudiamos recientemente se obtuvo que,
independientemente de la profundidad del potencial, el sistema permite un estado ligado. Es
interesante hacer notar que tal no es el caso si consideramos un pozo de potencial finito en
3D. Veremos que para que el sistema permita un estado ligado, el potencial debe tener una
profundidad minima.

Consideremos una particula de masa m sometido a un potencial esférico atractivo dado
por V(r) = =Vo ©O(R—7), conr = 0, y © la funcién escalén de Heaviside. Expresando la Ec.
de Schrodinger en coordenadas esféricas para r < R (zona 1), y r = R (zona 2), obtenemos

Universidad de Chile fcfm

Avance 02-jul-2015



74

Capitulo 4. Aplicaciones unidimensionales

las siguientes ecuaciones para la componente radial de la funcién de onda en cada zona

() = = Fus(r)

uy(r) =K usy(r) .
Aqui estamos considerando estados ligados (E < 0), por lo que definimos

_ 2mVy K2 —2mkE

2 2 2
e = K=P-K

b2

Al resolver estas ecuaciones y empalmar en r = R, se obtiene la siguiente ecuacién que
relaciona £ con Vj:

—cot(kR) =

Esta ecuacidn es idéntica a (4.18) para las soluciones impares en el caso de un pozo 1D. Se
propone demostrar que, para que exista al menos un estado ligado, necesariamente se debe
cumplir que

2mV,y R? T
h? 2
Este resultado implica que, dado un potencial esférico y atractivo en 3D, existe un valor
minimo para su profundidad a fin de que permita la formacién de un estado ligado. Visto

de otra forma, el hecho de que un potencial sea atractivo no es condicién suficiente para
permitir un estado ligado.

4.6. Efecto tunel

Estudiemos esta vez el comportamiento de un haz de particulas incidiendo sobre una
barrera de potencial definida por

0 x <0 Regién 1
V() =% W 0<x<d Region 2 (4.21)
0 d<zx Regién 3

Veremos que, al igual que en el caso anterior, existe una probabilidad no nula de que la
particula se encuentre al interior de la barrera, aun estando prohibido desde el punto de vista
casico. No solo eso, sino ademas existe una probabilidad finita de que las particulas incidentes
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crucen la barrera de potencial, dando cuenta de flujo no nulo al otro lado de la barrera. A
este fendmeno se le denomina efecto tunel,

El haz es de energia F e incide desde la izquierda. Analizaremos el caso £ < V), dejando
propuesto el estudio del caso F > V}. Escribimos la ecuacién de Schrédinger (h = 1)

—i¢”+v¢=E¢.
2m

En la Fig. (4.4) se ilustra el perfil del potencial, ante el cual consideraremos una onda de
particulas proveniente desde la izquierda con energia F < V. Clasicamente una particula

(2)

x=0 x=d

Figura 4.8: Ondas de particulas ante una barrera de potencial.

esta impedida de cruzar la barrera de potencial, conllevando a un rebote perfecto. El cruce
sélo resulta posible si la energia de la particula es mayor que el potencial, el cual sélo atenta
la energia cinética del movimiento mientras transita por la barrera. Ninguno de estos dos
comportamientos se da desde un punto de vista cuantico. Veremos que, cuando la energia
cinética es menor que la potencial, existe una probabilidad finita de que la particula cruce
la barrera. Este es el denominado efecto tinel, el que permite explicar la sistematica de
los decaimientos o¢ de nucleos atédmicos radiactivos. Mas recientemente, este conocimiento
constituye la base para el desarrollo de microscopios de efecto ttinel. Este dltimo ha sido de
enorme importancia en el estudio de la superficie de conductores a escalas atédmicas.

Dadas las discontinuidades del potencial en x = 0, y x = d, conviene escribir la ecuacién
diferencial por sectores cuyas funciones respectivas se denotan por ¢y, ¢ y ¢3. Obtenemos

Sector 1) T+2mE ¢, =0 =  ¢1(z) = Ae™ + Be ™. (4.22)
(=) (<)

Sector 2) b—2m(Vo—FE) ¢a=0 = ¢ox)=Ce* +De 57 . (4.23)
>0 ") (\)
" ik G(O—'k

Sector 3) 5+ 2mE ¢3 =0 = ¢3(x)=Fe™ +Ge . (4.24)

(=) (<)

En este desarrollo hemos definido k = v/2mFE, y K = 4/2m(Vy — E). Ademds, puesto que
las ondas inciden desde la izquierda, entonces la constante G debe ser nula, de otro modo
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estamos permitiendo la propagacién de ondas desde la izquierda, lo que no es el caso a menos
que se modele una fuente para tal propdsito.

Imponemos continuidad de la funcién de onda y su derivada en todo el dominio. En
x =0, ¢ = ¢2; ¢ = ¢}. Denotando 1 = k/K, obtenemos

A+B = C+D
ik(A— B) = K(C—D)} -

A(l+m) +B(l—in) = 2C
A(l —in)+ B(l1+in) = 2D

También exigimos continuidad de la funcién de onda y su derivada en = = d, lo que involucra
a ¢9 y ¢3. Se obtiene

(4.25)

Celdy DeKd = [eikd N
K (Celf?t— De Kd) = jk Fethd

20 eld = Feth (1 4 in)

2D e K = Fekd (1 —in) (4.26)

Combinando las Ecs. (4.25) y (4.26) para eliminar las constantes C'y D, y ademds denotando
r=B/A,yt=F/A, se obtienen

(1+in) +r(l —in) = te*e X1 +in),
(1—in) +r(l+in) = te* i (1 —in).

Este sistema de ecuaciones permite obtener las soluciones para t y r, dadas por

o—ikd
t = — (4.27)
costh+i;—gsinth
(14 1n) kd —Kd
r = ——~ (te"™e —1) . 4.28
(1—177)( ) (4.28)

En la prictica interesan las probabilidades de transmisién T' = |t|? y reflexién R = |r|?. Para
éstos es directo verificar que
r inh*(Kd
T = 192 y R = Sln. <2 ) )
[ + sinh”(Kd) [ + sinh”(Kd)

(4.29)

donde I' = 4E(Vy — E)/V{. Observe que R+ T = 1.

Examinemos el comportamiento de 7" para distintos valores de la energia y caracteristicas
de la barrera de potencial. En este andlisis es conveniente introducir el parametro adimensional
s = E/Vj, que caracteriza la energia del haz en relacién a la altura del potencial. Para la
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situacion descrita, 0 < s < 1. Con esta definiciéon ' = 4s(1 — s). La otra variable a
considerar es Kd, la cual descomponemos como Kd = /2m( VO —FE) d=0by1-s, con
b = /2mVyd?, un pardmetro adimensional. Lo (til de esta descomposmon es que b resume
informacién sobre el potencial: su altura y ancho. Con esto el coeficiente de transmisién se
reduce a una funcién de by s, osea T' = T'(b, s),

En la Fig. (4.9) se muestran curvas para 7" como funcidn de s, para cinco valores de b entre
0.5y 2.5. Observemos que para todos los valores de b el coeficiente de transmisién aumenta
con la energia expresada en s. Por otro lado notamos que a medida que b aumenta, las curvas
para 1" denotan disminucidn de la transmisidn. Este resultado es también esperable, puesto
que mientras mds ancho o alto es el potencial b aumenta, dando cuenta de la disminucién
de la probabilidad de cruzar la barrera.

1.0

0.5

O.B_

Figura 4.9: Coeficiente de transmisiéon como funcién de s para distintos valores de b.

Teniendo en mente estos resultados, si las particulas incidentes fuesen electrones la
corriente hacia la derecha serd proporcional al coeficiente de transmisién. Entonces, una
medicién de la corriente permite obtener informacién sobre la geometria de la barrera. El
microscopio de efecto tinel se basa en esta idea, donde la barrera de potencial da cuenta
del espacio entre la superficie de un metal a estudiar y una punta conductora conectada a
un circuito eléctrico. El desplazamiento de la punta es controlado. La corriente de electrones
sera funcién de la separacién entre la punta y el metal. Mediante el barrido de la punta
sobre el metal, manteniendo sus desplazamientos sobre un plano, es posible dar cuenta de la
topografia del metal en estudio.

El efecto tlnel también fué utilizada por George Gamow para explicar el decaimiento
radiactivo « de algunos niicleos atémicos. En su modelo, para que particulas « (helio-4
doblemente ionizado) abandonen el nicleo atémico ellas deben cruzar una barrera consistente
en una cresta de repulsiéon coulombiana. Desde un punto de vista clasico estas particulas
estarian totalmente impedidas de abandonar el niicleo. Sin embargo el efecto tiinel permite el
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escape de estas particulas al exterior, dando cuenta de una manera sorprendente la sistematica
detras de este fenémeno.

4.7. El oscilador armdnico

Clasicamente representamos la energia potencial de un oscilador mediante V (z) = kz?/2,
donde k representa la constante elastica del resorte. Si la masa constrefiida por el resorte es
m, la frecuencia natural del sistema es w = 4/k/m. Entonces, una forma alternativa para
representar la energia potencial para el mismo sistema es mediante V' = mw? 2?/2. Desde el
punto de vista de la mecdnica clasica la energia E del sistema es controlable externamente.
Una vez fija esta cantidad, el cuerpo constrefiido por el resorte experimenta oscilaciones de
amplitud 4/2F /mw?, sin perdida de energia si el sistema es ideal. En la Fig. 4.10 los puntos P
y Q denotan los puntos de retorno para el movimiento de un cuerpo afectado por una fuerza
eldstica. La energia del sistema es controlable externamente mediante condiciones iniciales

-A A

Figura 4.10: Movimiento clasico de un cuerpo constrefiido por una fuerza elastica.

adecuadas para el sistema. Una vez definida la energia, el cuerpo queda absolutamente
imposibilitado de alcanzar cualquier punto mas alld de los puntos de retorno. Veremos que
en el caso del oscilador cuantico la energia del oscilador no la controlamos absolutamente, y
que existe una probabilidad finita de encontrar la particula mas allad de los limites cldsicos de
oscilacion.

Para construir un oscilador cudntico comenzamos considerando el potencial clasico V' =
mw? z%/2, a partir del cual definimos el operador potencial en espacio de coordenadas
V= %mwQ 2
Un resultado notable para este modelo es que el espectro de energia del sistema es discreto.

En otras palabras, la energia que aporta (emite) o recibe (absorbe) el sistema no es continua
(gradual) sino en unidades, ‘paquetes’ o cuanta (kf3ocvTa). Se obtiene también que la energia
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de separacién entre niveles es fiw, que el minimo de energia es no nulo, y que la funcién de
onda del estado fundamental es una gaussiana.

4.7.1. Cota para la energia del estado fundamental

Antes de entrar en el terreno de las ecuaciones diferenciales, establezcamos una cota para
la energia base del espectro. Para ello consideremos la ecuacién de Schrodinger en estado
estacionario

A 1 1 ~
Hopg=Eypy = %Pi¢o+§mw21’2¢o /degb(’-_';x

fdw;quso = —fdwo ¢0+ mw degbakizcbo

Denotando { dz ¢f - - - qbo = (---) y considerando ¢, normalizada, entonces
=—< >+ mw? (&) (4.30)

Recordamos ademis que si A es un operador, entonces la dispersién AA estd dada por
(AA)? = (A%) - (A)*.
Con ésto,

By = 5 [(p)P+ (2] +yme? [(Aa) + (Y] =

1 Lo 2
> i . .
Ey . (Ap,)” + 5 Mmw (Az) (4.31)

Pero sabemos que (Ax)* (Ap,)* = h%/4, con lo cual (Ax)* = h%/4(Ap,)”. Sustituyendo
en la desigualdad para Ej tenemos

1 1 h?
E Ap, Fimwt——

El comportamiento de Ej; como funcién de (Ap,)? se ilustra en la figura (4.11), cuyo minimo
se puede obtener imponiendo derivada nula para la igualdad. Ello conduce a

(4.32)

Ejercicio 4.10 Siguiendo el procedimiento anterior, estime una cota para la energia del
estado fundamental del 4tomo de hidrégeno.
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E,

ho

: Ap
Figura 4.11: Dominio de energia permitida para el estado fundamental.

4.7.2. Espectro del oscilador y los polinomios de Hermite

Buscamos ahora soluciones a la ecuacién de Schrodinger para el oscilador mediante técni-
cas para ecuaciones diferenciales ordinarias. En representacién de coordenadas resolvemos

m2w? 2mE
= 2 ¢ = = b . (4.33)

_¢//+

Hacemos un cambio de variables en x a un pardametro adimensional. Asi, sean

& = mw/hz,
¢(x) = u(f),
a = 2F/hw,
entonces tenemos
—u'+&&u=au. (4.34)

Intentemos v = e* H, con A\ y H funciones de &. Derivando, sustituyendo y reagrupando
términos se obtiene

H' +2NH' + (N?*+ XN =& +a)H =0. (4.35)

Por ahora A es una funcién arbitraria. Sin embargo la podemos escoger de modo que en el
tercer término del lado izquierdo de la ecuacidn anterior no aparezcan términos en £. O sea,

N2\ — &% = Cte. .

Por inspeccién observamos que Ay = ££2/2, son soluciones. Optemos por A = —£2/2, con
lo que la ecuacidon para H se reduce a

H' —26H +(a—1)H=0. (4.36)
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A este punto planteamos una solucién en serie de Taylor de la forma
H(E) =), et
k=0
Derivando, sustituyendo y reordenando términos se obtiene la siguiente relacién de recurrencia
para los coeficientes de la seria
Crrok+1)(k+2)=Cr(2k+1—a). (4.37)

De ésta surgen dos secuencias que dan origen a las soluciones pares e impares.

» Pares: Cy =1y C; =0, conducente a Y, C5,&*".

= Impares: Cy =0y C; =1, conducente a Y, C5,1&2" .

Reescribamos entonces la relacién de recurrencia segun la paridad. Para aquella que involucra
términos pares hacemos k = 2n, con n = 0,1,2,... y C}, = Cy, = ¢,; para los términos
impares hacemos kK =2n + 1, conn =0,1,2,... y C, = Cy, 41 = ¢,. Asi, las relaciones de
recurrencia respectivas quedan expresadas por

Clrio 2k+1—« Cnal n+1—a« Pares
= — = I
Cy (k+1)(k+2) Cn 2n+1)2n+2)’
En+1 n+2—a

_ o
&, (2n+2)(2n+3) mpares

En ambos casos los términos de orden superior de la serie, para n grande, escalan como

Cnt1 Cn+1 1

~ ~ —

Cn Cn n

Y

lo que da cuenta de coeficientes del tipo 1/n! para los términos altos de la serie. Esto indica
un com . . . +§2 . . 752/2

portamiento exponencial del tipo H ~ ™" para H. Aun multiplicando por ¢ el
comportamiento de ¢ = e* H resulta exponencialmente divergente y por lo tanto fisicamente
inaceptable.

No obstante lo anterior, es factible impedir tal crecimiento exponencial si la secuencia
en la Ec. (4.37) se interrumpe para algin k. Esto es posible si o toma valores del tipo
2N + 1, con N un entero positivo, deteniendo la secuencia en £ = NN. Planteamos entonces,
a — ay = 2N + 1 para las soluciones fisicamente aceptables. Haciendo contacto con las
variables originales, donde o« = 2F//hw, se obtiene el espectro para el oscilador arménico

Ey=(N+3) hw.
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72 ho

5/2 ho

ho
3/2 ho

1/2 ho

Figura 4.12: El espectro del oscilador arménico.

Como se observa, el espectro de energias para el oscilador arménico es discreto, con separacién
uniforme e igual a hw entre niveles consecutivos. Ademads, la energia del estado fundamental

es %hw consistente con la estimacién hecha en la seccién anterior.

Las relaciones de recurrencia, correspondientes a autovalores E,, = (n+ 1/2)hw, definen

los polinomios H,,(§) de Hermite. Ellos satisfacen la ecuacién
H;(§) = 28 H},(§) + 2nH,(€) = 0.

En particular, los polinomios H,, para los niveles mas bajos,

Ho(g) =1

Hl(f) = 25

HQ(f) = 452—2

Hs(€) = 8&°—12¢
Hy(€) = 166* — 4867 +12

Los polinomios de Hermite satisfacen las siguientes propiedades,

Hoy(=¢) = (=)"Hu(E),
H;L = QTLHn_l s
Hn+1 = 2€Hn_2anfl .

Su funcién generatriz estd dada por
—t2+2tx "
e = Z;) ] H,(z),
n=

de la cual se obtiene

i = Cre (1) o

(4.38)

(4.39)
(4.40)
(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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Asi, se obtiene la relacién de ortogonalidad
© 2
f Ho(2) Hon(2) e dar = 2" nl /7 S - (4.45)
—0

Con estas funciones construimos las funciones de onda, usando por conveniencia h = 1,

On(x) = Coe ™2 H, (Vimw z) | (4.46)

Normalizamos, {|¢[*dz =1 —

o0 2 0
1= cnzf e H?(Vmwz)de = i J e € H2(€) d¢ . 4.47
| L IR L (147
2nnl
Con ello
mw 14
al = | —— , 4.48
e = | g | (1.13)
por lo cual,

n () = [L)Q]M e 2 [T (Jmw ) . (4.49)

220 1 (n!

De las propiedades de los polinomios de Hermite y su funcién generatriz, es posible
demostrar las siguientes propiedades para el oscilador armédnico

E,=2(K) =2(V), = hw(n+1/2) (4.50)
(Az)? = % (n+1/2) (4.51)
(Ap)2 = hmw (n + 1/2) (4.52)
(24, = Z (%) (2n? 1 2n + 1) . (4.53)

Haciendo uso de estas identidades es interesante notar las siguientes propiedades.

a) E,/(Az)2 = mw?, o bién B, = Imw? (\@Aa:n)Q. Esta expresién para la energfa es
analoga al resultado cldsico, donde la energia del sistema es E., = %mw2A2. Por lo
tanto v/2Ax,, guarda correspondencia con la amplitud cldsica. Hay que tener presen-
te, sin embargo, que en el sentido cudntico el concepto de amplitud del movimiento

oscilatorio carece de significado.
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b) Ap, Az, = (% +n)h = %h. Es decir, el producto de las incertezas en medir posicion y
momentum simultaneamente aumenta con la energia. Sélo el estado fundamental (n =
0) coincide con la incerteza minima dada por el principio de incerteza de Heisenberg.

c) Ap, = mwAuzx,. Es decir, la dispersién espacial es proporcional a la dispersién del
momentum.

Figura 4.13: Densidad de probabilidad para los diez primeros autoestados del oscilador arménico.

Ejercicio 4.11 Para una particula de masa m en un oscilador arménico clasico oscilando
con amplitud A, demuestre que la densidad de probabilidad de encontrar la particula entre
xyx+dres Plx)=1/m/A? — x2. Contraste este resultado con el del oscilador cuantico
para el estado fundamental n = 0, y para un nivel muy alto de energia, n — co. Grafique
tales funciones de onda para n = 10. Estime el valor de n para un bloque de 100 g de masa,
oscilando con una frecuencia de 1 Hz y una amplitud de 10 cm.
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Formalismo

5.1. Espacios vectoriales

Es conveniente a este punto revisar algunas nociones sobre espacios vectoriales a fin
de explotar de mejor forma aspectos formales de la mecanica cudntica. Esta revision no es
exhaustiva ni rigurosa. Sélo se centra en aspectos mas atingentes a las discusiones de mas
adelante. Introduciremos definiciones y discutiremos algunas propiedades.

1.- Espacio vectorial. Un espacio vectorial lineal V corresponde a un conjunto de elementos
tales que cualquier combinacién lineal de sus elementos resulta un elemento en V. En
otras palabras, si ¢, eV = (a¢p+by)eV,Va,beC.

En lo que nos concierne hay dos espacios vectoriales que centraran nuestra atencion.
Por una parte estan los de funciones diferenciables y por otra los espacios de vectores
discretos (de dimensidn finita o infinita) de la forma

a1
az
a3

11.- Independencia lineal. El conjunto {¢,} es linealmente independiente si >, ¢, ¢, =
0<c,=0Vn.

111.- Dimension del espacio. Corresponde al niimero maximo de vectores linealmente inde-
pendientes.
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V.-

V.-

VI.-

VII.-

VIII.-

Base. Consiste en un espacio maximal de vectores linealmente independientes.

Completitud. Significa que todo vector en V puede ser expresado como combinacién
lineal de los elementos de la base.

Producto interno (o escalar). Si ¢,1 € V), entonces (1, ¢) representa un producto
escalar entre ¢ y 1) cuando se satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

a) (¥, 9) €

b) (¥, ¢) = (¢ V)"

c) (¥, a1 ¢1 +co o) =1 (Y, ¢1) + 2 (Y, d2);
d) (¢,¢) >

Notar que la condicién (b) implica que (¢,¢) = (¢, $)*, o sea que (¢, d) es real.
Puesto que (¢, ¢) = 0, entonces se puede definir la norma de ¢ mediante

16l] = 18] = (¢,0)" .

Por otra parte, combinando (b) y (c) se obtiene la relacién de antilinealidad,
(c1 1+ c2tho, ) = cf (Y1,0) + ¢ (Y2, 9) -

Desigualdades. De la definicién de norma y propiedades del producto interno se obtienen
las siguientes desigualdades,

a) Desigualdad triangular: 9] + ] = (6 + ¥)];
b) Variante de la desigualdad triangular, 9] x [¢] = 5 [(¢, %) + (¥, 9)];
c) Desigualdad de Cauchy-Schwarz, (0, ¥) (0,9) = (¥, 9)I%;
d) Variante de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, || x [¢| = L |(¢,¥) + (¢, 9)];

Esta dltima se puede demostrar siguiendo los siguientes pasos. Sea z = (v, ¢), de modo
que z* = (¢, ). La desigualdad triangular aplicada a ndmeros complejos conduce a

1 1
2l = 50121 +127]) = 5l + 27

Definiciones de productos internos. Para los espacios vectoriales que nos interesan to-
mamos las siguientes definiciones de producto interno. En el caso de vectores discretos,
donde

a1 by
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IX.-

XI.-

definimos
(B,A) =0bj a1 + b ax + ... (5.1)

Para el caso de funciones ¢(z) y ¢(x), continuas y derivables en el intervalo [a,?],
definimos

(4, ) = j 6 (2) w(z) ¢(z) di (5.2)

donde w(z) es una funcién de peso real y positiva. Esta definicién es extensible a
funciones en 3D.

Ortonormalidad. El conjunto {¢;} es ortonormal si (¢;, ¢;) = d;;.

Operadores lineales. También referidas como transformaciones lineales. Se trata de
aplicaciones L que toman como argumentos vectores de un espacio V resultando en
otro vector en el mismo espacio. Si ¢; y ¢, son elementos de V), con A un nimero
complejo, entonces la linealidad se establece si

L{¢1 + ¢2] =L[¢1] + L¢a] ,
LA ¢1] =A L[¢1] . (5.3)

En adelante, a una transformacién lineal se le denotard como un operador, por ejemplo
M. Su accién sobre un vector lo denotamos Mgb La linealidad de M se expresa

MM + Aagho) = MMy + Ao My .

Un operador M puede (auque no siempre) tener inversa, la que se denota por M1
que cumple MM = MM~ = I.

Espacio dual. Sea V' un espacio vectorial, entonces existe un espacio dual de funcionales
lineales sobre V' los cuales le asignan un escalar (en general complejo) a cada ¢ en V.
Denotamos ésto por F'[¢].

f
Fig1 / c

Flo] = (f, ¢)

Plano complejo

Figura 5.1: Funcionales del espacio dual.
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XII.-

XIII.-

La condicién de linealidad implica que si a y b son escalares, entonces

Flagp+by]=aF[¢] +bF[¢Y] .

Los funcionales lineales también forman un espacio vectorial, que denominaremos ',
si definimos la suma de dos funcionales como

(F1 + Fy)[v] = Fi[y] + B[]

Teorema de Riesz. Existe una correspondencia uno a uno entre los funcionales I' en )’
y vectores f en)), de modo que todo funcional lineal toma la forma F[] = (fr, ).
Esto muestra que hay un isomorfismo entre V y V',

La demostracion de este teorema, una equivalencia, va en dos direcciones. Primero
demostramos que para todo f en V, la construccién (f, ¢) = Fy[¢] es lineal. Esto es
directo puesto que el producto interno (f, @) es lineal. Falta probar el inverso, vale decir
que a todo funcional F' se le puede asociar un vector fr en V. Para ello consideremos
una base ortonormal ¢,,, de modo que cualquier vector en V se expresa

¢:ch¢n-

Entonces, haciendo uso de la linealidad del funcional F'y ortonormalidad de ¢,, desa-
rrollamos,

F[y] = Ycn Flol
= 2,6 0 Fl4]

n7j

= ch (On, @j) Fldn] usando ortogonalidad
n,J

= ch (Z F*[pn]n, ¢5) usando antilinealidad
7 n

- (Z F*[gbn]gbn,ch ®j) usando linealidad
= (fFaqvb)

En esta dltima linea identificamos fr = > F*[¢,]¢,, probando la existencia de f.

Espacio de Hilbert. Un espacio vectorial H se denomina espacio de Hilbert cuando
esta dotado de un producto interno (f,g) entre sus elementos, cumpliendo las cuatro
condiciones listadas en VI, es decir

a) Linealidad: (f,ag + bh) = a(f,g) + b(f,h), con a,be C;
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b) Nexo dual/conjugado: (f,g)* = (g, f);
c) Norma definida-positiva: (f, f) = 0; y

d) Completitud: existe un conjunto de vectores linealmente independientes {f,,}, tal
que todo elemento f € H se expresa como una combinacién lineal los f;

f=chfn.

5.2. Notacién de Dirac: bras y kets

La notacién de los bra y ket fué introducida por Paul Dirac en los anos 20s y su uso es
bastante generalizado en mecénica qudntica. En un sentido general, a los vectores en V se
les denomina ket, y se les denota por |1)). A los funcionales lineales en el espacio dual se les
identifica con los bra, y se les denota (F'|. El escalar formado por el funcional aplicado a un
vector 1) se denota por

Fly] = {frld) -

notacién que no acarrea ambigliedad gracias al teorema de Riesz. La linealidad del funcional
I se sintetiza de la forma

pl{alg) + Bl = aly|g) + B{Y|pa)
La antilinealidad, en tanto, conduce a la siguiente correspondencia
cilgr) + cafd2) — ¢t 1| + ¢ (2] -

En el caso de un operador A actuando sobre elementos del espacio vectorial, entonces,

Alcr|r) + cala)) = c1 Algr) + ¢z Alga) .

Es interesante observar como se representa la condicion de completitud con la notacién
de Dirac. En ella todo vector del espacio vectorial se representa como combinacién lineal de
elementos de su base, vale decir

¥) = ch |Pn) - (5.4)

Los coeficiente se obtienen de la condicién de ortonormalidad {(¢;|¢;) = d;;. Al multiplicar
por la izquierda {¢,,| tenemos

(Pm|¥) = ch (Pm|Pn) = Cm
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donde hemos denotado (z||y) = (z|y). Con ello ¢, = {¢,|¥), que al ser reemplazado en la
Ec. (5.4) conduce a

n

D6aXal|T) =

) = (Z |¢n><¢n!) o). (5.5)
Puesto que esta identidad es valida para todo | V), entonces la completitud se expresa por

DlgnX gl = 1. (5.6)

Ejercicio 5.1 Expresar la ecuacién M|y = |4, en la base ortonormal {|u,,)}.

Solucién: Expandimos [¢) y |¢) en términos de los elementos de la base {|uy,)},
[y =Y ajluy, o) = > biluy) .
J J

Sustituimos ambas expansiones en M|¢)) = |¢) y multiplicamos por la izquierda (uy|. Ha-
ciendo uso de ortogonalidad, {uj|u;) = dx;, obtenemos

> Cug| Mluzy a; = by . (5.7)

J

Con ello identificamos la ecuacién matricial 3;; My;a; = by, donde Mj; = Cu| M |us).

Operador adjunto. Sea A un operador y consideremos el producto vectorial (¢, flw). Nos
preguntamos por la existencia de un operador asociado a A, que denotamos por Af, que
cumpla con la igualdad

(¢, Ap) = (AT,4)) . (5.8)

A tal operador se le denomina adjunto de A. En general, si A estd representada por sus
componentes en cierta base, entonces su adjunto esta dado por el transpuesto conjugado.
En notacién de Dirac observemos

Ay =gy — (Q|AT = (¢| (5.9)

Las siguientes son algunas propiedades del adjunto
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Ejercicio 52 Demuestre que (AB---Y2)l = Ztyt... BIAT.

Operadores hermiticos. Cuando el adjunto de un operador A coincide con el mismo operador,
vale decir AT = A, se dice que A es hermitico o auto-adjunto. Los elementos diagonales de
estos operadores son reales al igual que sus autovalores.

Transformaciones unitarias. Un operador M representa una transformacién cuando al ser
aplicado sobre un elemento [¢)) del espacio vectorial resulta otro, |¢’Y = M [, dentro del
mismo espacio. En el caso de transformaciones unitarias ellas tienen la propiedad adicional de
preservar la norma del vector transformado. Denotamos por U una transformacion unitaria,
entonces ella satisface

Ul=ut.
En efecto, sea

¥ =Ulyy,

entonces

W'y =&l U0 1) = ),

1

que demuestra la invariancia de la norma.

Examinemos el efecto de una transformacién unitaria sobre operadores. Para ello consi-
deremos el ket formado por Aly)) y le aplicamos una transformacién unitaria U. Tenemos

U(A[py) =U(AUTU|gy) = (UAUN) U [y = A'|9)
donde hemos denotado

W) = Uy, (5.10)
A" = UAUT. (5.11)
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Se puede verificar facilmente que el producto de dos operadores unitarios es unitario. También
se cumple que si A es un operador hermitico y U unitario, entonces U AUT también es
hermitico.

Una clase de transformaciones unitarias de interés la constituyen las transformaciones
continuas. En general ellas dependen de un pardmetro continuo, que podemos denotar .
Entonces, U = U(\), conviniendo que

lfm U(\) =1. (5.12)

A—0

Podemos escribir a primer orden
UN =1+iXG+ -,

donde G da cuenta del primer término de la serie y que denominaremos, por razones que se
veran mds adelante, generador. Imponiendo unitariedad, U'U = 1, entonces

(1—iAGT+--)A+iNG+---)=1,

de donde se infiere la hermiticidad del generador

~ A

G=aG". (5.13)

En términos del generador, la transformacién infinitesimal (A — ¢€) de vectores |¢)) y
operadores A quedan expresadas

(W)= (1 +ieG)) - 8y =Gy, (5.14)
A~ (14+ieG)YAQ —ieG) —  A=ie[G,A]. (5.15)

Consideremos el caso de una transformacién unitaria cuyo generador estd dado por un
operador G, hermitico. Ademas, sea A un parametro real finito el cual es subdividido en NV
segmentos idénticos de longitud e = A\/N. De acuerdo a la Ec. (5.14), la accién del operador
infinitesimal (1 +ieQ) sobre |1, genera un nuevo vector que denominaremos |1, ), de modo
que

1) = (1 + ieG) oy = Ueltboy -

Al aplicar N veces la misma transformacién, suponiendo GG independiente del parametro A,
entonces

~\N N
) = <ﬂ + %) o).
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UG U U Ue
0 1 2 3 N-2 N-1 N
——

AN
0f A

Figura 5.2: Aplicacion sucesiva de N transformaciones U, /.

Estas NV aplicaciones se ilustran en la Fig. (5.2), las cuales compuestas N veces resultan en
UXN. Hacemos ahora N — o0 y rotulamos [1)x) — |1/, de modo que identificamos

N

N
) = Jim (ﬂ + %) o) = €% [yo) (5.16)

resultado que explicita la correspondencia entre el operador unitario U y su generador G
U =e?e . (5.17)

En general, la identificacién anterior para la exponencial de un operador lineal A es consistente
con la expansién (conviniendo A° = 1)

. 0
et =2
k=0

| —

Ak
! .

-

Productos externos. En la notacién de Dirac ellos corresponden a construcciones de la forma

~

M = |¥){¢|. Claramente se trata de un operador, pues al actuar sobre un vector |o) se
tiene

Mloy = [U)élloy = [U)dlo) ,

que claramente es un vector. Este producto recibe el nombre de outer product en inglés.

Ejercicio 5.3 Demuestre que eVAU ™ — AT,
J q

Ejercicio 5.4 Demuestre que AeBA = ¢AB 4

Ejercicio 55  Si [A, B] conmuta con A y con B, entonces ¢ ¢8 = A+B+ABI2
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Teorema |.-

Si <1/1|/1|¢> = <¢|A\¢>*,A con |y arbitrario, entonces <¢1|A|¢2> = <¢2\/1|¢1>*,
Y |é1), |p2), por lo tanto A = AT.

Demostracién.- Expresemos [1)) como una combinacién lineal de dos vectores arbitrarios,
1)y [P2): [0) = aldr) + b|pa), con a'y b dos complejos también arbitrarios. Sustituyendo
y expandiendo obtenemos las siguientes ecuaciones

WIA) = [al*(@r|Algn) + [b*(0al Alda) + a*b (o] Alg) + ab™ (o Alg1) ,
WA = [al}@1|Alon) + [b(02| Al62) + ab™(B1| Alon)* + a™b (o] Aj6r)" .

Imponiendo (Y| A|ih) = (1| A[p)*, considerando (a = 1;b=1) y (a = 1;b = i), se tienen
(D1l Alg2) + (@l Alér) = (ArlAlgo)" + (g2l Alpr)"
(@1]A|g2) — (Da2|Alp1) = —(d1|Ald2)" + (2| A|$1)"

Sumando ambas igualdades se obtiene <¢1]fl]d)2> = <¢2\A\¢1>*. Puesto que [¢1) y [¢2)
son arbitrarios, entonces A = A'. Notar que la condicién impuesta sobre (1| A[)) es mds
restrictiva que la que se obtiene para {(¢1|A|p2).

5.3. Autovalores y autovectores

Sea A un operador lineal. Entonces la ecuacién

Alg) = aley,

representa una ecuacién de valores propios. Al escalar a se le denomina valor propio (o auto-
valor) y a |¢) el vector propio correspondiente. A fin de hacer explicita esta correspondencia
entre a y |¢) rotulamos ¢ con el subindice a: |¢p) — |¢,). Esta notacién puede hacerse
aun mas compacta si prescindimos de ¢, un simbolo que no tiene rol en el problema. Asi,
denotamos |¢,) = |a). Entonces, la ecuacién de valores propios se expresa
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Teorema |I.-
Si A es hermitico, entonces sus autovalores son reales.
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La demostracién a este teorema es muy sencilla. Sea Ala) = a|a) y multipliquemos (a| por
la izquierda. Entonces,

{a|Alay = alala).

Tomando conjugado, {a|Af|a) = a*(ala), usando A = AT, se obtiene a = a*.

Teorema IlI.-
Los autovectores asociados a autovalores diferentes son ortogonales.

Demostramos considerando las ecuaciones de valorios propios Ala) = ala), vy fl|b> =
b|b). Proyectamos por la izquierda con (b| y {al, respectivamente. Notando que (b Ala) =
(a|A|bY*, ademas de que a y b son reales por el hecho de que A es hermitico, obtenemos

0= (a—0b)alby,

De esta igualdad se ve que si a # b, entonces {a|b) = 0, vale decir |a) y |b) son ortogonales.

5.4. Representaciones

En nuestra revision de la mecdnica ondulatoria vimos que el momentum y la posicién
desempenan un rol especial. En particular, ambos observables llevan asociados los operadores
hermiticos p,. y &, respectivamente, con sus respectivas extensiones a 3D. Analicemos el caso
1D y consideremos la siguiente ecuacién de valores propios para el operador posicién &

Sin perder generalidad podemos suponer autovalores discretos, {|z,)} cumpliendo ortogona-
lidad y completitud,

(@nlm) = Opm D [wa)aa] = 1.

Consideremos entonces un estado |¥) y lo expresamos en tefminos de los elementos de la
base, vale decir {|x,)}, |¥) = >, C, |z,). Los coeficientes de esta expansién estan dados
por C,, = {x,|V). Sustituyendo C,, en la expansién para |¥)

[0) = D aalW)lza) = ) 20 )Xzal L.
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Lo anterior en virtud a que (x,|¥) es un escalar. El paso al continuo logra hace haciendo
>, — §, con lo cual

o0
U) = D )@ U)  — W) = J |z) da {z|[¥) .
n —0o0
Con esto identificamos la relaciéon de completitud

JOO |z)dx (x| =1, (5.18)

—00

donde 1 denota la identidad. A fin de inferir (x’|x), consideremos la identidad

0= [ drtlw).

Proyectando {z’| por la izquierda y denotando {(z|¥) = ¥(x) obtenemos,

vw) = [ o).
—o0
relacién vélida para todo W, por lo que necesariamente (z’|x) corresponde delta de Dirac,
@zy=06(z" —x) . (5.19)
Un procedimiento idéntico conduce a las relaciones analogas en representacion de momentum,
; @'y = o' =p),
f [p) dp{p| 1

—0

En la Ec. (3.71) establecimos la relacién entre las funciones de onda en espacio de
coordenadas y de momentum. Esta relacién resulta consistente en el formalismo de Dirac si
identificamos (p|¥) = W(p), y (x|¥) = ¥(z), donde introducimos una tilde en ¥(p) a fin
de indicar que tal funcién se expresa en representaciéon de momentum.

Buscamos ahora una forma explicita para {(z|p). A fin de simplificar la notacién, en

. ;. . - a0 -
adelante omitiremos los limites de integraciéon +oo en S_OO .-+, @ Menos que sea necesario
explicitarlos. Consideremos

| pavsiwy = 1w/l
f<$\p>dp\if(p) = U(r) . (5.20)
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Utilizando
T(p) = 1 dx e ()
P (27h)1/2 ’
entonces,

WJ dpJ dz'z|py e P MW (2) = W(z) .

Reordenando términos,

[ | s [[antalmr e |0 = o)

de donde identificamos la delta de Dirac en el integrando,

1

WJ dplz|py e M = §(a' — x) . (5.21)

Multiplicando por e7'*/" e integrando en 2/, luego de utilizar { dz ! =P)2/" = 27k (p' —p),
se obtiene

1 .
_ ipx/h

cuya extensién a 3D es

1
<’I"|p> = (27Th)3/2

e/t (5.23)

Claramente se cumple

1

(plr) = (rlp)* = COLE e Pt (5.24)

Ejercicio5.6  Suponga las siguientes condiciones de ortogonalidad y completitud en espacio
de coordenadas: (z'|z) = d(2' — z); §|z)de{x| = 1. Ademds se adopta la convencién
(z|k) = e'**. Determine para este caso (K'|k) y §|k)dk{k|.

Ejercicio 5.7 Considere la funcién de onda |¢) definida en espacio de momentum (3D)
mediante (p|¢) = B/(1+ p*/m?)%. Normalice la funcién de onda y determine (r|¢). Calcule
los valores de expectacién (p? ), y (72 ),. Analice como cambia la forma de las funciones
de onda (en espacio de coordenadas y momentum) ante incrementos de m.
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5.5. Representacién de operadores

Si bien ya hemos visto la forma que toman los operadores de posicion y momentum
en representacion de coordenadas y de momentum, es instructivo utilizar la notacién de
Dirac para reexaminarlos. Nuestro punto de partida esta dado en la seccién anterior, con las
relaciones de ortogonalidad y completitud en 3D,

ey =6® (' — 7)), J irydrr| =1, (5.25)
wlp) =59 (p' — p) . ‘f,p>dp<p::1, (5.26)

ademds de la Ec. (5.23) para (r|p). Recordar la notacién dr = d&®r y dp = d&°p

a) Momentum y energia cinética
Buscamos p en representacion de coordenadas. Para ello tendremos presente la ecua-
cién de autovalores para la componente 2 del momentum,

ﬁi|p> = Di \P> .

Obsérvese el siguiente desarrollo autoexplicativo

sy = oi( [ o l) 10

pilp)dp{p|r)  (Linealidad)

pi|lp)dp N e ™ r/h (Autovalor y {p|r))

= ( ip>dp p; N e P"/"  (Reordenando)
“p}dp (+ih ;) N e=®"/" (Identidad)

|p)dp (+ihd;) {p|r)

= (i) | Ipdp i)
= (+ihdy)|ry,
con lo cual

pilry = (+ihd;) |r) = plr)=(+ihV) |r). (5.27)

dfi

Universidad de Chile

Avance 02-jul-2015



H F Arellano

99

Mediante un procedimiento totalmente analogo se puede demostrar que

{rlp = (=ihV) (r|, (5.28)
identidad de la cual inferimos

{r|p|¥) = —ihV {r|¥) = —ihV ¥(r) . (5.29)

Este dltimo resultado también se obtiene considerando la Ec. (5.27) y usando (¥|r) =
U*(r). Podemos entonces representar el operador energia cinética en espacio de coor-
denadas, para el que se obtiene

<r|” p|\1/>_ h2 V() (5.30)

El potencial

Cuando presentamos la ecuacién de Schrodinger observamos que el término de energia
potencial se presenta de la forma V' (r)W¥(r). Examinemos el término de energia po-
tencial con la notacién de Dirac. Para simplificar notacién consideremos un caso 1D
y estudiemos el término V|\If> en representacion de coordenadas, para lo cual proyec-
tamos <x|V|\IJ> Se resalta el hecho de que V no es una funcién sino un operador.
Ahora, entre V y el ket |¥) expandimos § |2y da’ (z'|, sustituimos (z/|¥) = W(z') y
obtenemos

(2l V7| ) — f<x|v|x'>\11<m’) dx’ (5.31)

El término (x|V|2’) representa elementos de matriz del potencial, los que dependen
en principio de las dos coordenadas = y 2’. Tal dependencia de puede expresa por

(x|V]a') = V(')

Si uno retiene esta doble dependencia entonces estamos frente a un potencial no local.
Tales tipos de potenciales ocurren en la naturaleza. Sin embargo, en los sistemas mas
simples y comunes el potencial es local, lo que tipicamente se expresa de la forma

V(z,2') =0(z' — z)v(x),

con v(z) una funcién de la coordenada x. En este caso entonces
(z|V T = J o' —2)v(x) (2" da' = v(z)¥(z) . (5.32)

Resulta conveniente, entonces, explicitar la condicién de localidad de un potencial V
mediante

Vir) = V(r)|r),

con V(7) una funcién sélo de 7.

Universidad de Chile fcfm

Avance 02-jul-2015
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Ejercicio 5.8 Considere el vector |y) definido en representacién de coordenadas (3D) me-
diante (r|x) = e con B un pardmetro real. Considere ademds el operador TV = IO {x|.
Determine los elementos de matriz de W y W?2 en las representaciones de coordenada y mo-
mentum.

5.6. La ecuacién de Schrodinger revisitada

Con la notacién de Dirac la ecuacién de Schrodinger se expresa de la forma
N 0
H|V) = zh§|\lf> : (5.33)

El operador H corresponde al hamiltoniano del sistema, que en el caso de una particula de
masa m interactuando con un campo queda formado por la suma de su energia cinética con
el potencial, vale decir,
Pt
H=—+V. (5.34)
2m
Los resultados de las secciones anteriores permiten el siguiente desarrollo, si el potencial es

local,

(%w) ) - z‘h%h@ /

l_’ivuwr)] (r|wy = iﬁ%@ﬂ‘l’% =

2m

l— Qh—m V2 4+ V('r)] U(r,t) = m%““” :

En cuanto a la evolucién temporal de W, consideremos |¥q) solucién de la ecuacién de
Schrodinger en t = 0. Entonces,
Y = e~ HUm g, (5.35)

es solucién de la misma ecuacién V ¢ > 0. A este punto resulta de interés considerar la
ecuacién de valores propios para el hamiltoniano
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Si H es hermitico, entonces podemos construir una base |¢,) ortornormal y completa. Re-
solviendo este problema, y dada la forma inicial de la funcién de onda, entonces

(r|W) = (r| (Z ¢n><¢n|> e W) (5.36)

—iHt/h

Puesto que (¢, |e = (¢, | e7Fnt/" | resulta evidente que

U(r,t) = Y Cpur) e P/ (5.37)

donde C,, = {¢,|Vy), representa la amplitud de probabilidad de que en ¢ = 0 la funcién de
onda |¥y) ocupe el estado |¢,,).

Ejercicio 5.9 Considere el estado normalizado |¥) = e~/ W), solucién de la ecuacién
de Schrédinger dependiente del tiempo. Demuestre que Y, |c,|* = 1, donde ¢, = (¥|n),
con |n) un autoestado del hamiltoniano.

Ejercicio 5.10 ~ Demuestre que (U|H|¥) = 3 E,|c,|?, donde H|n) = E,|n).

Ejercicio 5.11 Considere un electrén atrapado en un pozo de potencial de anchura a. En
t = 0 su funcién de onda tiene forma armonica sin nodos en la mitad izquierda, con amplitud
nula en la mitad de la derecha. Determine el instante en que la funcién de onda toma la
forma ilustrada a la derecha del esquema de mds abajo. Determine la frecuencia con que esta
situacion se repite y comparela con la frecuencia del estado fundamental.

5.7. El oscilador arménico en representacién de energia

Consideremos nuevamente el oscilador arménico, pero esta vez diagonalizaremos el ha-
miltoniano mediante una técnica mas formal. En ella haremos uso explicito del algebra de

los operadores que intervienen. Comencemos escribiendo el hamiltoniano,
1 1 9 .9

H=—p>+-muw?i?,
om e T2

y definamos los operadores adimensionales Py (),

A 1 A mw
P=y/——p s .
mhwpx’ @ h v (5.38)
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102 Capitulo 5. Formalismo

Con estas definiciones,
2 52 L A2
=S (P*+Q?) .

Claramente los operadores P y () satisfacen la regla de conmutacién

[Q,P] —i. (5.39)
Construyamos ahora los operadores a (bajada) y a' (subida) mediante
5 (@)
a = — iP)
V2
1 A A

los que cumplen con la regla de conmutacién
aal —a'a=1Ta,a]=1. (5.40)
Por otro lado, podemos expresar P y Q en términos de los operadores de subida y bajada

1
Q= 7.2(& +a), (5.41)
P = \/—ﬁ(aT —a) . (5.42)

Sustituyendo en el hamiltoniano y aplicando las reglas de conmutacién para a y a! obtenemos

H= lhw(aa" +a'a) = hw(a'a + 1) . (5.43)

Esta estructura del hamiltoniano es muy sugerente a la luz del resultado obtenido para el
espectro del oscilador arménico. Resulta conveniente entonces prestar atencion al operador

~

N=dla, (5.44)
con el cual
= (N+3). (5.45)

Por lo tanto el problema de la diagonalizacién de H se reduce al de la diagonalizacién de N.
En esa linea, analicemos algunos resultados interesantes. Para ello construimos la ecuacién
de valores propios

Nvy =vlv)y, (5.46)

de la cual se infieren las siguientes propiedades.
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a) Los autovalores satisfacen v = 0.
En efecto, consideremos |1) = a|v), entonces {u| = (v|a’. Multiplicando ambos lados

se observa
(uly = Wlatalvy = v wlv) | (5.47)
S~—— N~——
>0 >0

a partir de lo cual necesariamente v > 0.

b) El vector a|v) es proporcional a |V — 1). A
Consideremos nuevamente |1y = a|v) y calculemos N|u). Haciendo uso de [a,a'] = 1,
desarrollamos explicitamente,

Nlpy = (ala)alv)
(aa’ —1)alv)
a(a'a)|lv) — alv)
av|vy—aly)

) = (v—1)alv) =

Nlpy = (v=1)[w

Con ésto podemos escribir ) = alv) = ¢,|v — 1) y buscamos ¢, a fin de normalizar
los autovectores. Exigiendo (v|v) = 1, entonces

Wlatalv) = [, (v — 1y — 1) .
—_—— | —
v 1

Resolviendo ¢, y considerando la raiz real positiva, obtenemos

alv)y = vy —1). (5.48)

La lectura a esta ecuacién es directa. La accién del operador a sobre un vector |v)
se traduce en ‘bajarlo’ de nivel en una unidad, generando el autovector |v — 1). Es
por tal motivo que al operador a se le denomina operador de bajada. En ingés, ‘down
operator’.

c) El vector a'|v) es proporcional a v + 1).
La demostracién es andloga a la anterior, conduciendo a

allvy =Vv+1v+1). (5.49)

Anélogamente al operador a, a' recibe el nombre de operador de subida, ‘up operator’
en inglés.
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d) Los autovalores v son enteros.
En efecto, recordemos que los autovalores de N son positivos y que alv) es autovector
de N. Mas atin, el elemento a™|v) es autovector de N, el cual esta dado por

alvy =A/v(v—1)---(v—m+1)|v—m).

Notar que si v es no entero, siempre existird un m con el cual el autovalor de N, v —m,
sea negativo. Esto contradice la propiedad i, de modo que v debe necesariamente ser
entero. Con ello reacomodamos la notacién, haciendo v — n, con n = 0.

e) El espectro de energfa es fiw(n + 1).
En la base en que N fué diagonalizada, tenemos

Hiny = hw(N + 3)[n)
= hw(n+ 3)|n).

La introduccién de los operadores de subida y bajada permite un enfoque interesante
para la obtencién de las formas explicitas de la funciones de onda. Recordar que al aplicar el
operador de bajada al estado fundamental |0 ) el resultado es nulo, como lo expresa la Ec.
(5.48). Por otro lado el operador de bajada se estd dado por a = (Q + zp)/\@ con Py
Q definidos en las Ecs. (5.38), por lo que podemos proyectar en espacio de coordenadas y
obtener una ecuacién diferencial para ¢o(x) = (x|0 ). Entonces,

a0y = 0 /<x|

- (\/@x—k\/» pm> 0y =

(mw x + ho,) po(z) 0.

Resolvemos,

$o = _% x ¢o = Po(z) = C emmwat/2h (5.50)

La constante C' = [mw/hm]"/* se obtiene al imponer (0|0) = 1.

Una vez obtenido el estado fundamental podemos aplicar el operador de subida para
obtener las soluciones ¢, (x) = {x|n). Dado que aT|n> = v/n+ 1jn + 1), entonces

afln —2) = - - =

ny =
ny =

Tn_
v
a0

55
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Por otra parte, es facil comprobar que

(alat = 5| <x _ i %) (af (5.51)
con lo cual
) = Galy = = (5" (o LY ) -

vn!

1 /mw\ 14 fmw\n/2 1 d\" 2
- — ) e /2h (552
v/n! (hﬂ') ( h > (m mwdm) © ( )

Ejercicio 5.12 Encuentre la funcién de onda del estado fundamental para una particula de
masa m atrapada por un oscilador armdnico cuya energia entre niveles es h{2. Sibitamente
el potencial es alterado, duplicandose la energia de separacién entre los niveles. Determine la
probabilidad de que la particula se encuentre en el estado fundamental del nuevo potencial.

Ejercicio 5.13  Sean |[0) y |1) los niveles mds bajos del oscilador arménico unidimensional
de frecuencia w y masa m. Construya el estado |¢) = C5|0) + C1|1) tal que el valor de
expectacién (p|Z|¢) sea maximo. Para tal estado calcule entonces (p|Z|d) y {(p|p|d).

Ejercicio 5.14 Considere el hamiltoniano H = ﬁ(ﬁ — )% Exprese este operador en
términos de operadores de subida y bajada definidos adecuadamente. Explique porqué el
pérmino no cinético de este hamiltoniano corresponde a un potencial no local. Calcule los
elementos de matriz (n|H|n), en la base de autofunciones del operador afa. ;Qué puede
decir acerca de los elementos no diagonales?

Ejercicio 5.15 Considere los operadores a,, definidos por la siguiente dlgebra:
{an,a5} =0, {al,ag} =0, {aa,ag} = 0ag ,

donde {a,b} = ab + ba. Se define el estado base por |0). El estado |a) = af |0), representa
la ocupacién del estado « por sobre el estado base.

a) Dado N, = al, a,, demuestre ]\73 — N,. Determine los valores propios de N,.

b) Determine las constantes de proporcionalidad en las relaciones

Na(aa|0)) oc [0y 5 Na(al|0)) o [a) .
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Los operadores de subida y bajada permiten una forma muy expedita del calculo de
elementos de matrix de 2™ y pI*, o alternativamente Q" y P™. Notar que

Q = \/g(a“ra), (5.53)

A 1
Po= i\ (a' —a), (5.54)
(5.55)
Observemos el cdlculo de <Q p
(@) = 3l +a)?)n)
= Ln|a'd" +d'a+aa' + aaln)
= 2[0+n+(n+1)+0],
donde se usaron
(n|afafn) ~ an+2)=0,
(nlaalny ~ {n+2ln)=0,
(nla’aln) = n,
adl = ala+1.
Por lo tanto,
A 2n+1 A
(@ == - H{Q=3(nt3) (5.56)
El procedimiento para el calculo de ( P2, es similar y conduce a
- 2n+1 ~
(P2 == - KPu=z(n+3) (5.57)
Notemos que
Pt 3(Q7n = (n+) . (5:58)

un resultado esperado.

Los resultados expresados en las Ecs. (5.48) y (5.49) permiten obtener

{mla |n)y = Vnoma
<m\aT\n> = Vn+10mnt1 -
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En forma matricial,

0+v1 0 - 0o -
-0 V2 0 - vViooooo-
0 v3 0 0v2 0 - -
a= 0 V4 0 ,  al= 0 vV3 0 - :
.0 - 0 V4 0 -
0 : .0 -0
0 : ()
(5.59)
de donde
0 V1
Vioo0v2oo-
A 1 . \/5 0 \/3 ..
= — ) 5.60
=% - v oo vi- (5.60)
. . A4 0 -
: 0
y
0 —V/1 :
VI 0 =2 :
. i .42 0 —+/3 .o
P=— . 5.61
7 S VB0 I 6!
U
: 0
Ejercicio 5.16 Haciendo uso de los operadores a y a', calcule los elementos de matriz

(ilzpljy y (i|pz|j). Con ello verifique que (i|[Z,p]|j) = ihd;;

Ejercicio 5.17 Para el oscilador arménico de frecuencia angular w demuestre las siguientes
propiedades:

By =2(K Y =2(V) = hw <n+1>

2
h 1
(Az)? = — <n - 5)

(@9} =t (4 3)

(xhy, = 2 (i)z (2n* 4+ 2n + 1)

mw
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Ejercicio 5.18 Demuestre que si a' es el operador de subida, con [a,a'] = 1, entonces
a(a")"|0) = n(a")"71|0). A partir de lo anterior demuestre  e**F(a")|0) = F(a' + \)|0).

Ejercicio 5.19 Considere un electrén sometido a un campo externo descrito por cierto
potencial que tiene un sélo minimo. Para simplificar ideas, considere que éste se encuentra
en el estado fundamental. La regién donde el potencial presenta un minimo se modela me-
diante un oscilador arménico tal como se procede en mecanica clasica al tratar oscilaciones
pequefias en torno a un punto de equilibrio: U, = $mw?z?.

a) Determine la funcién del estado fundamental asociada a este potencial.

b) Sdbitamente los constituyentes que dan cuenta de este potencial son alterados, conducien-
do a un nuevo potential con un miimo en z = 0, dado por U, = $mwia® —w, donde w > 0.

Determine la probabilidad de que el sistema se encuentre en el nuevo estado fundamental.

5.8. Evolucién temporal, translaciones y 'boosts’

Como vimos anteriormente las transformaciones continuas unitarias tienen por generado-
res operadores hermiticos. Examinaremos los casos del hamiltoniano, momentum y posicién.
Como veremos, tales operadores son generadores de evolucién temporal, translacién espacial
y cambio de momentum (‘boost’ en inglés).

El hamiltoniano como generador de evolucion.
Comencemos considerando el vector |¢;) solucién de la ecuacién de Schrodinger. Entonces,

L0 -
m%WQ = H [y, (5.62)

de donde

~

o, H
a5ty = (1 —idt 7 )[Ye)
con lo que resulta evidente identificar el generador de translacién temporal (evolucién)
G — —HJh.

La transformacién unitaria correspondiente al barrido de 0t sobre el intervalo [¢o,?] queda
dada por

Ut —to) = ettt
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Obtenemos (y reconocemos) entonces

2y
|y = e nUITI0) Japy

Momentum como generador de translaciones.
Examinemos el operador momentum p como generador en 1D. Escribimos esta vez

—iap/h
U,=c¢€ p/ ,

con a una constante real con dimensiones de longitud y el signo negativo en la exponencial
escogido por conveniencia. Analizamos su accién sobre un vector |1)),

) = ey ) Galx -
V@) = Calem )

= Cale™® )
= " ()
0
1
= gy (-ada) v(a)
prl
0
1
= Z i W () =
k=
v'(z) = (x —a) . (5.63)
Por lo tanto la funcién de onda (x) ha sido trasladada en a. Este resultado también se

debiera ver reflejado en el autovalor del operador posicién Z aplicado al estado |2’y = e™*|z).

Ejercicio 5.20  Dado |2') = e~"/"|2), demuestre que 2|2y = (x + a)|2’).

Resulta evidente entonces que el operador de momentum actlia como generador de
translaciones espaciales. La extension a 3D es directa puesto que los operadores p; conmutan
entre si, lo que permite expresar la composicidon de translaciones independientes ay, as y as
como

U(a) _ efzalpl/h . eflazpz/h _efzagpg/h — e tap

Operador posicion como generador de ‘boosts’.
El andlisis al considerar & como generador es analogo. Al igual que como se hizo en el caso
anterior, definamos

U _ €+ip0§c/ﬁ
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Verificaremos que [p'y = U|p) es un autoestado de p y calcularemos su autovalor. Resulta
atil recordar la propiedad

oF
or

En el caso particular F' — U = e*i7#/" donde 0U /02 = (i/h)po U, obtenemos

pU—~Up=pyU.

[p, F(2)] = —ih

Al actuar sobre |p) e identificando [p’) = U|p) obtenemos
Pl = (p+m)lp),

de donde se ve que la accién de U = et'#/" sobre el estado de momentum Ip) es llevarlo
al estado p — p + po.

Ejercicio 5.21 Al operador U = ¢~ ##(@+P2)/1 s |e denomina ‘squeeze operator’ en inglés.
Demuestre que U es unitario y obtenga el autovalor de Z al actuar sobre |z') = Ulx).
Interprete su resultado haciendo 5 = In \.

5.9. Cuadros de Schrodinger y Heisenberg

El desarrollo de la mecédnica cuantica contd con aportes muy significativos por parte de
Schrodinger y Heisenberg, conducentes a resultados idénticos mediante el uso de formalismos
aparentemente distintos. El esquema de Schrodinger se centra en el estudio de funciones
de onda, mientras que el de Heisenberg en el estudio de operadores en forma matricial.
Fué Schrodinger en 1926, e independientemente Dirac en 1927!, quienes demuestran que
ambos enfoques eran equivalentes y que se relacionaban entre si mediante una transformacion
unitaria.

Si consideramos un sistema descrito mediante un hamiltoniano independiente del tiempo,
entonces la evolucién temporal de sus estados esta determinada por

i) = efmt/hWO = U [to),

donde |¢)g) corresponde a la funcién de onda en ¢t = 0. El vector |¢;) representa al estado
en el cuadro de Schrédinger y lo denotamos por |1)s). Al estado [¢g), que no experimenta
evolucién temporal, se le hace corresponder |1y ) en el cuadro de Heisenberg. Asi entonces,

[¥s) = Ul .

1J.-L. Basdevant, Quantum Mechanics, Springer, The Netherlands (2002).
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Bajo esta transformacidn, el valor de expectacién de un operador Ag en el cuadro de Schrédin-
ger queda dado por

sl Asls) = | UT Ag U |ty .

Examinemos entonces la evolucién del operador /:1H = U Ag U. Derivando con respecto al
tiempo, y notando que oU/dt = —iU H/h = —iH U /h, se obtiene

dAy iH\ iH 0As
—2 = A TA f
p <h>U sU-U SU<h>+U — U

- %[UTASU,I?] Ut O;;SU

Si hacemos la identificacién (%ZlH/(% = U % U, se obtiene
0Ay
ot '

hd;l{%z[fh{,ﬁ]—irih

(5.64)
la ecuacién de evolucién del operador A en el cuadro de Heisenberg.

La interpretacién de este resultado es directa. En el cuadro de Schrodinger la evolucién
temporal del sistema radica en las funciones de onda, mientras que en el de Heisenberg en los
operadores. Una observacién interesante a la luz de la Ec. (5.64) es su equivalencia formal
con las ecuaciones candnicas de Hamilton para un sistema cldsico:

dAcl a"4cl
dt {Acl ) Hcl}pp @t ) (565)
donde
aAcl chl aAcl a-E[cl
Ay, H = — '
{ o CZ}PP ZZ: < 0q; Op; op;  0g; ) 7 (5 66)

con H = H(q, ..., pi, -..). La correspondencia es evidente,

[]- (5.67)

-
(o dep - %

En un sistema cuantico, las ecuaciones de movimiento para el momentum p y coordenada
Z son

dp 1. - o0H

it~ in o.1] I (568)
dz 1 .1 O0H

S N ey .
dt ih [”7 ] op (5.69)
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Es interesante examinar estas ecuaciones para una particula libre, cuyo hamiltoniano esta
dado por H = p*/2m, y en el caso de un oscilador arménico, donde H = p*/2m +mw??/2.
Tal estudio queda propuesto.

Ejercicio 5.22 Considere el hamiltoniano unidimensional H = #}32 +V(z), conzyp
los operadores de posiciéon y momentum, respectivamente. Las autofunciones de este hamil-
toniano satisfacen H|n) = E,, [n). Demuestre las reglas de suma

SE - B el = 2,

J

S(B ~ B R =

La segunda de ellas recibe el nombre de regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn.

5.10. Principios de la mecanica cudntica

Desde un punto de vista légico, axiomatico o secuencial, la presentacién de los postulados
de la mecdnica cuantica debiera ir al comienzo de estas notas. He optado presentarlas a esta
altura para tomar ventaja de la notacién de Dirac, la que facilita en buena forma la sintesis
de ideas y su relacién con el formalismo.

Los postulados que a continuacidn se presentan corresponden a la interpretacion de Co-
penhagen de la Mecédnica Cuantica, consistente en una serie de reglas para interpretar el
formalismo en el contexto de una descripcidén de un sistema fisico, sus variables y obser-
vables. Esta interpretacion —también llamada escuela de Copenhagen— fué desarrollada por
Werner Heisenberg y Neils Bohr en los afios 20, con importantes contribuciones de Max
Born. Esta interpretacién capté un fuerte apoyo en Wolfgang Pauli y John von Neumann.
Sin embargo, ella también encontré fuertes detractores, entre los que figuran Albert Einstein,
Erwin Schrodinger, Louis de Broglie, Max Planck, y David Bohm, entre muchos otros.

Revisando la literatura disponible a fin de identificar los postulados de la mecanica cuanti-
ca, sorprende constatar que un porcentaje importante de los llamados textos cldsicos no los
enuncia directamente, mas bién los presentan progresivamente con el desarrollo de los te-
mas y el formalismo. Esta caracteristica contrasta con las conocidas Leyes de Newton de la
mecanica, las Leyes de la Termodindamica, las ecuaciones de Maxwell para el electromagne-
tismo, o los postulados de Einstein para la Relatividad General. La recopilacidon de principios
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que a continuacion se presentan coinciden con los de D. R. Bes®. Otros autores que también
enuncian estos principios —aunque en diferente orden o con distintos énfasis— son Basdevant?,
Razavy?, Ballentine® y Shankar®, entre otros.

Principios:

1.- El estado de un sistema estd descrito por un vector |¥) —denominado vector de estado,
funcion de estado o simplemente estado— en el espacio de Hilbert. Este vector resume
toda la informacidn fisica accesible acerca del sistema.

I1.- A cada cantidad fisica se le hace corresponder un tinico operador. En particular, los
operadores & y p, correspondientes a la coordenada y momentum de una particula,
satisfacen las regla de conmutacion

[,p]=ih. (5.70)

En general, los operadores correspondientes a variables clasicas Q(z, p), son represen-
tados cudnticamente por operadores hermiticos construidos bajo la sustituciéon x — =y
p — p. Asi entonces, Q(z,p) — Q= Q(z,p). Esta receta permite la extensién cuanti-
ca de variables clasicas. Sin embargo, como se verd mas adelante, existen variables
inherentemente cuanticas cuya contraparte clasica es inexistente.

111.- Si el sistema estd en el estado |V), la medicion del observable Q arrojard solo uno de
sus autovalores w con una probabilidad

P(w) = [(w] W) . (5.71)

Como resultado de la medicién, el estado del sistema deja de ser |V) y pasa a ser

jw){w[¥)

Es importante notar que una medicién cudntica puede arrojar como resultado sélo
autovalores del operador, no habiendo cabida a otros valores. Ademas, este principio
establece la probabilidad con que tal autovalor va a ser observado, probabilidad que
estd dada por el vector de estado | V) mediante las amplitudes de probabilidad (w|¥).

2D. R. Bes, Quantum Mechanics: A Modern and Concise Introductory Course, Springer, Berlin (2004).
3J.-L. Basdevant, Quantum Mechanics, Springer, The Netherlands (2002).

4M. Razavy, Heisenberg’s Quantum Mechanics, World Scientific, Singapore (2011).

°L. E. Ballentine Quantum Mechanics, World Scientific, Singapore (2003).

6R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, Plenum Press, New York (1994).
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IV.-

Si el resultado de la medicidn resulta w, entonces el vector de estado inmediatamente
después de la medicién es |w){w|¥). Este es el denominado colapso o reduccion de la
funcién de onda.

Ademas de los tres principios anteriores, hay otros dos mas que se que se refieren a la
estadistica y evolucién temporal.

En la naturaleza existen sélo dos tipos de particulas: los bosones, que estan descritos
por vectores de estado simétricos bajo cualquier permutacion de dos de sus constitu-
yentes, y los fermiones, cuyos vectores de estado son antisimétricos bajo las mismas
permutaciones.

El operador generador de la evolucién temporal U(t) de los vectores de estado estd
determinado por el hamiltoniano H(t) y satisface

— —=——HU. (5.72)

Ejercicio 5.23 Una particula se encuentra en el estado fundamental en una barrera infinita
de ancho a. Stbitamente la barrera se contrae, simétricamente con respecto al centro, a un
ancho Aa. Determine la probabilidad de que la particula se encuentre en el nuevo estado
fundamental. Grafiquela como funcién de X y comente su resultado.

Ejercicio 5.24 El hamiltoniano de cierto sistema de dos niveles estd dado por

H = e(|ay(al — [6)(B] + |a)(b] + [b)al),

con |ay y |b) ortonormales, y € una constante con dimensiones de energia. Demuestre que H
es hermitico. Encuentre las autoenergias y autovectores respectivos para este sistema. j Cudl
es la forma del hamiltoniano en esta nueva base?

Ejercicio 5.25  Considere una base de estados formada por tres vectores, {|¢1), |¢2), |¢3)}.
El operador () satisface las siguientes ecuaciones:

Qlor) = qlér); Qld2) = 2q|¢2); Qlds) = 2q|¢s) -

Suponga que el sistema ha sido preparado en el estado

1 2
|U) = \/_6(|¢1> + [p2)) + \/;\¢3>

a) Calcule el valor de expectacién del observable Q
b) ; Cudles son los posibles valores de una medicién de () con sus respectivas probabilidades?
c) i Cudl es el estado del sistema luego de medir Q) y haber arrojado el valor 2¢?

dfi

Universidad de Chile

Avance 02-jul-2015



H F Arellano 115

Ejercicio 5.26 Considere una caja dividida mediante una membrana (interaccién) en dos
sectores contiguos, 1y 2. Una particula de masa m se encuentra dentro de la caja y es posible,
experimentalmente, detectar la particula sélo en uno de estos sectores. Los autoestados
normalizados correspondientes se representan por |1) y |2) respectivamente. La posibilidad
de que la particula esté en una u otra regién es descrita por el hamiltoniano

H =a|1)2| +a*2){1] .

a) Verifique que H es hermitico y determine sus autofunciones |, ).
b) Si inicialmente (t=0) la particula se ubica en el sector 1, determine la probabilidad de que
ésta se encuentre en 2 al cabo de un lapso t.

Ejercicio 5.27 Un operador hermitico A (observable) tiene dos autoestados normalizados
|11) y |1b2), con autovalores a; y as, respectivamente. De igual forma, el operador B repre-
senta un observable, el cual tiene dos autoestados normalizados |¢;) y |¢2), con autovalores
b1 y bs, respectivamente. Los autoestados se relacionan mediante

1) = cosBlgr) —sinf|pa) ;
2y = sinfBg1) + cos Bga) ;

a) El observable B es medido y se obtiene b;. j Cudl es el estado del sistema inmediatamente
después de la medicion?

b) Enseguida se mide A, i Cuales son los resultados posibles y sus respectivas probabilidades?
c) Se vuelve a medir B. i Cual es la probabilidad de medir by y by?

d) Examine sus tres resultados anteriores para el caso 5 = 7/4.

Ejercicio 5.28  Considere el operador U,, = exp [n(a? — a'?)], con 7 un pardmetro real. Los
operadores a' y a son operadores de subida y bajada del oscilador arménico, respectivamente.
a) Demuestre que U, es unitario.

b) Definiendo el operador g") mediante g4 = U, (a + a')U), demuestre que éste satisface
(+)
dn K
c) Encuentre una ecuacién similar para dgf?_)/dn, con g,(f) = Uyla —a"U].

d) Demuestre que U, (a + a’)Ul = e**I(a £ af).

e) Considere la funcién de onda [y) = U[|0), donde |0) representa el estado fundamental
del oscilador arménico. Calcule para este estado los valores de expectacién de (& ), (2?),,
(Pax Y {2 )y. Describa Ap, y Az como funciones de 7. En particular, identifique 7 para
el cual la medicién del momentum se puede lograr con infinita precision.

Ejercicio 5.29 El siguiente es un modelo de una molécula formada por tres atomos en
linea, como pudieran ser C3 o Nj. La separacién entre dos vecinos es d. Denotemos por [i;),
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|Yc) y |Yp) los autoestados de un observable B, correspondiente a un electrén localizado en
la vecindad del dtomo | (a la izquierda), C (al centro) y D (a la derecha), respectivamente.
Asi,

Blyry=—dl¢ry,  Blbey=0,  Blbp) = +dlir).

En la base {|1), |Yc), [¥p)}, el hamiltoniano del sistema se representa por la matriz

) Ey, b 0
H=\| -b Ey -0
0 —b Ej

a) Calcule las autoenergias y autoestados de H.

b) En el estado fundamental, encuentre las probabilidad de encontrar al electrén en |, Cy D.
d) Suponga que el electfon se encuentra en el estado [1)p) y que su energia es medida. ; Qué
valores pueden arrojar esta medicién y con qué probabilidad?

e) Para este (iltimo caso calcule (E) = (H) y AE. Examine el caso b = 0, e interprete su
significado fisico.

Ejercicio 5.30 En ¢ = 0 una particula estd descrita por un paquete de ondas gaussiano de
la forma (z|®y) ~ exp (—x?/4a?), instante en el cual es sibitamente atrapada por un pozo
de potencial infinito de ancho A a centrado en x = 0. Determine la probabilidad de que la
particula se encuentre en el estado fundamental. Comience su andlisis considerando

’\Ijt> _ efth/h’(I)0> )

5.11. Relaciones generales de incerteza

En secciones anteriores se hizo mencidn a relaciones de incertidumbre que involucran a
mediciones de la posicién y momentum. Al definir

(Ap)* =% = p)*,  (Ax)* = (@) — (@),
se cumple que

Az Ap = 5h,

1
2
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la que da cuenta de la imposibilidad de medir en forma exacta, simultaneamente, la posicion
y el momentum de una particula. Este constituye el principio de incertidumbre de Heisenberg.
Relaciones de este tipo se encuentran en otros contextos. Demostraremos la situacién para
un caso general. La demostracidén se basa en la presentada por Susskind & Friedman, del
libro Quantum Mechanics, The Theoretical Minimum.

Definamos los vectores | X ) = fl]w>, elY)= iBh@, donde A y B representan opera-
dores hermiticos. Por simplicidad consideremos, preliminarmente, un caso en que <w\A]1p> =
(| By = 0. Entonces (AA)? = (A%, y (AB)? = (B?). Consideremos ahora la variante
de la desigualdad de Schwarz

X[ x [Y] = 5 KX|Y) +YIX)] . (5.73)

Con las definiciones dadas para | X) e |Y) observe que

| X| =/{(X|X) = (| A2yp)z = A4,
V| =(| B2z = AB,
(XYY + Y |X) =i{p|(AB — BA)y) .

Al sustituir en la Ec. (5.73) se obtiene
1 A A
AAAB = | |AlA B

Una desigualdad idéntica a ésta se obtiene si los promedios <w]121|w> =a,y <w\1§]w> = b,
son no nulos. Para demostrar tal caso se propone considerar A =A-qa, y B = B —b.
Es directo comprobar que AA" = AA, AB’ = AB, y que [/1’, B/] = [fl, B] con lo que
la relacién dada por la desigualdad (5.74) sigue siendo vélida. Por lo tanto, si la regla de
conmutacion entre los dos operadores es

[A, B] —iC
donde C' es hermitica, entonces

1 -
AAAB > (C). (5.74)

La dispersion A A impone el limite cudntico de incerteza con que A puede ser medido, lo
cual es también vidlido para AB. Lo interesante de la relacién obtenida para el producto de
tales incertezas es que estd acotada por una desigualdad, donde la cota resulta proporcional
al valor de expectacién del conmutador entre ambos observables. El caso mas emblematico
se identifica cuando hacemos A = D,y B = Z, los observables de momentum y posicidn,
respectivamente. Puesto que [, p| = ih, entonces Ax Ap > %h. Esta desigualdad, ya identi-
ficada como el principio de incertudumbre de Heisenberg, imposibilita medir simultaneamente
y con absoluta precisién la posiciéon y el momentum de una particula.
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5.12. Observables compatibles

De acuerdo a los postulados de la mecanica cudntica, los observables llevan asociados
operadores hermiticos cuyos autovalores son las cantidades medibles. Una medicidn registrard
un autovalor de ese operador. Si A denota un observable, el limite que impone la naturaleza
en la certeza de una medicién de A estd dado por

AA = \JCl A2 — (ol Af2

donde |¢)) representa el estado del sistema al momento de la medicién. Observe que si [¢))
corresponde a un autoestado del sistema con autovalos a, vale decir A|¢> = aly), entonces
AA = 0. Esto significa que nada impide, mas alld que las dificultades tecnoldgicas, una
medicién del observable A con absoluta precision.

Un tema de interés se da cuando operadores hermiticos conmutan entre si. En particu-
lar, si un operador (observable) conmuta con el hamiltoniano entonces corresponde a una
constante del movimiento del sistema y su diagonalizacién puede llevarse a cabo en una base
comun a la del hamiltoniano. Fisicamente el hecho de que conmuten dos operadores hermiti-
cos —que llevan asociados observables— se traduce en que los resultados de tales mediciones
resulta independiente del orden en que se realicen.

Consideremos dos observables, A y B tales que [121, B] = 0. Puesto que A = AT y
B = ET, entonces la relacién de incerteza asociada es

AAAB>0.

En otras palabras no hay impedimento cudntico para medir ambas cantidades, simultdnea-
mente y con absoluta precisién. De acuerdo a los postulados de la mecanica cudntica, el acto
de medir conlleva a detectar uno de los autovalores permitidos del observable. El proceso
de diagonalizacén permite identificar una base de autoestados. Veremos que cuando dos
operadores conmutan, entonces la diagonalizacién es posible en una base comin de vectores
propios. En efecto, planteamos la diagonalizacién del operador A

Ao = dla) / B
BA|a) = aBla).
Pero BA = flé con lo cual
A (B|a>) —a (B|a>) . (5.75)

La lectura de esta ecuacién es inmediata: Bla) es autovector de A con autovalor a, por lo
que Bla) y |a) son proporcionales

Bla) = Aa) . (5.76)
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Esta ecuacion representa una ecuacién de valores propios para el operador B. Llamaremos
su autovalor b y readecuamos la notacién del autovector: |a) — |a);,, de modo que

Blay, = bla), .
Sin caer en ambigiiedad podemos readecuar la notacién del autoestado |a), haciendo
|apy — |ab)

Se subentiende que los rétulos a y b denotan autovalores de los operadores A y B, respecti-
vamente. Con ésto, la condicién de completitud se expresa

> Jabyab| = 1 .

a,b

La extensidn de este resultado a tres o mas operadores que conmutan entre si —conducente
a igual ndmero de rétulos para sus autovalores— es natural.

Podemos mencionar un par de casos en las cuales se evidencia la conmutatividad de dos
operadores permitiendo la construccién de autoestados en una base comdn. Uno de ellos es
el cuadrado del momentum angular orbital, L?, con su componente z, L.: [L?, L.] = 0. En
este caso los autoestados se rotulan |l,m). Otro caso de interés es cuando el hamiltoniano
H conmuta con L2, conduciendo a una base cuyos elementos son de la forma In, ).

En este mismo lenguaje revisemos dos operadores hermiticos que conmutan: Z e ¢, que
llevan asociados autovalores de la coordenada x e y, respectivamente. Estos operadores
satisfacen [z, 9] = 0, por lo que son diagonalizables en una base comtn cuyos autovectores
son del tipo |zy). Asi entonces,

T|ry) = zlzy) ylaey) = ylry) .

La completitud de esta base se expresa §|zy)dx dy(xy| = 1. Este andlisis se extiende para
incluir la coordenada z mediante el operador Z que conmuta con los dos anteriores. Los
autovectores se rotulan en tal caso |xyz), que en forma compacta denotamos como |7).

5.13. Limites clasicos de la mecanica cuantica

El Principio de Correspondencia de la mecanica cudntica es una exigencia en la que
se espera que para grandes nimeros cuanticos, ella tienda a la mecanica clasica. Este fué
un principio postulado por Bohr en 1920. La idea detras de este principio es exigir que la
teoria cudntica debe tener, como limite, la descripcién clasica. Lo anterior bajo el supuesto
razonable de que la teoria cldsica es macroscédpicamente correcta.
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5.13.1. El teorema de Ehrenfest

Este teorema, presentado por Paul Ehrenfest, establece las leyes del movimiento para los
valores de expectaciéon de z y p de un sistema cuantico. Se obtiene que las ecuaciones de
movimiento de tales valores de expectacién son formalmente idénticas a las de Hamilton para
la mecénica cldsica. En particular, se observa que los conmutadores |...,...]| en mecénica
cudntica desempenan un papel andlogo a los paréntesis de Poisson

Sea [1)) un vector de estado y denotemos

S L OO
Hl|y) = Zﬁah@ = 2773|§

Entonces,

d .

Ay = — <¢|A|¢>—< \A!@ <1/)|—W> <1/)|A|
\w_/
— LA #m@

Reagrupando términos resulta directo observar entonces,

2 (Ao = SllA oy + 12210 (5.77)

Consideramos ahora el hamiltoniano de una particula en presencia de un potencial local.
Entonces,

N ]52
A=Y 1va). (5.78)

2m

A

En el caso A = Z, obtenemos
(2, H] =

resultado inmediato al usar [ #,p"] = ihin p"~'. Para el caso A = p se obtiene

- . . LoV (z)
H|= V = —ih
(9 =[5, V@)] = —in
el que también es inmediato si usamos [ p,2"] = —ihn 2"~'. Con ambos resultados verifi-
camos que
5 H
[:@,H] - ihé(;—p : (5.79)
- OH
A,H] — _inss 5.80
[p oz ( )
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Sustituyendo estos resultados en la Ec. (5.77) para las ecuaciones de movimiento obtenemos

& H w7 T (581)
dpy  0H_  0V(3) dp,
dt *_<afc>*_< 0% ) dt = Fa (5-82)

Es notable la similitud de estas ecuaciones con las que se obtienen en el contexto de la
mecanica clasica. Note que los valores de expectacién contienen implicitamente la funcién

de onda [)).

5.13.2. Las ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Consideremos la ecuacién de Schrodinger para una particula,

2
—h—v% + Ve = in?
2m

e (5.83)

En esta ecuacién 1) es una funcién compleja, por lo que queda representada por su parte real
y parte imaginaria. Una forma alternativa de representarla es mediante dos funciones reales,
Ay S tales que

Y(r,t) = A (5.84)
Tanto A como S son funciones de las coordenadas y del tiempo, es decir
S =S(r,t), A= A(r,t).

Podemos buscar entonces las ecuaciones que satisfacen estas nuevas funciones. Sustituyendo
1) = Ae*/" en la ecuacién de Schrédinger, separando la parte real de la imaginaria se obtiene

% lhg VPA—(VS)-(VS)| -V = g—f (5.85)
_% [2 (VA) - (VS) + AVQS] = (Z—? ) (5.86)

Notar que [¢)|> = A% = p, la densidad de probabilidad. Entonces, Vp = 2 A VA. Sustituyen-
do en la Ec. (5.86) y utilizando V - (pV.S) = pV2S + (Vp) - (VS), se obtiene la reconocida
ecuacién de continuidad

op ap

1
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donde hemos identificado la densidad de corriente,
1
J=—pVS.
m

Notar que J tiene la estructura de densidad x vector, la que sugiere la definicién de la velocidad

v=%VS;.

Por otra parte, si reagrupamos los términos de la Ec. (5.85) obtenemos

5, i(vs> (V) +{V+Q}=0, (5.88)

E 2m
donde se ha definido

R VAR,
C="om A __Qm\/ﬁv<ﬁ)' (559

La Ec. (5.88) representa la ecuacién de Hamilton-Jacobi para la accién. En este caso, sin
embargo, se identifica el término () como una contribucién inherentemente cudntica, depen-
diente de la densidad de probabilidad p, que desaparece en el limite 4 — 0. A este término
también se le conoce como presion cuantica, el cual es una consecuencia del principio de in-
certidumbre de Heisenberg. Claramente es un término que cobra importancia ante densidades
no uniformes, como lo pudiera ser un confinamiento.

La Ec. (5.88) para la accién S puede ser reescrita si sustituimos
VS =muv,

y calculamos el gradiente de todos sus términos. Es directo obtener

Dv

mr = =V +Q), (5.90)

para la que se utilizé

Dv ov

— ==+ (v-V)v

Dt ot ( )v,
correspondiente a la derivada convectiva (también citada como derivada de Lagrange o de
Stokes) del campo de velocidades, es decir la variacién del campo a lo largo de las lineas de
flujo (velocidades). La estructura de ésta es idéntica a la ecuacién de Newton en su Segunda
Ley, al identificar las fuerzas cldsicas f y cuanticas f, dadas por

Ja=-VV; fi=-VQ.
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Ante la derivada convectiva conviene recordar lo siguiente. Si F'(r,t) es un campo,
entonces ante una variaciéon r y 6t se tiene que
oF; oF;

5E = _&Ej—’_ﬁ

ot .
8xj

Ahora, si 7 corresponde al arrastre del campo de velocidades v en un lapso dt, entonces
or = vot, o bién

5xj = ’Uj (St .

Con lo anterior,

0F;

n ot .

§F, — DF; = (v - V)F,0t +

En esta dltima ‘D’ simboliza variacién a lo largo de las lineas de velocidades, en un sistema
localmente en reposo con el flujo.
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Capitulo 6

Aplicaciones menos elementales

6.1. Sistea cudntico de dos niveles

Antes de entrar al tema del spin propiamente tal, estudiemos el caso general de un
sistema que permita sélo dos estados, |V 4) y |¥Up). Para simplificar consideremos que sus
autoenergias son € y —¢, respectivamente. Este supuesto se puede revisar mas adelante para
incluir el caso de dos energias arbitrarias.

Veamos hasta qué limite podemos determinar el hamiltoniano del sistema con sélo estos
datos. Dado que el hamiltoniano debe ser hermitico, su forma 2 x 2 mas general estd dada

por
c a — b
H:(a+ib d )

donde a, b, c y d son constantes reales. Esta construccién garantiza que el hamiltoniano sea
hermitico. La ecuacién de valores propios que determinan las autoenergias es det(H — E1) =
0, de la cual obtenemos el polinomio caracteristico

(c—E)d—E)—a*—b"=0.

Dado que E = +¢ son autovalores, entonces

(c—e)(d—¢) =a® + b*; (6.1)
(c+e)(d+e) =a® +b*.

De aqui se infiere c+ d = 0, o sea d = —c. Por lo tanto
A+ +cf =€ (6.3)
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Es decir, tenemos completa libertad en escoger los coeficientes a, by ¢, salvo la restriccion
de que ellos se ubiquen en la superficie de una esfera de radio €. Una manera de cumplir con
lo anterior es representando

a = ecosb; b = esinf cos ¢ c=e€sinfsing ,

con 0y ¢ dos angulos arbitrarios introducidos sélo por conveniencia. En tal sentido ellos no
tienen interpretacién geométrica. Las soluciones mds simples a la ecuacién (6.3) son:

a) Paraa=1,b=0y c=0, equivalente a (¢ = 7/2; ¢ = 0), se obtiene

- 0 1
H=6<1 0).

b) Paraa=0,b=1yc=0, equivalente a (§ = 7/2; ¢ = 7/2), se obtiene

c) Paraa=0,b=0yc=1, equivalente a (# = 0; ¢ = 0), se obtiene
A 1 0
H=e ( 0 —1 )

Es interesante notar que cualquiera de los tres hamiltonianos de arriba reproduce el mismo
espectro: /' = +e. Veremos mas adelante que las tres matrices que aqui surgen son las
denominadas matrices de Pauli, inherentes a cualquier sistema de dos niveles.

Para completar este andlisis consideremos el caso mas general, donde el espectro esta
dado por las energias €4 y €p. Este espectro también se puede representar mediante

E=FE+e,

con B = (ex+¢€p)/2,y € = (€4 — €)/2. Nuevamente nos preguntamos por el hamiltoniano
de 2 x 2 que de cuenta de este espectro. Observe que el problema es equivalente al caso
anterior dado que sélo hemos de cambiara — a’ = a—E,y b — b = b— E. A partir de este
cambio el resto del desarrollo es idéntico al ya estudiado. Con ello resulta claro que cualquier
sistema de dos niveles se reduce a un problema de autovalores donde participan las matrices
de Pauli.

Ejercicio 6.1  Considere dos estados normalizados |¢;) y |¢2) de un hamiltoniano H con
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autovalores F y F», respectivamente.

a) Demuestre que |¢p1) y |¢2) son ortogonales.

b) Para el estado [¢)()) = (|61 — |¢2))/v/2, evalie ( H) y AE.

c) Sea |¢p(t = 0)) = [¢(7)). Determine |¢(t)).

c) Considere el operador S definido por S|é1) = |¢o), y S|da) = |¢1). Verifique que S es
hermitico y determine sus autoestados en la base |¢p1) y [p2).

d) Suponga que en ¢ = 0 el sistema se encuentra en el estado [¢)(7)) correspondiente al
autovalor s = —1. Determine la probabilidad de encontrar s = —1 en una medicién de S en
un instante ¢ posterior.

6.2. Spin y momento magnético

Cuando la linea de sodio A =589.3 nm es examinada con alta resolucién se observa
que en realidad estd formada por dos lineas extremadamente cercanas: 589.0 nm y 589.6
nm. La diferencia entre ellas es de 0.1 %. Esta estructura fina no puede ser descrita con la
ecuacion de Schrodinger por si sola. Desdoblamientos similares son observados en el espectro
de los dtomos cuando son expuestos a campos magnéticos. Estos fendmenos conducen a la
hipdtesis de un nuevo niumero cuantico asociado al electron: el spin. En el caso del electrén
(e) su valor es 71/2, al igual que los protones (p), neutrones (n), muones (u), etc.

6.2.1. Electrones bajo el efecto de un campo magnético

Empiricamente, cuando electrones son sometidos a campos magnéticos se detectan fo-
tones, de energia hv. Cuando esto ocurre podemos pensar en un sistema cudntico de dos
niveles, donde el fotén es resultado de una transicién desde el nivel de mayor energia al de
menor. Si la diferencia de energia entre estos dos niveles es AF, entonces

hv = AFE .

Asi entonces, el hamiltoniano se puede representar como una matriz de 2 x 2.

Clasicamente la energia de un momento magnético se expresa mediante
U=—-p-B.

Si nos valemos de esta idea, tratando de conciliarla con un hamiltoniano de dos niveles,

Universidad de Chile fcfm

Avance 02-jul-2015



128 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

entonces podemos pensar en un hamiltoniano de forma

a b—1c
H__MB(b+ic —a )

Los autovalores de este hamiltoniano son £ = +uB, con a® + b*> + ¢ = 1. Sin perder
generalidad, es interesante notar que H se puede escribir de la siguiente forma:

H = —pB(ong + oyny + o.n,) ,

con

n, = sinf cos ¢ ;
ny, = sinfsin ¢ ; (6.4)

n, = cosf .

Las matrices o son de 2 x 2, denominadas matrices de Pauli y definidas por

B 0 1 B 0 —i 1 0

Lo anterior sugiere la construccién

Hz—u§~5’

Las autoenergias son 1B, de modo que las transiciones conllevan a energias hi = 2uB. La
frecuencia v crece linealmente con la intensidad del campo magnético, lo cual es constatado
experimentalmente. La tecnologia asociada al EPR (Electron Paramagnetic Resonance) se
vale de esta frecuencia, la cual es ajustada para inducir resonancias.

E=uB
hv =2uB

N

Figura 6.1: Emisién de un fotén debido a un sistema de dos niveles.

Ejercicio 6.2 Verifique que 02 = 02 = 02 = 1; 0109 = 103, 0903 = 107, 0301 = 09, por
1 2 3 3 3 3

lo tanto 0,05 = 5@' + ieijkak-
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Ejercicio 6.3 Demuestre que [0y, 0;] = 2i€;j50%.

Ejercicio 6.4 Sea a un vector de componentes realesen 3D y o -a = a;01 + as02 + azos.
Demuestre que e'7* = [ cosa + i(o - a)sina.

Ejercicio 6.5 Sean a y b dos vectores que conmutan con o. Demuestre
a) (a-o)(b-o)=a-b+ioc-(axb);

b)o(a-0)=a+iaxo;

¢) [o,a-0]=2iaxo.

6.2.2. Razén giromagnética y magnetones

Consideremos un sistema con masa distribuida, la cual por rotacién conlleva cierto mo-
mentum angular. Si ademads hay cargas arrastradas, habran corrientes y por ende momento
magnético. La razén giromagnética da cuenta de la proporcionalidad entre el momento an-
gular £ del sistema (debido a la rotacién de masa) y el momento magnético p debido a las
cargas arrastradas. Este coeficiente se denota v, de modo que

p="L.

Claramente la razén giromagnética tiene dimensiones de [momento magnético]/[momentum
angular]. Si las cargas responsables del momento magnético son negativas, entonces v < 0.
En este caso el momeno magnético se orienta en sentido opuesto al momentum angular.

A fin de construir un patrén adecuado para caracterizar el momento magnético es (til va-
lerse de la relacidn clasica entre el ‘giro’ y el momento magnético. Cldsicamente, el momento
magnético p asociado a una corriente circulante i estd dado por (sistema gaussiano)

p=An,
C

con A el drea de la espira y n la direccién normal al plano de la espira. En el sistema Sl éste
es u = 1An. Es facil comprobar que si concebimos que una particula de carga ¢ y masa m
circulando en una espira circunferencial, su momento magnnetico g y momentum angular [
se relacionan mediante

o
2me

Este vinculo entre el momento magnético y el momentum angular se hace extensivo al spin,
o momentum angular intrinseco, donde I — s. En el caso de los electrones,
e

R 6.5
7 9 9me (6.5)
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>

i

Figura 6.2: Dipolo magnético debido a una espira.

Como magnitud de referencia se define el magnetén de Bohr mediante

_eh
HB = 2mec
de modo que
i
=97 s. (6.6)

La constante g recibe el nombre de factor g (‘g-factor’ en ingés), que en el caso del electrén
se ha medido experimentalmente con alta precisién. Su valor aceptado actualmente es

g = 2,0023193043617(15).

El valor g = 2 fué explicado por Dirac en su la teoria para el electrén. Las cifras después del
segundo decimal son explicables mediante la electrodindmica cuantica (Quantum Electrody-
namics o Q.E.D en inglés), donde g es evaluado teoricamente mediante g = 2(14+a/27+- - ).
Aqui, « representa la constante de estructura fina.

En el Sistema Internacional de Unidades la densidad de flujo magnético, usualmente
denotada por B, se expresa en tesla. Por lo tanto, el momento magnético queda expresado
en joule/tesla. En este mismo sistema el magnetén de Bohr queda expresado por pup =
e/2me, sin c en el denominador. Al sustituir los valores de e y m, se obtiene

pp =9,27400 x 10724 J/T .
Considerando la equivalencia 1J = 6,242 x 10'® eV, entonces

fip = 5,788 x 107 eV/T .

Al igual que el electrén, los protones y neutrones también exhiben momento magnético.
Para estos sistemas es conveniente utilizar un patrén de escala diferente al del electrén debido
a la masa participante. Recordar que el protén es del orden de 1800 veces mds masivo que

el electrén. Se define entonces
€ def HN

QMCS -9 h

r=9g s, (67)
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con
eh

- 2Mec¢’

el magnetén nuclear. Aqui M representa la masa del nucleén. El valor numérico es uy =
3,152 x 1078 eV/T. El factor g para el protén es g, = 5,59, mientras que para el neutrén
se tiene g, = —3,85. Notar que el neutrén, a pesar de ser eléctricamente neutro, exhibe
momento magnético. Esto es una indicacién de que el neutrdn tiene una distribucién inho-
mogénea de cargas. Teorias actuales muestran que el neutrén estd formado por tres quarks
en configuracién udd. El quark u (up) aporta carga 2e/3 mientras que cada quark d (down)
aporta —e/3. La configuracién udd tiene carga nula.

UN

6.2.3. El momentum angular del electrén

En la seccién anterior definimos la razén giromagnética mediante u = €. Para un
electrén definamos el momento angular intrinseco,

h

L—s=—0o.
s=50

Asi entonces,

h
p=78=750"

Lo que hemos hecho hasta ahora es meramente una divagacién sobre la estructura que
debe tener un sistema de dos niveles, conciliado con la estructura que debe tener un momento
magnético o angular del electrén afectado. En tal sentido, el electrén pareciera tener un
momentum angular intrinseco, el cual seria responsable de sus dos niveles de energia cuando
es sometido a un campo magnético. Es interesante hacer notar que el spin tiene estrucura
matricial, caracterizado por matrices de 2 x 2. Lo que sigue entra en el terreno de postulados
(o adivinanza), donde se introduce la hipdtesis del spin del electrén. Las consecuencias de
tal hipdtesis deben ser contrastadas con experimentos.

Demostraremos mds adelante que el electrén, cuyo momento magnético intrinseco estd
dado por
h
2

tiene spin %h. Cada una de las tres componentes de o estd dada por las matrices de Pauli.
Por lo tanto los operadores de spin satisfacen el dlgebra de momentum angular

s=—-o0,

[§i7§j] :ihéijk §k
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6.2.4. Electrones sometidos a un campo magnético

Estudiemos un electrén en presencia de un campo magnético. El momento magnético del

electrén g = —gups se acopla con el campo magnético externo, de modo que al despreciar
su movimiento translacional el hamiltoniano queda dado por
H=—-u-B. (6.8)
Consideremos B = By Z, entonces
h 1 0
—_——
Ey

Resolvemos H|®) = ihd;|®), con |®) un vector columna de dos componentes llamado spinor.
Matricialmente, si denotamos

w-(2)

obtenemos la ecuacién

EO((l) —g)(il)zm(i;)- (6.10)

Se trata de una ecuacién diferencial de 2 x 2 para las componentes 1 (t) y p2(t). Explicita-
mente,

ih(dp1/0t) = Eopr ih(0p2/0t) = —Eops .

—iFEot/h 1Eot/h

Sus soluciones son 1 = aqe Y (g = ase , con ay y as dos constantes que dependen
de las condiciones iniciales. Con ello podemos escribir la solucién

_ 1 77,'E0t/h O iEQt/h
]®>—a1(0>e tax| | e .

Este procedimiento para obtener la solucién |®) es matematicamente bastante directo, in-
cluso en casos en que el campo magnético no esté alineado en la direccidén espacial z. No
obstante, nos valdremos de un enfoque a la Dirac que nos permite una visualizacién mas
intuitiva de los resultados.

Comencemos por diagonalizar matricialmente el hamiltoniano, para lo cual consideramos
la ecuacién de valores propios H|®) = E|®). Se obtienen los autovalores £ = +Ej, cuyos
autovectores respectivos |®; ) resultan

w=(g). o-(1). (6.11)
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Evidentemente son autovectores ortogonales y conforman una base completa. Para explicitar
la evolucién temporal denominemos |U;) el estado inicial (t = 0), entonces

W) = 212 Do) {(Pa|Tp)

Ca

(6.12)

La evolucién temporal resulta evidente al considerar |¥,) = exp(—iHt/h)|¥,). Entonces,

) = exp(—ifit/R) ) [@0) ca

a=1,2

= Z e tEat/h | Do) Ca =

a=1,2
1 —iEot/h 0 viEot/h
W) =g 0 )¢ O + ¢ 1 )¢ ot (6.13)

Las constantes c¢; y ¢ dependen de la condicién inicial, vale decir de la manera con que se
prepara el estado en t = 0. La condicién de normalizacién de la funcién de onda conduce a
|c1]? + |e2]? = 1. Indaguemos algo més acerca del comportamiento de la solucién, denotando
hw = Eo.

1. Valor de expectacion de s,

Calculamos en este caso {8, )y = (¥|%5.|¥), para lo cual comenzamos evaluando
o.|U):

(b 3 )woma (o) e (1) o0

Para la construccién de (¥| transponemos y conjugamos las componentes del spinor

|U), vale decir,

(Wyl=ct 1 0 e™ ¢ 01 ™ (6.15)
Entonces,

(U810 = 3h (e = el ) (6.16)

demostrando que { §, )y es independiente del tiempo, consistente con el hecho de que
$, conmuta con el hamiltoniano, [H, 5.] = 0.

Ante este resultado observamos una situacién de interpretaciéon inmediata, que ocurre
cuando |c;| = 1, mientras |cz| = 0. Aqui, los estados iniciales son del tipo | 1). En este
caso (Wy|$.|W¥;) = $h: la proyeccién de s, se mantiene inalterable en la direccién z. Lo
mismo ocurre si |c1| = 0, pero |ca| = 1, donde los estados iniciales son del tipo | |).
En este caso (¥,|5.|¥;) = —1h. El caso en que el estado inicial tiene igual proporcién
de estados | 1)y | |) conlleva (W,|$.|¥;) = 0, constante en el tiempo.
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2. Valor de expectacion de s,

Esta vez calculamos ( 3, )y teniendo presente la Ec. (6.13) para |V, ). Es simple verificar

( (1) (1) ) W) = ¢ ( (1) ) et 4 ¢ ( (1) ) et (6.17)

con lo cual

(W43, 10y) =

Ih (o € + crcy e ) = hRe{cfc €'} . (6.18)

Un procedimiento analogo se hace para obtener (5, )y.

. Determinacion del spin ent = 0.

Las constantes c¢; y ¢y quedan determinadas con la medicidén de algln observable en
un instante determinado. Supongamos que en ¢t = 0 la orientacién del spin se alinea
completamente segun el eje x, vale decir

<§z’\1}t:0> = g|\11t:0> .

Utilizando la Ec. (6.17) para o,|V) obtenemos

(2)-(2)

con lo cual ¢; = ¢y. Puesto que |c1]* + |ca]? = 1, entonces
1
V2’

donde hemos tomado fase nula. Con estas constantes obtenemos para los valores
medios de las componentes de spin,

Cl = Cy = (620)

(35 )9 = 3h cos(2wt) ,
{8y )y = 1h sin(2wt) (6.21)
(8,9 =0.

Se observa que el spin precesa en el plano xy, con proyeccidn nula segtin el eje z. La
frecuencia de la precesion es

Q= gupby,

reconocida como frecuencia de Larmor.
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4. Spin inicial en direccon arbitraria

En esta aplicacién abordamos el caso general en el cual el spin, en ¢t = 0, coincide con
alguna direccién espacial . Nos preguntamos entonces por los valores de expectacion
(85w, {8y )w y (5 )w. Denotemos, convenientemente,

n; =sinf cos ¢ ,

n, =sinf sing , (6.22)
n, = cos b .
Entonces,
. . h{( cosb sin @ e~
n-s=3 ( sin @ e —cosf ) (6.23)

La condicién en ¢ = 0 con el spin alineado en la direccién n implica (12-8)| V) = 4| F).

Asi,
h [ cosf sin @ e~ a1 hif ¢
§(sin06i¢ —cos€> <cz) _5(02 ' (6.24)

Luego de alguna manipulacién algebraica directa se obtiene
¢y = ¢ tan(f/2) e

con la restriccién |ci|? + |e2)> = 1. Sabemos que las constantes ¢; y ¢, se pueden
determinar salvo por una fase. Una solucién que emerge de estas ecuaciones es

¢, = cos(6)/2) e
ey = sin(h/2) eti??

con lo cual

v, ( cos(0/2) eTi¢/2 7! ) ‘ (6.25)

sin(0/2) eti®/? gtivt

De aqui surgen en forma directa los valores de expectacién para el spin. Si consideramos
¢ = 0 para la orientacién inicial nz, entonces

(35 )¢ = 3hsinf cos(2wt) ,

{8y )y = 3h sinf sin(2wt) , (6.26)

(8. )y = $h cos .

Una representacién grafica de este resultado se ilustra en la Fig. (6.3), donde se

observa la precesién del spin en torno al eje z, coincidente con la direccién del campo

magnético. La frecuencia angular de esta precesion corresponde a la frecuencia de
Larmor, dada por

E
Q=2w=2%=g,uBBo.
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Figura 6.3: Precesién del spin debido a un campo magnético.

Ejercicio 6.6 Un electrén es sometido a un campo magnético B = B(cos Bz +sinf ).
Considere despreciable el movimiento translacional.

a) Obtenga los niveles de energia del sistema y grafiquelos como funcién de B.

b) En ¢t = 0 el spin del electrén se alinea totalmente en la direccién Z. Determine el valor de
expectacion (s,) y {s,). Examine e interprete su resultado.

Ejercicio 6.7 Un i6n en reposo de spin 1/2 estd sometido a un campo magnético uniforme
BZz. El acoplamiento con el spin lleva al hamiltoniano

Hl = _g/vLBéz )

con S, la componente z del spin. Estando el i6n en el estado fundamental, sibitamente es
aplicado un segundo campo magnético uniforme ABz. Determine la probabilidad de que el
ion se encuentre en el nuevo estado fundamental. Grafique su resultado como funcién de A
e interprete.

Ejercicio 6.8 Un neutrén estd sometido a un campo magnético constante de magnitud B
en la direccién y. El hamiltoniano del sistema se expresa H = —gun B3, con uy = e/2Mc
y g = —3,85. En cierto instante (¢t = 0) la componente z del spin es medido arrojando
proyeccién total en la direccién +z. Determine la funcién de ondas del sistema |¢;) y el
valor de expectacidn {(;|H|1;). Contraste el resultado con los valores que una medicién de
la energia debiera arrojar. Comente.

Ejercicio 6.9 Considere el hamiltoniano de una particula de spin 1/2 dado por H =
% (Ho + a - o), donde H actiia sobre grados de libertad que excluyen spin, por ejemplo
energia cinética. El vector a es constante. Se define P = (o ) la polarizacién. Demuestre
que

dP d(P?)

B _ax P _
a4 a 0
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por lo que (a - P) y P? son constantes de movimiento.

Ejercicio 6.10 Considere el vector unitario 44 en el plano (z,z): U, = cos¢ 2 + sin ¢2.
Denotamos S, = S - 14, la componente del spin de un electrén a lo largo de 1.

A q) Uq)
RN

(04

<>
R

A\ 4

a) Determine los autovalores de S.

b) Se denotan los autovectores de S, por | + ¢> y | — ¢, los cuales para ¢ = 0, se reducen
a los autovectores |+) y |—) de S.. Exprese | + ¢) en términos de |+).

c) Suponga que un electrén es preparado en el estado | + ¢). Se mide la componente S, del
spin en la direccién 4, = cosa Z + sin az. Determine la probabilidad P, («) para encontrar
al electrén en el estado | + ).

d) Calcule el valor de expectacién ( S, Y = (+| S| + ¢). iEn qué caso se da (S, )y = 07?.
Interprete.

Ejercicio 6.11 Considere el operador 55 = 5, cos 3+ 5, sin 3, donde 5, y 5. corresponden
a las componentes x y z de spin, respectivamente. Encuentre los autovalores y autovectores
asociados a S,B Exprese los autoestados de S/g en la base en que el operador s, es diagonal.

Ejercicio 6.12 Considere un electrén en presencia de un campo magnético uniforme B =
Byz. Despreciando el movimiento del electrén, obtenga s(t) sujeto a que inicialmente el spin
del electron esta completamente alineado en la direccidén vectorial n. Calcule entonces P
como funcién del tiempo e ilustre su precesién. Utilice n = sin # cos ¢ £+sin § sin ¢ y+cos b Z.
a) Exprese los autoestados de §, y §, usando como base los autoestados de $..

b) Si el spin 5, es medido cuando la particula esta en un autoestado del operador s, jcuales
son los posibles resultados y con qué probabilidad?

c) Construya la matriz correspondiente a §, utilizando los autoestados de 5, encontrados en
1.

Ejercicio 6.13 Considere los espinores x y ¢ que satisfacen las ecuaciones

o-po+2mcix=0 o-pcyx—1thdop=0.
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a) Demuestre que ambos espinores satisfacen la ecuacién de Schrédinger.

1
b) Considere ¢ = < e cosd

1 ~ . . ., .
¢ sin £ ) Calcule 5(& )y y determine su orientacién espacial.

6.2.5. Respuesta cldsica de dipolo a campo externo

Es instructivo contrastar los resultados anteriores (cudnticos) con la respuesta clasica de
un dipolo magnético sometido a un campo externo. Las ecuaciones a resolver son totalmente
cldsicas, pero tomaremos ventaja de las matrices de Pauli y sus propiedades para la resolucién
de las ecuaciones del movimiento.

A fin de distinguir esta aplicacién de las anteriores, denotaremos por m al momento
magético (a diferencia de p utilizado en la seccién anterior). Nuevamente relacionamos m
con el momentum angular £ mediante

m =L,

con 7 la razén giromagnética. Bajo un campo magético B el torque sobre el dipolo esta
dado por 7 = m x B. Entonces, la ecuacién del movimiento queda dada por

ae
%:’yﬁxB. (6.27)

De esta relacién surgen dos propiedades fisicamente relevantes:

a) Si B es independiente del tiempo y se alinea en la direccién z, es decir B = BZ,
podemos multiplicar por z- ambos lados para obtener

t.

—=0.
dt

Por tanto, la componente del momento magnético seglin z es una constante de movi-
miento.

b) Si esta vez multiplicamos por £- ambos lados de la igualdad se infiere

d

es decir, la magnitud £ es constante.
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Falta entonces determinar el comportamiento de las componentes x e y del momentum
angular. Calculemos el torque 7B £ x Z.

R B
exi=|t, 0, ¢ =My—yfex=((1) é)(i)
0 1 v

La matriz de 2 x 2 corresponde a —io,, donde o, representa la matriz ‘y’ de Pauli. Si esta
vez £ lo representamos como un vector 2D (recordar que ¢, es constante), entonces

dae
dt

= —twoy L,

con w = B, la frecuencia de precesién de Larmor. Integrando en forma matricial
£=c g,

expresién que garantiza que || es constante: £7£ = E(T)Eo.

Por otro lado, recordando la identidad ¢“® = [ cos(a) + io - a sin(a), identificando
a = —wty, resulta directo verificar que

Uy \ | cos(wt) —sin(wt) loy

t, ) | sin(wt)  cos(wt) boy |~
La interpretacién de este resultado es directa. El vector momentum angular precesa con
frecuencia angular w = v B, con el eje z como directriz.

Es interesante notar que la Ec. (6.27) para £ tiene su contraparte en la fuerza de Lorentz
sobre una carga eléctrica q. En este caso la ecuacién del movimiento estd dada por

dv ¢
— == B. 2
Mmoo = vX (6.28)

Observe el rol andlogo que desempefia v en esta ecuacién con £ en la Eq. (6.27). Por lo tanto
si B = BZ, entonces v, y v? son constantes en el tiempo. Ademds, es directo comprobar
que las componentes zy de la velocidad vienen dadas por

v=e Wy, (6.29)

donde w. = ¢B/mc, conocida como frecuencia de sincrotrén. La trayectoria se obtiene
integrando al ecuacién anterior

T =1+ e o, v (6.30)
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140 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

A partir de esta soluciéon para r podemos obtener el radio de la drbita. En efecto, el
radio de la érbita (circunferencial) la obtenemos evaluando R? = (r — 7g)'(r — 7). Puesto
que 0, = 0}, entonces

. . 2 2,2 2
- —1 7 4 1 ) VEMAc
R? = <v$ay 6““’6“’@/—) (—e““ct"yoy vo> = vl —oivg = 2 =

We ) \we w2 Y w2 ¢?B?

Por lo tanto R = vymc/qB.

También podemos verificar que la velocidad es perpendicular al vector radial (r — ),
vale decir que v'(r —7g) = 0. Usando las soluciones (6.29) y (6.30) para calcular vf(r —7),
obtenemos

f

“Fiwctgyi —iwctay _ 4
e O'y’l)o—wc’UOO'y’Uo.

We

vi(r—ry) =vje

Es directo verificar, usando la forma explicita de o, que v} o, vy = 0.

6.3. Momentum angular

6.3.1. Momentum angular orbital

Al igual que en un sistema clasico, el momentum angular orbital de una particula en
presencia de una fuerza central se conserva, siendo ésta una constante de movimiento. La
construccién natural del momentum angular es una extensién de la definicidn clasica, vale
decir,

L=vxp, (6.31)

donde [Z;,p;] = thd;j. Con esta definicion es directo verificar que L es hermitico y que
ademads satisface el algebra

A esta Ultima se le llama dlgebra de momentum angular, que conlleva a propiedades bastante
generales compartidas por otras cantidades como lo son el spin o el isospin, cantidades fisicas
que no tienen analogo clasico.

6.3.2. lIsospin

El operador de isospin surge en forma andloga a como se hizo para el spin. Temprana-
mente Heisenberg observé algunas particularidades de la interaccién entre dos protones (pp),
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dos neutrones (nn) y protén-neutrén (pn). En primer lugar, la diferencia entre sus masas no
excede un 0,14 % (m, = 938,27 MeV; m,, = 939,57 MeV; Am = 1,3 MeV), lo que los torna
casi indistinguibles con respecto a sus masas. Ademds, estudios de colisiones entre nucleones
indican que, excepto por efectos debidos a la fuerza de Coulomb, las interacciones pp, nn y
pn son casi idénticas. La equivalencia pp con nn se denomina simetria de cargas. La equi-
valencia entre las fuerzas pp/nn y pn se le reconoce como independencia de carga. Ambas
se resumen en lo que se denomina simetria de isospin. Veamos como surgen los operadores
asociados.

Asi como se hizo para un sistema de dos niveles de energia, podemos pensar en un
sistema con dos estados de carga, +e/2. La diferencia de carga entre estos dos estados es
+e, la carga del electrén. Sin perder generalidad, podemos pensar en autovalores +1/2. Si
denotamos por t el operador en cuestién, entonces su forma sera

P c a—1b
\la+ib —c ’

con a, by c coeficientes reales. Los autovalores asociados a este operador son +1/2. Clara-
mente la solucién a este problema lleva a que ¢t = 17;, con 7; la i—ésima matriz de Pauli.

2
Explicitamente,

(01 (0 —i (1 0
n={q10) 2=\ o) B=\o 21

La notacién ‘7" en vez de ‘o’ se introduce a fin de distinguir propiedades fisicas completamente
distintas: carga vs momentum angular intrinseco. La eleccion mds simple para representar
los estados de protén y neutrén se da al escoger

R 1/ 1 0
=50 1)

de la cual surgen los autovectores

(o) w-(1).

correspondiente a los autovalores +1/2 y —1/2, respectivamente. De esta forma, distin-
guimos al protdn del neutrén por su componente ‘3" de isospin, de valores +1/2 y —1/2,
respectivamente. Esto también es referido como componente ‘z' de isospin, aunque hay que
tener presente que en el espacio de carga no existe eje 'z'. Esto es sélo lenguaje, dado que
la componente '3" comunmente se asocia con el eje ‘z". Con esta definicién podemos definir
el operador carga Q mediante

Q=50+7) .

el que satisface Q\p> =elp), y Q\n> = 0.
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142 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

6.3.3. Algebra

Como hemos visto, los operadores de spin $;, momentum angular orbital L; e isospin t;
satisfacen un dlgebra comin bastante caracteristica,

[§i, §j] = ZFL eijk: Sk [[A/I, fzj] = Zﬁ Eijk Lk s [fz, 1?]] =1 Eijk tk .

A fin de mantener un enfoque comtin para todos ellos, consideremos un operador vectorial
J hermitico el cual satisface el dlgebra de momentum angular

[Ji, J;] = iheip ), . (6.33)
Como consecuencia de esta algebra se obtienen las siguientes identidades

J x J =ihJ (6.34)
[J2J.]=0; (6.34b)
[J..Js]= iji ; (6.34c)
Y C R (6.34d)

J J, =J*—J*—J.; (6.34¢)
JL=Js; (6.34f)

donde hemos denotado jm = jl, jy = jQ, jz = jg y jJ_r = jx + z’jy. Demostremos
la primera de estas propiedades [Ec. (6.34a)], donde adoptaremos /i = 1 por conveniencia.
Desarrollemos:

(J %) = en i
= e Tt e
= e e+ deus )
— Legn Jidi — e Jid;
— Leg | - JkJ]
26,1
= iJ
con lo cual (J x J); = i.J;. La segunda identidad (6.34b) se demuestra en forma muy directa:
[J2 T =1[J;J;, Ji ]
= L[ e 1+ 15 i 1
= ijjej;djl + iejkljljj
— iews (J1+ )
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La antisimetria de los coeficientes €kij Y simetria del término entre paréntesis implica que la
suma sea nula. Por lo tanto [ J2,J;, | = 0.

En el caso de la identidad (6.34c),

[Jz» J—‘r] = [Jza Jw] iZ [JZ7 Jz]

- 4. (6.35)

6.3.4. Diagonalizacién de J2 y J,

Notemos que J? y Ji, conmutan entre si, por lo cual constituyen observables compatibles.
Notar, en cambio, que los Ji no conmutan entre ellos, de modo que podemos diagonalizar
simultaneamente J? con sélo una de las componentes de J. Es usual escoger k = 3 (eje z)
como la direccién de cuantizacién de una de las componentes de J. Planteamos entonces

J?a by = ala by, (6.36a)
J.|a by = blab) . (6.36b)
Al igual que como se procedié a la diagonalizacién del oscilador arménico, mediante propie-
dades algebraicas de los operadores de subida y bajada, el momentum angular conduce a

propiedades analogas que también permiten la diagonalizacion algebraica de los operadores
J? y J,. Esteblezcamos algunas de estas propiedades.

» Propiedad 1: b* < a
En efecto, consideremos

Jab) = alabd)
L, = Ja b>+j5|ab>+jz2|a by
NGA

b2|a by
Entonces, al aplicar {a b| por la izquierda y considerando {a bla b) = 1, se obtiene

a = {ab|lJ2aby+{ab|laby +b*, (6.37)

~
=0 >0

de donde obtenemos % < a
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> Propiedad 2: J.|a by o lab+1)

Consideremos en este caso la identidad (6.34c),

JJiaby—Jy Jlaby = +Jilab)y =
S —
bla by

L(da®) = (b+1)(Jlad)).

Con ésto inferimos que Ji|a b) es autovector de J, con autovalor b + 1, lo que se
expresa como

Jilaby=Cy lab+1). (6.38)

Esta relacién permite generar nuevos autovectores de J, a partir de |a b). En particular,
la accién sucesiva del operador .J_ sobre la b) va generando autovectores de la forma
la (b—m)). En principio, no hay limite en el nimero de aplicaciones de este operador.
Sin embargo debemos exigir que (b — m)? < a. Para que esto sea factible, exijimos
la existencia de un by, (bae) sobre el cual se interrumpe la generacién de estados
inferiores (superiores) en b. Asi,

J_|a byin) = 0 ; (6.39a)
Jila bpas) = 0. (6.39D)

Propiedad 3: b,y = —bmas
Consideremos esta vez las identidades (6.34d) y (6.34e) y calculamos sus respectivos
valores de expectacion {# )as, ..+ {# Jabma..- LUego de considerar las restricciones
impuestas por las Ecs. (6.39a) y (6.39b) obtenemos

0=a—"b2;, + bumin ; (6.40a)

0=a—"b,, — bnaz - (6.40Db)
Restamos ambas ecuaciones y se obtiene

(bmax + bmzn) (bmax - bmm + 1) =0 )

-

-~
>0
de donde necesariamente b,,,;,, = —b,4,- Si denotamos por j al maximo valor permitido
para b,
. def
] = bmaz )

entonces las Ecs. (6.40a,6.40b) conducen a

a=j(G+1). (6.41)
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Es importante notar que b,,,; — bynin debe ser entero debido a que los autovalores de b
son discretos, separados por una unidad. Entonces, necesariamente 27 = n = entero.
De aqui surge que j puede ser entero o semientero, vale decir, su valores permitidos
son 3, 1, 2,2, 2, etc. Estos valores posibles son inherentes al dlgebra. En el caso
del momentum angular orbital los (nicos j posibles son enteros, como se verd mas
adelante.

Conviene a este punto readecuar nuestra notacién. Pasamos de los autovalores genéri-
cos a, b a los rétulos j, m, de forma que

J2|jmy = j(G + Dljm) ; (6.42a)
J.|im) = m|jm) . (6.42D)

> Propiedad 4: Ji|jm) =+/j(j +1) —m(m £ 1) |[jm+1)

Para demostrarla consideramos la Ec. (6.38) y usamos la Ec. (6.34¢) para J_.J,,

Jlimy = Ciljm+1 [ (x)
GmlJ. = C*Gm+1 N
GmlJ Jijmy = CiOGm+1jm+1).

Entonces, suponiendo |j m) normalizados

Gml(? == T)ljmy = |G =
JG+1D)—mim+1) = |Cf.

Con ésto adoptamos

Cy =+/ji(G+1) —m(m+1) , (6.43)

donde hemos tomado fase nula al extraer la raiz cuadrada. Un procedimiento totalmente
andlogo permite determinar C'_, obteniéndose

Jelgmy = /i +1) —m(m +1) |jm+1), (6.44a)
J_|gmy = /i + 1) —m(m —1) |jm—1). (6.44b)

6.3.5. Elementos de matriz de J

Los resultados de la seccién anterior permiten determinar los elementos de matriz de J
en la base en que J? y J, son diagonales. En particular, para un valor de j determinado se
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146 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

S+ JG+D-m(m+D) | jm+l>
J+
ljm> —
J
v [JG+D-m(m=-1) | j m-1>

Figura 6.4: llustracién de la accién de los operadores J.

tiene,
Gm'| T lim) = /GG + 1) —m(m +1) G, met s (6.45a)

Gm'|J_ljm) = /3G + 1) —m(m —1) G, m1 » (6.45D)
Gm| T jm) = m St m - (6.45¢)

Todos ellos constituyen los elementos de una matriz construida, por convencién, con su
primer elemento aquel para el caso m’ = m = j. El resto sigue un orden descendente por
filas y columnas. Asi,
Gl Gillgi =1 -
L Gi=ligy Gi-1Uliji-1 ...
Gmitlimy o\ G g -2l 1)

Spin j =1/2
Para el caso j = 1/2 consideramos m,m’ = %,—%. En este caso adoptamos la notacién
standard J — §. Los (nicos elementos no nulos son

G+l —p=1, (6.462)
GG -3l +=1, (6.46b)
G+l + =1, (6.46¢)
G =3l —=-3. (6.464)

Estos resultados se pueden expresar en forma matricial, conviniendo la siguiente notacién
para los elementos de matriz, (- )ym = (3 M|+ |5 m):

G (33 ) 0 Gowns () G (0) 00

Haciendo uso de la definicién 5, = 5, + 5, obtenemos

R 01 R 0 —2 . 1 0
sx=%(10>, Sy:%(i 0), SZ=%<01>, (6.48)
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donde identificamos las tres matrices de Pauli.

Spinj =1
Para el caso j = 1 consideramos m,m’ = 1,0, —1. En este caso es usual hacer J — S. En
forma semejante al caso anterior, los (inicos elementos no nulos son

QUL =v2 . Q0L —1) =2,
QO =v2 . Q=110 =2,
QULED =1, =1L —1) -

Estos resultados permiten expresar matricialmente los operadores S, y S4:

A 10 0 ) 0 v2 0 A 0 00
S,=( 00 0], S,=1 0 o\f , S.=1+v2 00 |.(649)
00 —1 0 0 V2 0
Nuevamente, haciendo uso de la definicién S S S obtenemos
) 1 010 ) ; 0 1 0 0
,=—1 1 0 1 , Sy=—11 00 0 |.(6.50)
V2 010 V2 0 00 -1

6.3.6. Representaciones en espacio de coordenadas

Al abordar un sistema en el cual se manifiesta el momentum angular orbital, J — L,
puede resultar Gtil representarlo en términos de operadores diferenciales. Entonces, al hacer
p = —1hV se obtiene

iLy = y0, — 20, ; (6.51a)
iL, = 20, — 10, ; (6.51b)
il, = 20, — Yo, , (6.51c)

donde hemos tomado & = 1, por comodidad. Para representarlos en coordenadas esféricas
tenemos presente

r2:x2+y2+z2;

tan ¢ = y/x ; (6.52)
tanf = /2% + y?/z .
Por ejemplo,

e _ 67’_ or 6’0_ 00 (?gb_ 0p
iL, = x0, z@$—<xay yax>8r+(xay yam>§9+(xay yax)@).
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Mediante el calculo explicito de las derivadas dentro de los paréntesis es facil verificar

L0
il == (6.53)

Un procedimiento andlogo conduce a

iL, = sin (b% + cos ¢ cot 9% ; (6.54)
iL, = cos ¢ﬁ — sin ¢ cot Gi (6.55)
v 06 0p '
de las cuales obtenemos
[y 6l
— e [+ ticotf— | . .
=€ (_80+zcot 8¢5> (6.56)

Es oportuno resaltar que los operadores L, actian exclusivamente sobre las variables angu-
lares, sin tener dependencia alguna en la componente radial r. Se puede demostrar ademds
que

102 1.

~2 2 2

6.3.7. Los esféricos armdnicos

Procedemos a construir las autofunciones de L2 y L, asociadas a los autovalores y
m, respectivamente. Los estados los denotamos mediante |/ m). A fin de contextualizar las
autofunciones que construiremos, podriamos suponer un hamiltoniano que conmuta con los
operadores indicados. Las autofunciones llevardn asociadas los niimeros cuanticos (rétulos)
a, [ 'y m. En representacién de coordenadas, entonces,

{rla;l my = Foym(r) 0ol m) . (6.58)

Esta construccién, que no es mas que la reconocida separacién de variables utilizada en la
resolucién de ecuaciones diferenciales que exhiben separabilidad en sus términos, garantiza
ser autofuncién de L2y L.

Convenimos ahora la notacién a usar. Dado que los angulos esféricos 6 y ¢ representan
la direccién del vector unitario 7, entonces es préctico establecer la equivalencia

66) = |7 .
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Entonces, mientras no sea necesario hacer explicitos los angulos 8 y ¢, utilizaremos el vector
unitario 7 como argumento. Las autofunciones (0¢|l m) = (7|l m) corresponden a las
funciones esféricas armdnicas, que denotaremos Y;™ (6, ¢) = Y;™(#). Asi entonces podemos
reescribir la funcién de mas arriba por

(rlastm) = Foam(r) Y™ (7) .

Procedemos a obtener Y, (7). A partir de la ecuacién de autovalores de L.,

Lifimy = mltm) /[ <b¢l
0

—i%<9¢]l my = m{0¢|l m) =
oyY™
¢

con lo cual
Y™ (0¢) = 6(0) ™ . (6.59)
Al exigir que Y, (0¢) sea univaluada ante ¢ — ¢ + 27, entonces necesariamente m debe

ser entero. Ello también restringe | a valores enteros. Ademas, como —I < m < [, entonces
por cada valor de | hay 2l + 1 valores permitidos para m.

Para determinar los Y™ primero encontraremos Y;', para luego aplicar el operador de
bajada L_ en forma sucesiva, n = m — [ veces. Considerando L |l [) = 0 tenemos

(%ﬂ' CotG%) Vi=0.

Al hacer uso de la Ec. (6.59) para Y;' obtenemos para O(f)
O =1cotfO.

Desde el punto de vista de la variable 6, esta ecuacidn es equivalente a
f(z) =ncotx f(x) = f'/f =ncosz/sinx .

Integrando, In f = nln(sinz) + C, o sea f ~ (sinx)™. Volviendo al problema original se
infiere

Y(0¢) = Ce'? sin'() .
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La constante C' se determina de la condicidn de normalizacién sobre las funciones. Entonces
param =10, {I|ll)=1 =

I
U

L<l 1|6 dQ2 (09|l 1)

27T|C|2f sinf df sinf (sin” )" = 1.
0

El célculo de esta integral requiere de algtin trabajo que se propone abordar, obteniéndose
20+ 1)!
|C|2 _ ( )
422 (1)

Con ésto entonces,

Y/ (09) = (—)lzl1 7 < ;1)!&”’ sin’(0) . (6.60)

La convencién de fase (—) es usual pero no absoluta. Hay que poner atencién cuando se usan
expresiones para los esféricos armdnicos de distintas fuentes. Con este resultado es directo
observar que

Y5 (09) =

51~
3

De igual modo, Y{'(0¢) = —4/3/8me' sin 6

La propiedad 4 de la Seccién (6.3.4) implica

L_jlm)=~11+1)—m(m—1)[lm—1). (6.61)

Es directo verificar que esta misma se puede expresar, convenientemente,

L jlmy=~/(l—m+1)([I+m)|lm—1). (6.62)

Entonces obsérvese...

LIy = /{I+D]ii-1)
L2 = /U +0)Lo]il—1)

VA-2)2D(20 - 1)1l -2)
LA = 4/1-2-3)2)20-1)(20-2)|11-3)

Esta secuencia sugiere

L1y = %u l—n), (6.63)
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la que se propone demostrar por induccién. Sustituyendo n por [ — m tenemos,

N (I —m)! (20)!
Con esta dltima es claro entonces
(l + m)' 2—
l = |—"2L L[] ] )
con la cual
. (I +m)! N R
Y/ (F) = T—m Il L™ Y7 (6.66)

Las funciones esféricas armédnicas satisfacen las relaciones de ortogonalidad y completi-
tud,

21 T
A"m'[lm) = f dqﬁj sin@ df Y;™ *(06) Y™ (0¢) = 011 S (6.67)
0 0

56"~ 6) 8¢ — 9) (6.68)

sin @

0 l
DD ) Y (09) =

Los esféricos armdnicos satisfacen una gran variedad de propiedades que al momento
de calcular pueden ser muy utiles. Cabe sefialar que los Y, estdn muy relacionados con lo
polinomios generalizados de Legendre, P"(u). En particular, demostrando la propiedad

Ly [e™0(0)] = T ED?(sin g) " o3 0) [(sing)*0(0)] , (6.69)
se obtiene

" m [20+1(0+m)

Y"(0¢) = () \/ I —m)i© ? P (cosb) , (6.70)
con

P () = /(1 =y T2 (6.71)

Un comentario adicional acerca de la paridad de los esféricos arménicos. Bajo paridad
las coordenadas cambian » — —r. En coordenadas esféricas esto equivale a hacer 7 — —r.
Para los angulos, 8 - m— 60y ¢ — ¢ + 2. Un andlisis de los Y, conduce a

Y™ (7) E Y™ (=) = (=)' Y™ (7) . (6.72)
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Esta propiedad es sumamente util para la identificacion de trancisiones permitidas y prohibidas
en algunos sistemas.

Ejercicio 6.14  Determine |C4| en la relacién Ly |l m) = Cy |l m £ 1).

Ejercicio 6.15 Dado

YP(69) = || 1= cost,

obtenga Y™ (6, ¢) aplicando los operadores [A/i en representacion de coordenadas.

Ejercicio 6.16 Considere el vector A = Aa. Exprese A como combinacién lineal de los
esféricos arménicos de orden 1: Y'(a) y Y7 (a).

Ejercicio 6.17 Una particula en presencia de un potencial esféricamente simétrico tiene
por funcién de onda

CM'I’2

¢($7ya Z) = C(l’y — Yz + Z.T) e

Determine la probabilidad de que el momentum angular sea 2h. Determine ademds las pro-
babilidades relativas para que m tenga los valores -2, -1, 0, 1y 2.

6.4. El atomo de hidrégeno

Consideremos el sistema formado por un protén y un electrén interactuando electro-
magnéticamente via el potencial de Coulomb. Para simplificar esta primera discusién consi-
deremos el protén infinitamente masivo en relacién al electrén, de modo que el sistema a
estudiar es el de la interaccidon de un electrén con un campo externo dado por

. . . o H2 ~ .
El hamiltoniano a estudiar es H = 2-+V, que proyectado en espacio de coordenadas resulta

(P = [— i (1 o )+ L iz v | ). (6.73)

2m ;é‘TQT 2mr?

dfi

Universidad de Chile

Avance 02-jul-2015



H F Arellano 153

6.4.1. Observables compatibes (rétulos)

Para llevar a cabo la diagonalizacién del hamiltoniano ponemos atencién a los siguientes
conmutadores nulos: [H, L?] = 0, [H,L.] = 0y [L? L.] = 0. Esto permite diagonalizar
H, L? y L, en una base comiin. Usemos « para resumir los autovalores de estos operadores,
a = {n,l,m}, de modo que |a) = |n;Ilm), con

Hlo) = E,|a) ; (6.74a)

L?a) = Il + 1)]a) ; (6.74Db)

L.|a) = ml|a) . (6.74¢)
Entonces,

H(r|a) = E,(r|a)
Denotando y descomponiendo,
(rloy =Va(r) = Ra(r) Y™ (7) ,

que al sustituir en la ecuacién de Schrodinger conlleva a

R (102 P2+ 1) . .
[—% (;m T‘> + W + V(T):| Ra}/l (T‘) = En RQYE (T) .
Multiplicamos Y;*(7) por la izquierda e integramos en df2;, permitiendo la eliminacién de
Y™ en la ecuacién. Ademds, definimos wu,(r) = 7R, (r), de modo que

1 2
u” l(l—; )u+—ﬁu=eu. (6.75)
r r

En esta dltima hemos definido

me? omE,

Notar que F, < 0 (estados ligados), por lo que € es positiva.

6.4.2. Funcidon de onda

Para la resolucién de la Ec. (6.75) primero identificamos el comportamiento asintético

de u(r) en los limites r — 0y r — oo. Para r — 0 la Ec. (6.75) toma la forma
I(l+1
u// ( )

u~0.

r2
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154 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Al explorar una solucién del tipo u ~ rP, se obtiene que p = —I, o p =1 + 1. La primera de
ellas se descarta porque la funcién de onda debe ser finita en todo el espacio, de modo que

u ~ 1. En el otro limite, la ecuacién resultante es
' ~eu=Nu,

cuyas soluciones son exponenciales de la forma u; ~ e*" y us ~ e™*". La primera de ellas
es descartada pues diverge en el infinito. Con ésto entonces definamos

uw=r" e w(r) . (6.77)
Con esta descomposicién, derivamos dos veces u y sustituimos en la Ec. (6.75), obteniendo
rw” + [2(1+1) = 2\rJw’ — [2A(1 + 1) — 28]w =0 .

A este punto adimensionalizamos las variables. Resulta conveniente definir z = 2\ r, de
modo que £ = 2)\-L. Ademds hacemos w(r) = W (z), con lo cual
T dz

W'+ 20+ 2= 2]W —[l+1—=B/A]W =0.

La ecuacién anterior coincide con la ecuacién de Kummer dada por

d*¢ do
x@—l-(c—a:)%—agb:O,
para la cual intentamos una solucién en serie de potencias,
$la) = > byt (6.78)
k=0

Luego de derivar, sustituir y reordenar términos se obtiene

D k(k+ )bz + {20b1 + Y chega(k + 1):&} = bk — {abo + >, abkmk} =0.
k=1 k=1 k=1 k=1

Igualando coeficientes del mismo orden en = obtenemos,

2ch) — aby = 0; (6.79a)
k‘(k‘ + 1)bk+1 + Cbk+1(k} + 1) — bk — aby, = 0. (679b)
Por lo tanto,
a
b1 = % b(] X (680&)
k
ra (6.80D)
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Estas relaciones definen la construccidon de la solucién a la ecuacién para la funcién de onda.
Sin embargo es necesario examinar su comportamiento para r — o0. Para ello observemos
los coeficientes altos en la relacién de recurrencia (6.80b). Claramente para k grande by, ~
be/(k + 1), o bién

b 1

TR
Esto conduce a una estructura exponencial del tipo ~ e” en la serie. Tal comportamiento
es inaceptable puesto que conlleva a una solucién divergente para u, de modo que necesa-
riamente la recurrencia (6.80b) se debe interrumpir para algin & finito. Este requerimiento

es factible sélo si a toma un valor entero y negativo, es decir a = —N, con N un entero
positivo. Puesto que

a=10+1- g =-N,
entonces,

A 1

B I+N+1°

En términos de las variables originales,

me*

Co2m2(I+ N +1)2°

el espectro de energias del atomo de hidrégeno.

E, = (6.81)

N

n=N+1I[+1

o

%

AN

n-1 ¢

0 n-1

Figura 6.5: Configuraciones N vs [ con la misma energia F,,.

6.4.3. Degeneracién

Notar que la solucidn encontrada exhibe degeneracién, ya que varias combinaciones de [
y N permiten un mismo valor de energia. Si llamamos n = [ + N + 1, el ndmero cuantico
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156 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

principal, entonces

me4

T op2p2

Con esta representacién, la degeneracién de E,, es n?. En efecto, para cada valor del momen-
tum angular [, hay 2[ + 1 valores posibles de m. Ademas, para cada valor de n, los momenta
angulares permitidos van desde [ = 0 hasta [ = n — 1. Entonces la degeneracidn total es

n—1

D=>(2+1)=n".

=0

Las funciones que se obtienen del proceso iterativo obtenido anteriormente para ¢ condu-
cen a los polinomios asociados de Laguerre. Recordemos que 2z = 2\, con \? = 2mFE, /h? =
m?e* /h*n?. Denotando ag = h?/me? (radio de Bohr), entonces resulta conveniente expresar

2r

z = .
nagp

Con esta notacidn, la funcién de onda normalizada para el electrén en un dtomo de hidrégeno
queda expresada por

n—1—1\"
(rinitmy = () = 55 (SIS ) S @ G . (682

J/

Aqui se ha definido

1) = (O () L), (6.53)

donde
dar d P
_ o7 —z p) _ _ p
L,=e e (e722) = (dz 1) ab . (6.84)

Con ellas se obtienen los siguientes valores de expectacion:

Qo

(T nim = > [3n* —1(l + 1)] ; (6.85a)
(r? Ynim = n'ag {1 + 2 l - WH : (6.85b)
o Duim = 3 1ng ‘ (6.85¢)
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El cdlculo de éstos valores de expectacion es directo mediante el uso de las siguientes iden-
tidades?

2 d .
{z@—k(k:—kl—z)d——kp] L;=0; (6.86a)
1 0
A tl<1): .86b
Lt 2 p+k Ly(z) (<) (6.86b)
0

k
J e * R LFLE dr = [(p (LRl (6.86¢)

0 D:

La parte radial de la funcién de onda, R,;, se puede determinar explicitamente a partir
de la Ec. (6.82). En particular, para el estado fundamental (n = 1, [ = 0) se tiene

2

RL()(T) = 3—/2 e_r/ao . (687)

)

Ejercicio 6.18 Calcule 1/{r)nim y {1/7 )nim para autoestados |nlm) del d&tomo de hidrégeno.
Compare porcentualmente ambas cantidades.

6.5. Niveles de Landau

Estudiemos el problema de una particula cargada en presencia de un campo electro-
magnético. Para simplificar la discusion omitiremos la interaccién entre el momento magnéti-
coy el campo, lo que equivale a omitir spin. El espectro que se obtiene para este sistema se le
atribuye a Lev Landau. Su manifestacidn es observada en conductores a bajas temperaturas.

6.5.1. Consideraciones generales

Para construir las ecuaciones cuanticas del movimiento, consideremos el lagrangiano
cldsico para luego obtener el hamiltoniano. Si la particula de carga ¢ estd sometida a un
potencial escalar ¢ y potencial magnético A, entonces su lagrangiano es

L(r,v)=%mv2—q¢+gv~A.
c

Messiah
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158 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Aqui denotamos v = 7. A partir de las ecuaciones de Lagrange

4Ly oL
dt \0q) Ooq

se obtiene la reconocida ecuacién del movimiento,

: 1
mv =q(E+-vx B).
C

Para obtener el hamiltoniano H (qy, px) determinamos primero el momento candnico. Enton-
ces,

oL
Dk = o = mug + L Ay
ory, c
Expresamos el hamiltoniano, H = v - p — L, en términos de 7, y pi
1 q q
H(r,p)—2— p—-A) (p—-A)+qo. (6.88)
m c c

La cuantizacién del sistema se establece haciendo la corresponcencia p — py r — 7, con
p = —ihV, en representacion de coordenadas. Con ésta expresion para el hamiltoniano la
ecuacion de Schrodinger queda expresada

e <1§ _ ?A) : <15 - %A) +qo(it) . (6.89)

La resolucién del problema clasico en presencia de un campo magnético uniforme —en
ausencia de campo eléctrico— conduce a trayectorias en forma de hélice. En particular, si el
campo magnético esta orientado en direccién del eje z, las trayectorias proyectadas en el
plano xy resultan circunferencias cuyo radio depende del momentum proyectado en el plano
xy. La frecuencia de este movimiento esta dada por

_ ldlB

c .
mc

El desplazamiento de la particula segun el eje z es uniforme, mientras que en el plano
xy queda descrito por

1 1
To =T+ —uy,, Yo=Y — — Uy, (6.90)
w w

C Cc
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donde x e yo definen la posicién del eje de la hélice. Notar que (x—z¢)?+(y—10)? = (vo/we)?,
con v, la rapidez de la particula en el plano xy.

Una propiedad importantes del campo electromagnético es su invariancia bajo transfor-
maciones de gauge,

A — A =A+Vy, (6.91a)
6 — F=6—Lax. (6.91b)

Al aplicar esta transformacién sobre los campos en la ecuacién de Schrodinger constatamos
que ella no es invariante. Esta propiedad es conflictiva puesto implicaria que la teoria cudntica
es selectiva a la convencién de gauge adoptada para los campos electromagnéticos. Esto es
fisicamente cuestionable, por lo que se busca aquella transformacién (unitaria) que deje
invariante la ecuacién de Schrodinger. Es decir, [¢0) — |[¢0") = U|v). Si imponemos

H'|p" =ihdfy'y = H[Y) =ihd|y)
entonces se obtiene

W'> — e(iQ/hC)XW> )

Ejercicio 6.19 Una particula escalar (sin spin) es sometida a un campo electromagnético
(¢, A). Los campos eléctricos y magnéticos quedan expresados por,

E:—V(b—l%, B=VxA.

c ot

a) Verifique que los campos A’ = A —Vyx,y ¢ = ¢ + %675)(, con x un campo escalar,
definen los mismos campos eléctrico y magnético (invariancia de gauge).
b) Demuestre que al aplicar la transformacién de gauge en la Ec. de Schrodinger para una
particula cargada frente a campos electromagnéticos, ésta no es invariante.
c) Encuentre la transformacién unitaria U, con [¢/") = Ul1), que garantice la invariancia de
gauge de la Ec. de Schrodinger, vale decir

H'|Jf) =ihofv') < Hlp) =ih o).

Bajo esta transformacién unitaria se puede demostrar que tanto {t[t)) como (¥|7[v))
son invariantes de gauge, no asi {¢|p[¢). Sin embargo {()|V'|1)) si es invariante de gauge,
donde se ha definido el operador velocidad (componente «)

~ 1

va:ﬁ[H,:f;a].
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160 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Si sustituimos el hamiltoniano y hacemos uso de las reglas de conmutacion [Z,, Po]| = i70as
se obtiene

Con esta dltima,

. h

[ﬁa, vﬁ] =i — Gy (6.922)
o h

|V V| = 2 canBy (6.92b)

Estudiaremos el caso de una particula sometida a un campo magnético uniforme y en
ausencia de potenciales escalares (¢ = 0). Si consideremos el campo magnético B = B2z,
entonces
hq AN RS
_B7 [‘/;17‘/2]207 |:‘/:Z"/LI?:|:O

m2c

[ %3] =

6.5.2.  Solucién algebraica

La solucién que planteamos se inspira en la solucién algebraica dada al oscilador arménico.
En efecto, los operadores V,, vistos arriba satisfacen un algebra andloga a la de los operadores
‘pr y ‘Q’ del oscilador. Lo que hay que hacer es afinar tal similitud para extraer el espectro
con las constantes adecuadas.

Resulta facil verificar que el hamiltoniano se puede expresar

~ m .~ m -~ m -~
H=<—V2 —v2> Ui
g ety )t
< H,, +H,, (6.93a)

donde hemos definido H, = %VZQ Con esta descomposicién y las reglas de conmutacién

para las componentes del operador velocidad, se cumple [H,,, H.] = 0, por lo que ambos
términos son diagonalizables en una base comun. Podemos rotular sus autoestados por |«, /3),
tales que

H,ylo, 8) = Eala, B) ; (6.94a)
H.|a, ) = Egla, B) . (6.94b)

Ademds, puesto que V, = p./m — —i(h/m)0,, el espectro de H., es continuo y sus auto-
funciones son ondas planas con propagacion en el eje z.
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Para la resolucién de la Ec. de autovalores (6.94a), supongamos ¢ > 0 y hagamos la
siguiente modificacién

R

Expresemos entonces H,, en términos de los nuevos operadores Q y P,

i, -+ Mab (75+Q2).

X
Y2 m2c

Ey

!

“[0.7] -

Como se aprecia, la forma cuadratica del hamiltoniano y el dlgebra de los operadores coincide
con el oscilador arménico visto en el capitulo anterior. Es evidente entonces que las auto-
energias son del tipo E, = Ey(n + %) con n = 0 (entero). Por lo tanto el espectro queda
descrito por
Eo+ Eg = Ey(n+ 1)+ tmo?.

La determinacion de las autofunciones queda planteado como trabajo personal. Para tal
efecto resulta (Gtil recordar el operador de bajada a = (Q + 175)/\@ donde O ~ V, y
P~ V Tanto V como V acarrean las derivadas 0, y 0, respectivamente, ademas de las
componentes A, ,. Esta ultlma la podemos definir como A = (—yB,0,0), que reproduce
el campo magnético considerado y satisface la medida de Coulomb V - A = 0. La funcién
de onda en el estado fundamental se obtiene resolviendo la ecuacién diferencial que surge
de (xy; z|altby) = 0, cuyo resultado debiera coincidir con el que obtendremos en la seccién
siguiente.

6.5.3. Solucién en espacio de coordenadas

Ya vimos que para dar cuenta del campo externo uniforme B = BZ, podemos valernos
de A = (—yB,0,0). Considerando ¢ = 0, el hamiltoniano en la Ec. (6.89) se reduce a

=

. 1 B\? . .
H-=-— P+yq— + P? 4 P?
2m Y

h2

2
_ 4B\, 2 2 _
o [((% +y . ) + 0, + 021 U(z,y,2) = EV(x,y,2) .

Claramente H, P, y P, conmutan entre si, por lo que son diagonalizables simultdaneamente.
Las autofunciones de estos dos Ultimos son ondas planas del tipo =% y ¢?*=? respectiva-
mente. Representamos entonces

U(x,y,z) = P mth=20(y)
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162 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Si denotamos

ks B h2k?
Yo = — Cv wc:|Q| ; E:H0+ Za
qB mc 2m

se obtiene la siguiente ecuacién para o:
1 2 2 _
———+[5mwc(y—y0) —EO:I(I)—O
Como se observa, se trata de la misma ecuacién que para el oscilador arménico, por lo cual
el espectro para Fy queda dado por fiw.(n + %) Con ésto las soluciones quedan expresadas

por

. 1
W(a,y,2) = €09 By faly — o)) e 20" (6.96)

o — ‘Q‘Bd:efi
V' hc Q|

donde identificamos la magnitud

Aqui,

he
U, = A [T
la| B
denominada longitud magnética. Para el caso del electrén recordamos eh = 2ugm.c, por lo
cual

he he
Uy = A — = ————
eB  \/2m.c2ugB

A modo de estimacidn, la densidad de flujo B en la Tierra varia entre 30 y 60 microtesla,
siendo mds intensa cerca de los polos. Recordando que g ~ 6 x 107> eV/T, entonces a,,
varia entre 3 um y 5 um. En el National High Magnetic Field Laboratory, ubicado en la
Universidad del Estado de Florida (Tallahassee, EEUU), se encuentra operativo el campo
magnético continuo mas intenso del orbe, con 45 T, un record aun vigente en 2015. En este
caso a,, & 4 nm. En el caso extremo de en una estrella de neutrones, donde los campos se
estiman en 10® T, la longitud magnética resulta del orden de 3 pm.

La solucidn recien encontrada para la funcién de onda exhibe caracteristicas que resultan
no evidentes bajo una lectura cldsica. Por ejemplo, la trayectoria clasica en el plano xy es
circunferencial, simetria que no resulta evidente de la Ec. (6.96) para la funcién de onda.
Ademas, esta soluciéon se comporta como onda plana en la direccién = y como oscilador
armonico cuantico en la direccién y. A ello se le agrega que la funcién de onda tiene el
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mismo comportamiento en las variables (z, z), sin embargo las autoenergias dependen sélo
de k,.

Una revisién mds acuciosa de la solucién al problema anterior se puede llevar a cabo
considerando los nuevos operadores

.1 1 .
Xo=2+—V,, Yo=9——V,.
C wC
Estos operadores corresponden al andlogo cldsico de la posicién del eje de la hélice del
movimiento de las particulas cargadas, como se hizo notar en las Ecs. (6.90). Se puede

verificar que tanto Xy como Y son constantes del movimiento,
[Xo, H] = [Yo, H] =0,
sin embargo,

N he
Xo. Y| = —i— .
[ 0, 0] qB
Esta udltima conduce a la relacion de incerteza

1,2
(AXo) (AY)) = 54a,, ,

con a,, la longitud magnética. Esta relacién es una manifestacién de que X e Yj no se puedan
diagonalizar simultdneamente, al menos para un campo magnético finito. Sin embargo, el

grado incerteza es controlable con la intensidad del campo magnético.

Un dltimo alcance acerca de éste sistema. La libertad de gauge permite escoger el si-
guiente potencial magnético vector equivalente, A = (—y/2,2/2,0)B. Luego de sustituirlo
en la ecuacién de Schrodinger y resolver en coordenadas cilindricas se obtiene el mismo es-
pectro que el encontrado en esta seccién. Es interesante notar, sin embargo, que a pesar
de las diferencias que exhiben las funciones de onda, el primer postulado de la mecénica
cudantica implica que ambas contienen la misma informacién fisica del sistema.

Ejercicio 6.20 Obtenga la funcidén de onda para el sistema anterior, pero esta vez consi-
derando A = (—yB,0,0).

6.6. Acoplamiento del momentum angular

El momentum angular de un sistema es una cantidad aditiva. Por ejemplo, al considerar
el momentum angular orbital de un electfon con su spin, su momentum angular total lo
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describimos por
J=1+3,

donde I representa el momentum angular orbital y § el spin. Otra situacidn de interés consiste
en dos electrones con spines respectivos S; y S1, en cuyo caso el spin total es

A

S:.§1+.§2.

Otra cantidad fisica aditiva y que satisface el algebra de momentum angular es el isospin,
que denotamos por t. Por lo tanto, £ x t = it. Esta cantidad no tiene analogo clasico ni se
combina (aditivamente) con el momentum angular ni el spin. Asi por ejemplo, el protén vy el
neutrén corresponden a dos estados de isospin de un ente mds general denominado nucleén
(N) y cuyo isospin es 1/2: |[N) = |1 t.). Sus proyecciones respectivas segtin z son +35 y —%
y definen los estados ‘protén’ y ‘neutrdn’, respectivamente. Entonces, podemos representar
los estados de isospin para el protén (p) y el neutrén (n) por los kets

=z, W= -

Si denotamos por t; y &, los isospines de dos constituyentes, entonces el isospin total del
sistema esta dado por

~

T =t +1,.

En los tres ejemplos descritos anteriormente los sumandos conmutan entre si pues actdan
sobre estados correspondientes a distintos espacios. Concretamente, [I, 8] = 0; [81,82] = 0y
[£1, 2] = 0. En estos tres casos nos enfrentamos con el problema de la adicién de momentum
angular. Puesto que la caracteristica comin a todos estos ejemplos es el dlgebra, estudiemos
el caso en que

JET +Jy,
donde
jllez’ijl; jQXjZZiJE; [j17j2]:0'

Con estas definiciones para J y Js se infiere que J satisface el algebra JxJ =1iJ.En
efecto,

JxJ=(Jy+J5) x (Jy + Js)
=J1XJ1+J1XJ2+J2XJ1+J2XJ2

~—— Nl ——

’iJl 0 7/J2

=1iJ

dfi

Universidad de Chile

Avance 02-jul-2015



H F Arellano 165

Consideremos las bases en que J; » han sido diagonalizados por separado:

[ jlz’ jlz ]
[ ']227 ‘]22 ]

-0 —  base {[iimi)};
=0 —  base {[jamo)}.

Ademas, la conmutatividad entre las componentes de J; con las de J, permiten construir el
producto directo para las autofunciones comunes

def

imi™ @ [jama)® Z | 5ima )V jama)® E |10 mams) | (6.97)

que definen un espacio de dimensién (2j; + 1) x (272 + 1). Entonces,

T} |jrje mama) = j1(ji + 1)|jrja mima) ; (6.98a)
I3\ jrje mama) = ja(ja + 1)|jrja maima) ; (6.98b)
Jizljrga mima) = ma|jija mams) ; (6.98¢)
Joz|jijz mama)y = Ma|j1j2 M1ma) . (6.98d)

Abordamos ahora el mismo problema pero desde la perspectiva del momentum angular
total J. Para ello hay que identificar operadores hermiticos compatibles que permitan diago-
nalizarse en una base comtn. En esta linea se pueden demostrar las siguientes propiedades

[J%,J.]=0; [J%JE]1=0; [J,Ji,]=0. (6.99)

Con ellas vemos que es posible diagonalizar simultaneamente los operadores J2, ., .ff y
JA22 conducentes a cuatro nimeros cuanticos, al igual que en el caso anterior. Rotulemos los
autovalores correspondientes por J, M, j; y j2, con su autovector respectivo |JM (j1j2)).
El hecho que J x J = iJ garantiza

T IM(j1ja)y = J(J + DI M (j1ja)) ; (6.100a)
T\ TM (j1j2)) = M|JM (jrjz2)) - (6.100b)

Esta forma alternativa de diagonalizar se esquematiza en el siguiente diagrama, donde a cada
lado se listan los operadores compatibles con sus respectivos rétulos entre paréntisis

JP () JE ()
I3 () 3 (J2)
Ji. - (ma) _ J2(J)
J2z (mQ ) JZ ( M )

| [J1g2 mama) | | [ TM(j1j2)) |
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Las relaciones de ortogonalidad resultan evidentemente

<j1j2 mllm,2|j1j2;m1m2> = 6m1mﬁ 5m2m’2 ) (6101)
M (jrj2)| IM (jij2)) = 10 Onanrr - (6.102)

La completitud de los (2j; + 1) x (2j2 + 1) elementos |ji1m1) ® |j1m2) se expresa,

2
Z Z |J1J2 mima)(jije mame| =1 . (6.103)

mi=—j1 me=—Jja

De forma analoga expresamos la completitud en la otra base,

M TM (i) T M (juj2)l = 1, (6.104)
J M=—J

donde los limites de la suma en J quedan por ser determinados.

En la figura de mds abajo se ilustran dos esquemas de operadores que conmutan entre si,
los que son ubicados en cada esquina. A la izquierda figuran Jl,Jz, le, Jos, que conlleva a
un sub-espacio vectorial de dimensién (2j;+1)(2j2+1). A la derecha aparecen J2 J2 0% .,
donde J = J; + J,. La dimensién de este sub- espacio es la misma que la anterior (camblo
de base). Esta condicién es determinante para identificar el rango de variacién de J.

.. df
El problema que nos planteamos es expresar los autoesdados |JM (j172)) = |JM) co-
mo combinacién lineal de los elementos |j;j2;mima) (y vice-versa). Mas especificamente,
determinar los coeficientes de tal transformacién. Consideremos entonces

|JM) = Z |71J2 mama){j1j2 mama| JM) . (6.105)

mima2

A los coeficientes {jijo mymsa|JM ) se les denominan coeficientes de Clebsh-Gordan y satis-
facen una serie de propiedades determinantes para la posibilidad o imposibilidad de procesos
fisicos. Por ahora ellos constituiran simplemente los coeficientes de un cambio de base. Para
la determinacion de ellos observamos las siguientes propiedades.

» Propiedad 1: (Jrjoa myma|J M) = 0 cuando my + my # M

En efecto, consideremos la Ec. (6.105) para |JM) y apliquemos J, = Ji, + Jo, a los
lados respectivos de la igualdad. Al lado izquierdo el autovalor es M, con lo cual

M[JM) = > (Jriz + Joz)|jrja mama){jijo mamo| JM) .

mima2
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Luego de expandir completitud a la izquierda, y evaluar los autovalores de g1 y Jo, se
obtiene

Z (M —mq — ma)|j1j2 maima){j1ja mime|JM) = 0.

mima2

Esta combinacion lineal nula de vectores linealmente independientes implica necesaria-
mente que los coeficientes de la expansién, (M — my — mg){j1js mima|J M), sean
nulos. Es evidente que si my +my # M entonces (j1jo myma|JM) = 0. Por lo tanto,
la proyeccion z del momentum angular total es igual a la suma de las proyecciones.

» Propiedad 2: Jmaz = J1 + J2

Recordemos que el momentum angular J corresponde a la mdxima proyeccién de su
componente z. Asi, Jyue = M. Por otra parte, como M = m; + mo, entonces
Mmaa: = jl + j2

» Propiedad 3: Imin = |1 — Ja|

La dimensién del espacio formado por el producto directo es (2j; + 1)(2j2 + 1) y es
igual a la del espacio formado por los elementos {|JM )}, es decir

Jitj2 Jitj2
(21 +1)(2j2 + 1) = Moo= Y @7+1).
J=Jmin M=—J J=Jmin

Desarrollando algebraicamente se obtiene J2,. = (j1 — j2)?, es decir, Join = |71 — jol-

A modo de ilustracién, consideremos un sistema formado por dos electrones, cada uno
de ellos tiene spin 1/2. El momentum angular total S del sistema varia entre |% —% — %-’- %
vale decir S=0y S=1. Otro caso es un electrén en movimiento orbital con momentum angular
L = 2. Entonces, el momentum angular total J varfa entre [2— 3| — 2+ 3, vale decir J = 3

yJ =2

El célculo sistemético de los coeficientes de Clebsh-Gordan es posible mediante la apli-
cacidn sucesiva de los operadores de subida y bajada ji = j1i + jQJ_r. Tales coeficientes
quedan determinados excepto por una fase, la que queda fijada si se adopta la convencién
de que el elemento (jijo j1 (J — j1)|JJ) sea real y positivo. Con esta convencién se puede
demostrar que los coeficientes de Clebsh-Gordan son reales, es decir,

(Jrga mama| J M) = (T M|j172 mama) .
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168 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Ademds, cuando m; y ms toman su maximo valor (j; y j2, respectivamente), entonces
necesariamente M = j; + jo. El Unico valor de J permitido es entonces j; + j2, en sdlo la
configuracién |j; + jo j1 + j2). Estos corresponden al mismo estado, de modo que

150D & |jagad® = |j1ja jijey = |1 + J2 1 + J2)
se tiene

(e gijelgi + 2 1+ g2y =1.
N~ Y—
J M

Veamos como se plantea el problema en general y luego estudiaremos un ejemplo facil-
mente manejable. Partamos considerando la identidad

|JM) = Z |71J2 mama){j1ja mame| JM) (6.106)

mima

y apliquemos a cada lado ji = jli + jQi, obteniendo

VIT+)=MM 1) [JM£1) = > i+ 1) —mi(m) £ 1) [j1ja m} + 1mb)
mi,my

+ D Vil + 1) — mh(mh £ 1) [aja mi my = 1)
mi,m2

Proyectando {(jyjas mims| por la izquierda, usando ortogonalidad (m} — my F 1y m) —
ms F 1) y dividiendo por la raiz cuadrada de la izquierda se tiene se obtiene

(rja mame|JM £ 1) = \/]1<(J1 i 1)) n]\?((]\n;fl;) (rja m1 F 1 mg|JM)
) —
) —

n (2+1
J(J+1

Este tipo de operaciones conducen, eventualmente, a los coeficientes de de Clebsh-Gordan
dados por expresiones cerradas simples obtenidas originalmente por Racah. De acuerdo al
texto Angular Momentum de Brink & Satchler (Oxford Science Publications) ellos estan
dados por

mg(mg $ 1)

(abaf|ey) = d(a + B,7) Alabe) [ (2¢ + 1)(a + a)!(a — a)l(b+ B)b— Alc+N(c—) ] x

Z(—)”[(a—a—y) (c—=b+a+)b+B8-v)(c—a—B+) vV (a+b—c—v) ],

v

donde

a — a — C C— 1/2
A(abc):[( +bo—1Dla—b+)l(b+c—a)l) ‘

(a+b+c+1)!
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Los valores de v son todos aquellos para los cuales los factoriales son no negativos.

En el caso de un sistema formado por dos particulas de spin % cada una de ellas rotu-
ladas por 1 y 2, analicemos aquella parte de la funcién de onda que involucra sélo al spin.
Consideramos,

11 1/1 1
Sz way = 3G +1Dlz wa),
2|1 1/1 1
Slz we = 3G+ we-
Los valores posibles de j1 son i%. Construimos autoestados del spin total, S = &, + &5. De
acuerdo a las reglas de suma del momentum angular, S esta acotado por |% —% <9< %Jr %

Por lo tanto, S = 0, 1, son las dos tnicas posibilidades. Para S = 1 planteamos la equivalencia
entre los estados de maxima proyeccidén segun z, vale decir

1GE) = Imsemmd =333 /S =+

VIO =10-110) = 3G+ D -3G - Dl 39+
-1

VA0 = 13— 3D+ I )

Este resultado lo podemos escribir en forma mas compacta de la siguiente forma

1 1
10) = — + — : 6.107
10) ﬁliﬁ \/E\TH (6.107)
Al aplicar nuevamente S_ se obtiene
1-1)=1[1).
Asi, los estados S = 1 correspondientes a un multiplete de 25 + 1 = 3 términos:
11 = |[11)
10) = = 1)+ —=] 1)
V2 V2
1-1) = [l
(6.108)

Para encontrar |00) podemos proceder en forma bastante simple. Expandimos

[10) =af L)+ Bl11),

imponemos ortogonalidad, (10|00) = 0, y normalizacién, (00/00) = 1. Ademds, exigimos «
real y positivo. Con ello,

1 1
00) =511 =5l
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170 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Notar que los estados S = 1 son simétricos bajo el intercambio de los rétulos de las
particulas, 1 = 2. Para el caso S = 0, en cambio, el estado |00) resulta antisimétrico bajo
la misma permutacién. Entonces, si Pg representa el operador de intercambio,

Ps|s1p1))|sakia) @) = [s1111)2)S2002) (1)
entonces

Ps|S vy = (=)"*Sv). (6.109)

Ejercicio 6.21 Considere los estados de isospin total |00) y |17,) (en notacién |T'T.))
correspondientes a un sistema de dos nucleons. El operador Py representa el intercambio
(rétulos) 1 = 2 sobre el estado de dos nucleones. Represente los estados |17 en la base
1201) @ |512) y demuestre

Pr|TT,) = ()" TT,).

Ejercicio 6.22 Los protones y neutrones constituyen los dos autoestados de un nucledn,
cuyo isospin es % Para un sistema formado por dos nucleones, rotulados por ‘1" y 2', el
isospin total estd dado por T' = &, + t».

a) Represente los estados |pp), |pn), |[np) y |nn) en la base {|TT.)}.

b) Determine « 'y 3 en la identidad T? = o + BT - T9, donde t, = %7'1 y ty = %7'2.

c) Calcule {pp|V|pp) y {pn|V|np) para la interaccién

V= Vol (1+4t - t)

Ejercicio 6.23 Considere la funcién de onda dada por

Piisr) = D0 D1 ISwY (PILSmp| T M) uyps(r)

p=—Sm=—L

donde |Sp)®|Lm) = |LSm) es autoestado deA(,SA’2, S.)y (L2, L.). Demuestre que 1)} o (r)
es autofuncién de (J?, J.), con J = L + S. Aqui se subentiende que (7|LS;mu)y =

|[Sp) Y (7).
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6.7. Interpretacion geométrica del momentum angular

El momentum angular de un sistema estd intimamente ligado a las propiedades de simetia
del sistema bajo rotaciones. Para analizar este aspecto analizaremos el cambio sufrido por un
campo escalar cuando se aplica una rotacion. Es pertinente hacer una distincién entre dos
tipos de rotaciones.

Las rotaciones pasivas son aquellas son aquellas en las cuales el punto en el espacio se
mantiene invariable y la rotacidon la experimenta el sistema de ejes coordenados.

Las rotaciones activas conllevan una rotacién de la coordenada que especifica a un punto.

Ambas rotaciones estan esquematizadas en la Fig. (6.6). En ellas los puntos de un cuerpo
® son rotados.

y
Ly
y
D
@

/ 00/ -6
\ X

L Pasiva Activa

Figura 6.6: Rotacidn pasiva y activa.

Consideremos un campo escalar ®(r) = ®(z,y, z) y examinemos su comportamiento
cuando los ejes coordenados experimentan una rotacién en un dngulo infinitesimal € en torno
al eje z:

r — =z—ey
— Yy =y+er
z > 2=z (6.110)
Entonces,
Oy, 2") = P(x—ey, y+ex, 2)

D(z,y,2) — (0.P) ex + (0,®) ey + O(€?)
= ®(z,y,2) +e(xd, — yd,) @ + O() .
—_—

il
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172 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

Claramente,
Oy, 2") = (1+ il €)®(z,y,2) + O(), (6.111)

Al componer N veces esta transformacién infinitesimal, haciendo ¢ = ¢/N, con N un entero
y ¢ finito, se obtiene

o2y, ) = €8 d(x,y, 2) . (6.112)

Esta operacién se puede extender a una rotacién en un angulo € en torno a un eje n
en el espacio. Asi, con esta construccion la rotacidon queda especificada por tres parametros:
dos para fijar n y uno para la magnitud de la rotacién. La rotacién de los ejes coordenados
quedan dados por la relacién vectorial

r=r+or=r+enxr). (6.113)

Por lo tanto,

O(r') = O(r + dr) = (r) + or - VI . (6.114)
Al usar dr = ¢(n x 1), usar p = —ihV, y adecuar contracciones de indices se obtiene
O(r') = (1 +ien - L/R)d(r), (6.115)

con lo cual una rotacién finita en un angulo ¢ queda expresada por
O(r') = M LG (p) | (6.116)

La interpretacién geométrica del momentum angular resulta evidente: es el generador de
rotaciones. La discusién reciente se ha restringido a campos escalares. En el caso de campos
espinoriales se requiere de un andlisis mas general, lo que no es prioritario a este nivel
introductorio.

Es frecuente el uso de la siguiente notacién para representar el operador de rotacién en
torno a un eje definido por el vector unitario n

~

R . n-L
D(n,éb) = €Xp —Z¢T

Una observacién importante antes de terminar esta seccién. A diferencia de lo que ocurre
con los generadores de translaciones y boosts, las componentes de L no commutan entre si.
Por lo tanto,

giole GibLy gls 4 giel (6.117)
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donde se ha denotado € = (a, 3,7).

Ejercicio 6.24 Dos particulas de spin 1/2 interactdan mediante el potencial
V(r) = Vo(r) + V() - o
Encuentre las ecuaciones de onda para aquellos estados de spin total 0 y 1.

Ejercicio 6.25 El momento cuadrupolar eléctrico se acopla al gradiente de un campo
eléctrico, o equivalentemente, a las segundas derivadas del potencial escalar ¢. Mediante una
eleccién apropiada de ejes este acoplamiento puede ser representado por el hamiltoniano

B 0*¢ 2, 0*¢ 2, AN
el ()5 ()2}

donde ¢ satisface la ecuacién de Laplace (V2¢ = 0) y las segundas derivadas se evaltan
en las coordenadas de la particula. Ademas, J representa el momentum angular total de la
particula.

a) Demuestre que H, puede ser escrito en la forma H, = A(3J2 —J -J)+ B(J2 + J?), y
represente A y B en funcién de C'y derivadas de ¢.

b) Para una particula de momentum angular total J=1, evalie los elementos de matriz
(Im|H,|1m') y encuentre las autoenergias de H,,.

Ejercicio 6.26 Sea S el spin total de un sistema de dos nucleones y 7 el operador posicién
asociado a la coordenada relativa.

a) Demuestre que Q = (S - #)2/r2, es una proyeccion.

b) Demuestre que el operador (tensorial) definido por Sz = 2(3Q—8?), satisface la identidad
52, — 48% — 2 G, y obtenga sus autovalores para los estados triplete de spin (S = 1).

6.8. Métodos variacionales

En la practica son muy pocos los sistemas que permiten soluciones analiticas para el
estado fundamental. Tal escenario ha llevado al desarrollo de métodos de aproximacién para
la determinacién de la energia del estado base. En algunos casos, aun con el uso de compu-
tadores poderosos el célculo constituye un verdadero desafio. Una técnica muy poderosa para
la obtencién del estado fundamental se basa en el siguiente teorema.
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Sea H|n) = E,|n), entonces Ey < % :

En efecto, sea |¢) una funcidn de prueba para el estado fundamental de H. Entonces,

|6) = Zn] ) {nlg)

Cn

Por lo tanto,

(G| H|p) = En eal® .

Ademas, puesto que Fy < E; < Ey < ---, entonces

(BlH|¢y = D Eo leal® = Eo Y leal* = Eol¢lo) ,

con lo cual
Ey < % . (6.118)

La gracia de esta desigualdad es que, cual sea la funcién de prueba ¢, el cuociente
(¢|H|p>/{¢|$> nunca sera menor que la energia base. Una forma de comenzar es intentando
diversos ¢ y escoger el que aporta el cuociente mas bajo. En la practica, existen técnicas
sistematicas para obtener resultados confiables. llustremos con un ejemplo.

6.8.1. Oscilador armdnico 3D

Si bién este sistema cuenta con una solucidn exacta, resulta util ilustrar como el uso de
una funcién de prueba bastante rudimentaria permite una buena aproximacién a la energia
del estado fundamental.

Tenemos
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Sea la funcién de prueba (r|p) = e ". Para las integrales que siguen nos valdremos del
resultado

0
J drz" e * =nl.
0

Entonces
®© T
6|6y — 4r J Pdreer = T (6.119)
0 «Q
Ademas, se pueden verificar
. w0 —h%1 d? 0
Klop) =4 2dre " [ —=-— P p— 6.120
Ol = ar [ rareer (Ght b} e = T (6.120)
A oo 1 3 2
(p|V]p) = 47rf ridre " <§mw2r2) e = WQZ”M , (6.121)
0

con lo cual obtenemos

o _ (GlHG) o’ 3mw?
<H>a=W—%+ ar (6.122)

Para encontrar el minimo imponemos

O(H ),
oo

de donde obtenemos

a2=\/§mw.

Se puede verificar, evaluando la curvatura de { H ),, que efectivamente se trata de un miini-
mo. Con ésto,

(HY% =V3w.

El valor exacto es 1,5 fuw, habiendo obtenido 1,73 fiw. El error es del orden de un 15 %,
bastante bajo considerando la crudeza de ¢.

6.8.2. Atomo de helio

El dtomo de helio (He-4) estd compuesto por un nicleo atémico con dos protones (de
carga neta +2¢) y dos neutrones. Ademas, dos electrones se ligan a este nicleo formando
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un estado ligado eléctricamente neutro. Sin considerar los grados de libertad de spin, este
sistema puede ser descrito mediante el hamiltoniano

2 2 2 2 2
p;  2e p;  2e e
H=S—-—/+{—=——7r+—.
2m 1 2m To 12
Los rétulos 1,2 denotan cada uno de los dos electrones, con 7, la distancia entre ellos. Los
dos primeros términos dan cuenta de la energia de cada electrén en presencia de la fuerza

atractiva debido al ntcleo atémico, de carga 2e. El tercer término da cuenta de la repulsion
electrostatica entre ambos electrones, los que estan separados en 715.

Haremos uso del método variacional para obtener una cota del minimo de energia. Con-
sideremos la siguiente funcién de prueba para los dos electrones:

{rira|th) = exp(—ary) exp(—ars) .

Para la evaluacién de (¥|¥) procedemos al igual que en la seccién interior, con la séla
diferencia que la integracion se lleva a cabo en las dos coordenadas. Asi entonces

0 0 7T2
)y = (47r)2j ridr e” 2" J radry e 2" = 5 (6.123)
0 0

El factor (47)? proviene de la integracién en los dngulos sélidos d,dS,. Para la energia
cinética de uno de los electrones se tiene

~ oo 0 2 1 2 2
R Il I e

0 0 om ry dr? 2mat
(6.124)

Para la energia potencial del mismo electrén

N @O 0 —9¢2 2e272
@Vl = (47T)2f ridrze‘M”J ridrie” " < ‘ ) eom = T (6.125)

0 0 Tl Oé5

Idénticos resultados se obtienen al evaluar (| K|y y (| Va|i)).

En la evaluacién de (|e?/ri2[t)) la integracién en las variables angulares requiere aten-
cién adicional. Escribamos

e2

<¢‘_WJ> Jd3r2 dgr e drTaen e—ari—ars

’7"1 — 7|

Introduciendo los cambios de variables 1 = 2ar,, 3 = 2ar,, y reordenando términos
obtenemos

2 2 —x1
<w\f—\w> - J d’rye™" J R — (6.126)
12

(20[) ‘111 — :1:2|
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Para esta expresién hagamos uso de la identidad

! i; (—) Py(cost)

|1131 - 5132| B HIES HIES

donde Z; - T3 = cosf, x- = min{xy, x2}, y o~ = max{zy, zs}.

Prestemos atencién a la integral en d®r; = % dxy sin @ df dyp. Entonces

d3 —x1 o0 1 2T T L
gne = _ J I%dld—emf dgpj df sin@ Z <x_<> Pr(cosf) .
|x1 — a2 T> 0 0 7 \T>

0

Al integrar en  surge un factor 27, y para integrar en ¢ usamos la propiedad

0 1
f sinf Py (cosf) df = J P(u)du =260,
0 -1

con d7 la delta de Kronecker. Este resultado reduce la sumatoria a L = 0, por lo que

d3rie ™ © o, em
———=d7x | ridr— .
|1 — | 0 T

La integral en z; la separamos en los intervalos (0,z2) y (z2,00). En el primero de ellos
T~ = X9, mientras que en el segundo - = x;. Por lo tanto

d3 —x1 1 (%2 0 4
TNy [—J rie dr, + f x1 dzy e‘xl] - T [2 —(2+ xz)e_”] .

@1 — T2 L2 Jo 2 T2

Sustituyendo este resultado en la Ec. (6.126) e integrando en d3x, obtenemos

52
ad

2
W—1o) = 505

Este resultado, combinado con el obtenido para ( K5 )y y {Vi,2 )y, conduce a

o _ WlHY) _o* 27
How="Gly ~m s

Al exigir & H ), /da = 0, obtenemos o = 27me?/16, lo cual conduce a

X 27\ 2 1/3\°
Hmin:_ P =2 E
omn == (55) me' =5 (3)

con Ey la energia de ligazén del atomo de hidrégeno. El resultado numérico que obtenemos
para la energia del dtomo de helio es —77,5 MeV, en tanto que el valor experimental es
ligeramente mayor, —78,97 MeV. La diferencia porcentual es menor que 2 %.
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Ejercicio 6.27 Utilice el método variacional para obtener una cota de la energia del estado
fundamental para una particula de masa m, contenida por el potencial lineal 3D esférico
U(r) = Ar.

Ejercicio 6.28 Una particula de masa M estd ligada por un potencial esférico dado por

sin(7r/R)

2

V(r)=-A O(R—r1),

r
con 4MA/R* = 1000, y ©(z) la funcién escalén de Heaviside. Haciendo uso del método
variacional con la funcién de prueba e=#" obtenga una buena cota de la energia del estado
fundamental.

6.9. El principio de exclusién de Pauli

Ante sistemas constituidos por dos o mas particulas de igual naturaleza (idénticas) la
mecanica cuantica impone restricciones cuyas implicaciones son profundas. Particulas de igual
naturaleza son indistinguibles, como lo serian los electrones, protones, neutrones, etc. No hay
forma fisica que permita distinguir uno de otro. Por ejemplo, si se tienen N electrones en un
sistema sélo podemos hacer referencia a un electrén, en vez del i—ésimo electrdn.

Comencemos analizando un sistema formado por dos particulas indistinguibles. El hamil-
toniano en tal caso pudiera estar dado por

~2 ~2
A(1,2) = % + 5—72 LV (1, 7)

con V (71, 7,) = V(#y,71). Por lo tanto podemos escribir

A~ ~

H(1,2) = H(2,1),

donde ‘1" y ‘2" resumen todos los rétulos que identifican la particula ‘1" y ‘2’, respectivamente,
incluidos spin e isospin si fuesen necesarios. Las funcién de onda solucién de la ecuacién de
Schrodinger para este sistema de dos cuerpos la representamos por 15(1,2), vale decir

H(1,2) ¢p(1,2) = Eyp(1,2) .

Puesto que el orden de la rotulacién (1,2) es muda, podemos intercambiar su orden:

H(2’ 1) wE(Zv 1) = E¢E(2> 1) :
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Haciendo uso de la simetria del hamiltoniano se obtiene,

FI(L 2) ¢E(2v 1) = E@ZJE(Q» 1) :

Definamos el operador de intercambio como aquel que al actuar sobre el estado W
intercambia los rétulos de las particulas 1 = 2. Si denominamos P;; a este operador,
entonces

Propp(1,2) = 9p(2,1) .
Sustituyendo en esta ultima ecuacién,
H(1,2)Poypp(1,2) = Eig(2,1)
= EAP12¢E<]-7 2)
= Py Eyg(1,2)

A

= P H(1,2)yg(1,2) (6.127)

Por lo tanto,

H(1,2)Py p(1,2) = PH(1,2) ¥p(1,2) .
Puesto que ésta es valida para autoestados arbitrarios, entonces

[ﬁ(l,Z),ﬁ’m] —0.
Esto implica que Py5 es una constante de movimiento y compatible con el hamiltoniano.
Ademas, puesto que la accién de dos intercambios consecutivos conlleva la identidad,

(P)*=1,

entonces los autovalores de Pj5 son +1. Claramente, las autofunciones son las siguientes
construcciones simétricas y antisimétricas:

VL2 = - [B02) - v )]
v (1,2) = NLA[¢(1,2)+¢(2,1)]. (6.128)

La extensidn de este resultado a sistemas de tres particulas resulta evidente:

We(1,2,3) Nis[w(l, 2.3) + (2,3, 1) + 1(3,1,2)

+¢(3, 2, 1) + w(Z, 1, 3) + w(l, 3, 2)] : (6.129&)
Wa(1,2,3) = Niswu, 2,3) £ (2,3,1) + (3,1,2)

—1/1(3, 2, 1) — ¢(2, 1, 3) — ¢(1, 3, 2)] . (6.1291:))
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El Principio de Pauli es una ley fundamental de la naturaleza y donde se postula que

a) Los sistemas formados por particulas idénticas de spin semientero son descritos por fun-
ciones de onda antisimétricas. A tales particulas se les denomina fermiones y obedecen
la estadistica de Fermi-Dirac.

b) Los sistemas formados por particulas idénticas de spin entero son descritos por fun-
ciones de onda simétricas. A tales particulas se les denomina bosones y obedecen la
estadistica de Bose-Einstein.

Consideremos el caso de N fermiones sometidos a un potencial externo. Los fermiones
no interactuan entre si. Entonces,

~ N ~
H=>)H,
i=1
donde
9
N p R
H, == Vir;) .
o T (7:)

Los autoestados de H; los denotamos por ¢a(z;), donde x; = (r;,0;). Una solucién de
HUy(1,2,...,N)= EUg(1,2,...,N),

es
Up(L,2,...,N) = ¢a(l) 95(2) -~ ¢u(N),

donde
E=FE.+Es+ - +E,.

La antisimetrizacion de la funcién de onda de las N particulas estd garantizada por el deter-
minante

Up(1,2,...,N) = ——| . . (6.130)

Lo interesante de este resultado es que dos particulas —por ejemplo 1 y 2— no pueden ocupar
los mismos nimeros cuanticos implicitos en «. De otro modo la funcién de onda se anula
dado que el determinante resulta nulo.
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A fin de ilustrar con un ejemplo sencillo, examinemos el caso de dos estados, |a)y |5),
los que son ocupados por dos electrones. Los estados no necesariamente corresponden a un
potencial particular. Bien podemos pensar en un oscilador en la Tierra y otro en la Luna.
Si denotamos por 7 la coordenada de un electrén, entonces la funcién de onda viene dada
por ¢, (7). Supondremos que estas funciones estdn normalizadas. Entonces, al describir dos
electrones la funcién de onda antisimetrizada viene dada por

V(1,2) = N [¢a(r1)@s(r2) = @a(r2)ds(r1)] - (6.131)

La constante V se introduce para normalizar. Imponiendo
Jdrldr2|\11(1,2)|2 =1,

obtenemos

1
WE 2 — 2[(alB)? .

La funcién de onda W(1,2) describe dos electrones. Puesto que son indistinguibles, no
hay forma de saber cual de ellos estd en un estado o en otro. Nos podemos preguntar entonces
por la probabilidad de encontrar un electrén en la coordenada 7. Para ello integramos § ||
sobre todas las coordenadas excepto una, que escogeremos (arbitrariamente) aquella rotulada
por ‘2'. Si denotamos por o(r;) la densidad de probabilidad de encontrar un electrén en 7y,
entonces

ofry) = j dryW(1,2)? = ﬁ [[6a(rO)? + [6(r) — 2 Re {6 (r1)d5(r1)Blad}]

Si las funciones de onda |«) y |3) representan estados localizados a distancias muy grandes,
como pudiera ser un oscilador armédnico en la Tierra y el otro en la Luna, entonces los
términos de interferencia (~ ¢%¢3) se cancelan asi como también el traslape {«|5) (ver Fig.
6.7). En tal caso,

Figura 6.7: Dos estados localizados con traslape infimo.

o(r) ~ 5 [Ia(r)]® + [65(r) ]
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182 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

En las vecindades de la Tierra |¢g(7)|? ~ 0, de modo que

o1 2
o(r) ~ 3l¢a(r)]
Puesto que |¢,(7)|? es no nula en un pequefio entorno de un laboratorio en la Tierra, al
integrar sobre ese dominio la probabilidad de encontrar uno de los dos electrones es % Como
se aprecia, el hecho que que el traslape sea infimo garantiza que no haya interferencia entre
electrones en la Luna y los que estdn en el laboratorio. El efecto se torna importante en la

medida que (&) sea no despreciable.

Como vemos, a pesar de que los electrones en la Luna y en la Tierra estan antisimetri-
zados, el traslape practicamente nulo entre sus funciones de onda permite que el efecto de
la antisimetrizacion sea irrelevante.

Se deja propuesto analizar el problema de tres electrones: dos de ellos bajo un mismo
potencial (oscilador en la Tierra) y un tercero en la Luna. Uno debiera llegar a una funcién
de onda antisimetrizada para los dos electrones en el laboratorio, sin que el que esté en la
Luna los afecte. Es instructivo constatar tal resultado, que con el andlisis precedente resulta
directo.

Ejercicio 6.29 Considere un sistema unidimensional formado por dos fermiones quasi-libres
en estados de momentum k, y ky, respectivamente. Sus funciones de onda estan dadas por

(elay = u(a) = Noe™™*, (alb) = gulx) = Nye ™
Construya (sin normalizar) la funcién de ondas del par de fermiones, dandole la forma

U (21, 72) = NaNo@a(21)p(72) F (12 — 271).

Grafique |F(xo — x1)|?, prestando atencién a su comportamiento como funcién de k; — k,.
En particular, identifique aquellas situaciones para las que |F'|* es pequefia y maxima.

Ejercicio 6.30 El hamiltoniano para dos neutrones, ‘1' y ‘2, sometidos a un potencial
externo esféricamente simétrico estd dado por
A2 ~2
by 1 2,2 , P2 1 242
H="—"r+-Mw7r] + -+ -Mwr; .
2M 2 YoM 2 2
Considerando los estados de spin total S = 0y S = 1, construya la(s) funcién(es) de onda
del estado fundamental de este sistema consistente con el principio de exclusién de Pauli.

Suponga conocidas las autofunciones del oscilador arménico de una particula en el estado
fundamental, {¢o(r)}.
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6.10. Modelo de gas de Fermi

Consideremos un cubo de volumen V = L3, cuyas paredes definen una barrera de poten-
cial infinita. Para fijar ideas, supongamos que tres de las caras del cubo yacen en los planos
x=0,y=0,y z=0.Si el potencial es nulo al interior del cubo entonces las funciones de
onda soluciones de la ecuacién de Schrodinger, consistentes con las condiciones de borde en
la frontera del cubo, se pueden escribir

Uronyn. (2,9, 2) = Asin(kyx) sin(kyy) sin(k.z) .

Aqui k;, k, y k. son tales que la funcién de onda se anule en las paredes, por lo que

Ny T
kx = I 5 ky =

Ny T I n,mT
I z = I

(6.132)

con los coeficientes n,, n, y n. enteros positivos no nulos. La energia de cada estado queda

expresada por

n o 2 2 2
(f) (nm +n, + nz) .

Ng Ny Nz om

Como se observa, este espectro de niveles exhibe degeneracién, lo que significa que para una
misma energia se dan dos o mas configuraciones que la comparten. Por ejemplo,

Ero3 = Eag1 = E319 = Fo13 = Ei30 = E31
por lo que la energia ' = 14 Ej, tiene degeneracién 6. Aqui hemos denotado E, =

Rr?/2m L2

Dado el espectro anterior, nos preguntamos por el nimero de particulas (fermiones) se
pueden poner al interior del cubo respetando las siguientes reglas:

a) Cada nivel puede ser ocupado por sélo una particula;

b) Los niveles se ocupan de menor a mayor energia, hasta una energia maxima ep, la
energia de Fermi.

Supondremos (para comenzar) que las particulas no interactian entre si. En tal sentido
el sistema consiste en un gas ideal de fermiones, lo que se entiende por gas de Fermi no
interactuante.

La exigencia de ocupar sélo un estado por particula es consecuencia del principio de
exclusion de Pauli. La antisimetrizacién de la funcién de onda impide que dos o mas particulas
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184 Capitulo 6. Aplicaciones menos elementales

compartan un mismo estado. Esto se constata de forma inmediata al considerar la funcién
de onda antisimetrizada para un sistema formado por dos fermiones, ambos ocupando un
mismo estado « y cuya autofuncién es ¢,. Asi, la funcidén antisimetrizada queda expresada
U(z1,22) = Pa(x1)da(T2)—da(T2)Pa(x1) = 0. Entonces, la funcién de onda antisimetrizada
para dos fermiones ocupando un mismo estado resulta de norma nula, lo que es inaceptable.

La determinacion del ndmero de estados con E,, ., .. < €r equivale a encontrar del
nimero de vértices de celdas unidarias al interior de una esfera de radio N, donde

h2 /N2
=— (=) NZ.
°F 2m (L) F

En tal caso se debe cumplir n? + ”Z +n? < N%. Si el nimero de celdas es suficientemente
grande, entonces el nimero N de estados que cumple esta condicién es

1 4 1

Definimos a este punto el momentum de Fermi, kr, dado por

hk?,
Ep = % .
Combinando estas tres ecuaciones obtenemos la siguiente relacién entre la densidad de
particulas, p = N/L?, y el momentum de Fermi: p = k3./672. Adn no hemos dado cuenta
de la degeneracién x2 que permite el grado de libertad de spin en la ocupacién de cada
estado. Eso lo haremos en seguida. Por ahora observemos una forma alternativa de obtener
el nimero de estados N hasta un momentum de Fermi kg.

De las relaciones para los momenta de ocupacién, k,, k,, k., en la Ec. (6.132) notamos
que

&k = (f)gd% .

Por lo tanto,

1 d3k

V s
Finalmente, puesto que al contar estados ocupados sélo debemos considerar valores positivos
de n,, ., lo que restringe a los valores positivos k., corregimos por 1/8 (un octante de
esfera) la integracién volumétrica en d®k. Esta consideracién implica

kir

N A3k
V:JW@(I“F_@:@'
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Este resultado replica lo obtenido anteriormente para p, omitiendo degeneracién por spin.

Al considerar particulas de spin s = 1/2, el nimero de particulas por nivel debe dar
cuenta de la degeneracién (2s + 1), por lo que se duplica. Con ello la densidad de particulas
al llenar los niveles hasta kr resulta
_
=35

p (6.133)

En base a estos resultados podemos hacer algunas estimaciones para caracterizar sis-
temas de muchos fermiones. Tomemos el caso de un metal, donde los mas sencillos estan
compuestos por atomos de un mismo tipo muy préximos entre si. Una caracteristica de los
metales es que los electrones de valencia de los 4tomos que los componen pierden pertenencia
a alglin atomo en particular. Esto permite a tales electrones desplazarse a través del sélido
sin mayor impedimento, en forma andloga a como lo harian moléculas de aire contenidas en
un recipiente cerrado. A estos electrones se les denomina electrones de conduccidn, siendo
responsables en gran medida de la conductividad eléctrica y térmica de los metales. Una
descripcidn detallada de este sistema es bastante complejo y puede requerir de técnicas for-
males bastante sofisticadas. Sin embargo, en una primera aproximacién podemos visualizar
el sistema concibiendolo como un gas de Fermi, lo que permite dimensionar algunas de sus
propiedades.

Densidades de electrones de conduccién tipicas en un metal son del orden de 10%* m™3.
Este valor para N/V equivale a diez electrones en un volumen de 1 nm?. Haciendo uso de
la Ec. (6.133) inferimos que kr = 6,7 nm~'. Si consideramos el sistema como un gas no
interactuante, la energia de los electrones queda dada por

h2k?
e(k) = :
2m

Con ello, la energia de Fermi e = e(kp) ~ 1,7 eV.

Otro sistema que también se comporta como un gas (interactuante) de Fermi es una
estrella de neutrones. Las estrellas de neutrones son objetos estelares extremadamente com-
pactos, cuyos radios estan entre 10 y 12 km, con masas cercanas a dos masas solares. Su
constitucion es principalmente de neutrones, aunque también cuenta con protones, electro-
nes, muones, y muchas otras particulas que condicionan su equilibrio. La masa del Sol es
1,9 x 10%° kg, mientras que la masa de un neutrén es 1,7 x 10727 kg. Esta informacién
nos permite estimar el nimero de neutrones en una estrella de dos masas solares, como una
estrella de neutrones, resultando 2,2 x 10°”. Tomando un radio de 10 km para la estrella,
entonces N/V = 0,52 fm~3. Por lo tanto el momentum de Fermi resulta kr = 2,5 fm=3.

En una estrella de neutrones sus constituyentes interactiian fuertemente, contribucién
que ha de ser tomada en cuenta en la evaluacién de la energia de Fermi del sistema. Tal
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consideracion escapa del alcance de estos apuntes. Sin embargo, podemos calcular la energia
cinética del neutrén menos ligado, K. Considerando cinemdtica relativista tenemos

Kl(:rel) _ \/m%"‘ + h%%% —mc? ~ 121 MeV ,

donde hemos usado mc? = 940 MeV, para el neutrén. En el limite no relativista obtenemos

n2k>
KU — 5y = 129MeV.

La diferencia entre ambos enfoques es de 7 %.

Ejercicio 6.31 Determine la relacién entre la energia total Ery el nimero N de fermiones
para el caso un gas de electrones no interactuantes confinados en un pozo cuadrado 2D
infinito de lados de longitud L. jCual es la relacién entre el momentum de Fermi kg y la
densidad de particulas n = N/Lz, en este caso?
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Capitulo A. Unidades

Apéndice A
Unidades
A.1. Alfabeto griego
Orden \ Simbolo \ Equivalencia | Nombre Name
1 A « A a alfa alpha
2 B Bb beta beta
3 r ~ Gg gamma gamma
4 A 60 Dd delta delta
5 E e Ee épsilon  epsilon
6 Z ¢ z dseda zéta
7 H n e eta éta
8 © 0,9 tht zeta théta
9 I li iota iota
10 K rk,x Kk kappa kappa
11 A A LI lambda lambda
12 M pu M m mi mu
13 N v N n ni nu
14 = £ X Xi Xi
15 O o Oo émicron omicron
16 I n,w Pp pi pi
17 R p,0o R ro rho
18 > o, Ss sigma sigma
19 T T Tt tau tau
20 T v y ipsilon upsilon
21 ® ¢, Ff fi phi
22 X x ch ji chi
23 v 9 ps psi psi
24 Q w Oo omega  omega
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A.2. Prefijos del Sistema Internacional

Factor Nombre (Name) Simbolo | Factor Nombre (Name) Simbolo
1071 deci d 10! deca (deka) da
1072 centi c 10? hecto h
1073 mili (milli) m 10° kilo k
107 micro L 106 mega M
1072 nano n 10° giga G
1072 pico p 102 tera T
1071 femto f 10'*  peta P
107 ato (atto) a 10" exa E
10721 zepto z 102t zetta Z
1072*  yocto y 10**  yotta Y
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Apéndice B

Integrales definidas

Ve ee} 2
B.1. Evaluacién de {” e " ~*dx

La funcién f(z) = e~ es analitica, por lo cual § f(z)dz = 0, para toda trayectoria
cerrada. En particular para la trayectoria rectangular de la Fig. B.1. Al tomar los tramos BC'
y DA infinitamente lejos entonces |f(z)| — 0, por lo que §, fdz = {, , fdz = 0. Con ello

Sapfdz+§,,fdz=0, osea

o0 —00
f e dy + f e~ @+ g0

—0 +00

Usando SO_OOO e dx = /7, expandiendo y despejando se obtiene

Q0

—r2_4 _p2
f e~ zbac:\/EebM'
—o0

Rez

b Imz 2= + ib/2
-
Z=X
A

Figura B.1: Trayectoria rectangular cerrada en C.

191

(B.1)
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2

B.2. Evaluacién de {* e dx

Consideramos la funcién f(z) = ¢’ tomando la trayectoria cerrada mostrada en la
Fig. B.2. Puesto f(z) es analitica en todo C, entonces § f(z)dz = 0. La trayectoria ha sido
escogida para que al evaluar f(z) resulte una exponencial real del tipo e ® En el tramo CA
parametrizamos z = R ¢, escogiendo ¢ de modo que iz?> = —R?. Esto se logra exigiendo
ie%? = —1, o bien ¢ = m/4. La integracién sobre el arco BC se anula cuando el radio tiende
a infinito. Por lo tanto §, , f(2)dz+§_, f(2)dz = 0. En el tramo AB parametrizamos z = ,
donde z varfa de 0 a o, con dz = dz. Para el tramo CA parametrizamos z = Re'®, donde
R varia de o0 a 0, con dz = dR ¢'. Se obtiene

0 .y 0 .
f e d$+J€_R ¢ ?dR =0 .

0 0

Los integrandos son simétricos y ademds ¢’ = (1 4 i)/+/2, con lo cual

f e dy = R J e’ dR .
o V2 )y

Usando §° e #'dR = /7, obtenemos

f; e dr = (1 + i)\/g : (B.2)

A Re z

Figura B.2: Trayectoria octavo de circulo en C.
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B.3. Evaluacién de {* dke™/(k? + b?)

SibeR, lafuncidn f(z) = € /(2 + b?) tiene singularidades en z = +ib. Esta funcién
se puede reescribir

1 eiza: eizk
f(z):%<z—ib_z+@'b) '

Para el calculo de la integral planteada, si > 0 conviene utilizar la trayectoria (1) de la
Fig. B.3, garantizando que la integral sobre el arco se anula al hacer su radio infinitamente
grande. Ello porque Im z > 0, por lo que Re 7kz < 0, garantizando convergencia a cero
sobre el arco cuando |z| — 0. En esta trayectoria solo participa el polo de f(z) en z = ib,
cuyo residuo es

I T
Res f(z)]z:ib = %6 ’ :

De acuerdo a Cauchy obtenemos

C\ Re z
—ib
Re z

\ (2)

Figura B.3: Trayectorias semi-circulares en C que encierran un polo.

0 ez’k:c 1 e—ba:
—dk = 2in | —e ") =
Joo K2+ b2 " (2¢b6 ) "

Al considerar x < 0, la trayectoria a escoger es la (2) de la Fig. B.3, con polo simple en

z = —ib. El resto del procedimiento es andlogo al anterior. El resumen de los dos casos se
sintetiza en
0 ikx —b|z|
e e
——dk=m B.3
f_oo k? + b? b (B.3)
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C.1.

Apéndice C

|dentidades matematicas

Integrales indefinidas recurrentes

sin(Az) P dx =

a2 \b“
sin(2A4
sin?(Az) dx = g mElA z) _ g [1—jo(2Ax)]
2A
cos?(Az) dx = % SmELA 2) % [1+ jo(24x)]

Bsin(Axz) — Acos(Azx) 2Bz

cos(Azx) eB% dx =

Asin(Ax) + B cos(Ax) oB

A% + B?

T

sin(Ax) sin(Bz) dz

NIE oy NIR

cos(Azx) cos(Bzx) dx

sin(Az) cos(Bz) dx

A? + B?
Jjo[(A = B)x] — jo[(A + B)x])

—

(Jol(A = B)x] + jo[(A + B)z])

(no[(A — B)z] + no[(A + B)x])

195

(C.10)
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C.2. Integrales definidas recurrentes

—00
Q0

f 2?e” % dy = %G _Li/
—» oa 2\ a3
” 24b T _—b?/4

J eV Ty = [ e /Aa (Re{a} < 0;a #0)
—w —a

J cos?(z) dx = T
0 2

J sin?(z) doz = T
0 2

C.3. Simbolo de Levi-Civita

Definicién
11 cuando (i, . k) = (1,2,3); (2,3,1); (3, 1,2)
€ijk = —1 cuando (iaja k) = (37 27 1)7 (27 17 3)? (17 37 2)
0  si se repite algin indice ¢, 7, k
Propiedades

€ijk €ilm = 01 Okm — Ojm Okl

€ijk €ij1 = 20k

€ijk €ijk = 0

ik = 3 — )G — Kk — )

0ij €ijk = 0

€Sk = 0 Para todo S simétrico: S;; = S

(C.11)
(C.12)
(C.13)
(C.14)
(C.15)

(C.16)

(C.17)

dfi Universidad de Chile

Avance 02-jul-2015



H F Arellano

197

C.4.

Identidades vectoriales

A (BxC)=B-(C x A) (C.24)
Ax(BxC)=(A-C)B—-(A-B)C (C.25)
Ax(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0 (C.26)
(AxB) - (CxD)=A-[Bx(C x D)] (C.27)
(AxB)- (CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C) (C.28)
(AxB)x (CxD)=[(AxB)-D|C—-[(AxB)-C|D (C.29)
C.5. Identidades diferenciales
V(6 1) = 6V + ¥V (C.30)
V. (0A) = A -Vé+éV-A (C.31)
Vx(pA)=¢V x A—Ax V¢ (C.32)
V- (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB) (C.33)
Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B (C.34)
V(A-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+ (B -V)A+(A-V)B (C.35)
V x (V¢) =0 (C.36)
V- (VxA) =0 (C.37)
Casos particulares
V(r)=r/r (C.38)
V.r= (C.39)
Vxr= (C.40)
Vxr=0 (C.A41)
v(/r) = —r/r? (C.42)
V- (r/r?) = 4ré(r) (C.43)
V2 (1/r) = —4mws(r) (C.44)
V.- (f)=2/r (C.45)
(a-V)i=la—7(a-7)|/r=ay/r (C.46)
Universidad de Chile fcfm
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C.6. Coordenadas cartesianas: (z,y,z) — (2,9, 2)

0 0 0
P 4 §— + 2 — 4
V) (ax—l—yay—i—z(%)w (C.A47)
02 02 02
2., o . _
VoY = <6x2 + o az2> P (C.48)
0 0 0
V- A= a—xAx + a—yAy + aZAz (C.49)
(0 0 N 0 (0 0
VxA=3% <8yAZ 2, y> +9 <82Am — %UAZ> +2 (axAy — ayAgg> (C.50)
C.7. Coordenadas cilindricas: (p, ¢, z) — (p, b, 2)
.0 ~1 0 .0
2y _ (10 0, 1 &
Vv=o"a T e o) (€:52)
10 10 0
10 ~ 0 1 0 0 - 10
A= (p-= —¢— 2= —p Z =24
VX e (b@p) Ty (z(?p p5Z> (ode) + <¢5Z : 5¢) ’
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C.8. Co

ordenadas esféricas: (7,0, ¢) — (7, é, é)

o 10 .1 @
Vi = (T‘ +0-— +¢TSII]9(9(Z§) Y

2y _[1 (L 0,0 1 2
VY= L"aﬂr—i_r? Sin9608m939+sin295¢2 v
10, , 1 0, . 1 0
VA= G A+ g O + g s (49)
Folo,. 04g] O 1 24 0
VX A= 7 sin 6 {H(SIHQAM a (9925} i {sin@ op &“(rA(;S)] !
é ﬁ( ) — 04,
rlors 0 00

(C.55)

(C.56)

(C.57)

(C.58)
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Apéndice D

Funciones especiales

D.1. Polinomios de Legendre

Los polinonios de Legendre son solucién de:

2

{(1 — x2)di2 2xdi +1(1 + 1)} P(z)=0,

y tienen por funcién generatriz

\/1—2xt+t2 Z

De aqui se obtiene que (suponiendo r - ' = rr'u)

l
P
=k lZl ()

Ortonormalidad

+1 9
P(uw)Py(u)du = O

Cerradura:

(2l + )P (u)P(u) = d(u — ')

N | —
18

N
Il
=}

201

(D.1)

(D.2)

(D.4)

(D.5)
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Recurrencias

2+ DuP, = (I +1)Py1 —1P1=0

Casos particulares

p(1) =1

P(-1) = (=)

Po(u) = 1

Pi(u) = u

Py(u) = (3u®-1)/2
Ps(u) = (5u3—3u)/2
Py(u) = (35u*—30u+3)/8

D.2. Funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre son:

P(a) = (1— a2y

TP m=0,12..1

Para m < 0 se define

(I —m)!
(I +m)!

B a) = (=)™ B (x)

Ecuacion diferencial asociada:

d? d m? m
{(11’)(1 5 Qxd—Jrl(lJrl) 1_3:2]]31 (x) =0

Funcién generatriz:

tm
—1N(1 — g2ym/2
(2m — )1 — 2?) A oat T B Z P

donde 2m — )!!=1x3 x5 x -+ x (2m —1)

(D.6)

(D.7)

(D.10)
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Ortonormalidad

L " 2 (I+m)!

Recurrencias

2+ DuP™ — (I —m+ 1P — (+m)P_1 =0 (D.12)

Casos particulares

pP™"1) = P"(-1)=1 m#0
. 0 para (1-m)=2s par
P™0) = { (—)5% para (1-m)=2s+1 impar

Casos 1=1,2:

PIO(U) = Px)
Pl(u) = (20—1)N1 —z2)Y?

P) =0
Pl(u) = ~/1—2a2
P}(u) = 3uy/1—x2

P(u) = 3(1—27)

Pi(u) = (3/2)V/1—x2(52% —1)
Pi(u) = 15z(1 —2?)

Pi(u) = 15¢/1—2a?

D.3. Funciones esféricas de Bessel

Las funciones de Bessel f; (regular e irregular) son solucién de:

2
- a0 (D.13)
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204 Capitulo D. Funciones especiales

i) La funcién regular de Bessel e irregular (Newman) en términos de las funciones de Bessel ordinaras:

i) = (2)" Rl (D.14)
() = () e (D.15)

i) Las funciones esféricas de Hankel de primer (hl(l) = hl(ﬂ) y segundo (hl(2) = hl(f)) orden:

) (2) = jilz) + (=) (D.16)

Casos particulares

Jolz) = — (D.17)
sinz cosz
i = — D.18
.71(2) 22 5 ( )
. 3 1Y\ . 3
Jo(z) = <23 — z) sinz — —5 cos 2 (D.19)
no(z) = —C"jz (D.20)
cosz sinz
ni(z) = — 2 (D.21)
3 1 3 .
na(z) = — (23 — z) cosz — —5sinz (D.22)
Comportamientos asintéticos:
5
] —_— — D.2
az) PES (D-25)
(21—
, 1.
gi(z) — —sin(z —In/2) z»l(l+1) zreal (D.25)
z
1
n(z) — — cos(z — Im/2) z»l(l+1) zreal (D.26)
Pz — expi(z—In/2) (D.27)
z
Recurrencia
20+1
fl_l(z) + fl+1(2) = E fl(Z) =0 (D.28)

dfi Universidad de Chile

Avance 02-jul-2015



H F Arellano

205

Derivada

d%fl(z) = %fz(z) — fir1

Ortogonalidad:

L r2drj (K'r)j(kr) = 2k25(k’ — k)

Relacién con ondas planas:

e* T = am Y il (kr) Y (k) Y (F)

Im

0
etk — Z (20 4+ 1)iljy(kr)Py(k - 7)
=0

D.4. Funciones esféricas armdnicas

(D.29)

(D.30)

(D.31)

(D.32)

Notacién: Y™ (0, ¢) = Y,"(&), donde (0, ¢) denotan los dngulos esféricos de 7 con respecto a

un eje azimutal 1. Se entiende entonces 7 - & = cos().

Autovalores:

L’y = 1(1+10)r2y™  1=0,1,2,... (D.33)
L.Y™ = mhY™ m=-1...0...1 D.34)
Operadores en representacién de coordenadas
L, = +ih <smqﬁ + cot 6 cos qﬁ ) (D.35)
0¢
. 0
L, = —ih = t 0 D.36
y i <C0S¢&0 cot 0 sin ¢ ¢> ( )
Po— —inl (D.37)
z - a¢ .
o e ey 1 0 0 1 02
LP=12+12+12 = —I? 0— |+ —== D.38
w by T L snoa0 "M ) T a2 g2 (D38)
Li=L,+il, = h et {—&— ;0 + icot 9;(25] (D.39)
Universidad de Chile fcfm

Avance 02-jul-2015



2006 Capitulo D. Funciones especiales

Forma explicita de los esféricos arménicos

(20 + 1) (I — m)!

Y"6,0) = (_)m[ A7 (I +m)!
YM0,0) = ()Y, 9)

Indice m negativo:

Y70, ¢) = ()"0, )

Simetria:

= (0,¢) > (r—60,7+ ¢)
= Y"(r 0,7+ ¢) = (=)0, 0)

>
!
|

>

Casos particulares:

20+ 1
47

Y0(0,¢) = < )1/2 Py(cos 6)

Recurrencia:

LeY)™ = Al + 1) = m(m £ )]V s
LYl =0
LY =0

Ortonormalidad (d€2 = sin 6 df d¢) y completitud:

| Yoo 60 = b
0+l
YO W @YE) = 0 - )
I=0m=—1

Relacién con polinomios de Legendre (teorema de suma):

20+ 1
Z V@Y (8) = =R )

m=—I

1/2 ‘
'} P™(cosf) e™® m =0

(D.40)

(D.41)

(D.42)

(D.43)

(D.44)

(D.45)
(D.46)
(D.47)

(D.48)

(D.49)

(D.50)
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Esféricos paral=10,1, 2y 3:

. 1\ 12
= — D.51
w00 - (4 ) (D51)
3\ 12
Y2 (09) = (47r> cos 0 (D.52)
3\ 12
Y06 = F <8> sin @ e+ (D.53)
T
. 5\ 12
= TAo - D.54
Y5 (09) (1677) (3cos“ 0 —1) (D.54)
15\ /2 A
Y2ﬂ(9¢) = TF > sin @ cos 0 e (D.55)
1/2
Y2i2('9¢) = ( 5 ) sin2 g ot2i0 (D.56)
7\ 12
Y (04) = (6) (5cos® 0 — 3cos ) (D.57)
1/2 .
Ysil('%) = + < ) sin 0(5 cos’ 6 — 1) eti® (D.58)
647
05\ 1/2
Y3i2(9¢) = () sin® 6 cos 0 12 (D.59)
1/2
+3 _ T W
Y552 (09) <647T) sin” 0 e (D.60)
Relacién con la funcién de Green (Poisson)
1 1k S, .
T RGN D.61
v — 7| 4”% 2l+1rl>+1Yl () Y™ (7) (D.61)
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evolucién temporal, 102 Momentum angular, 134
rotaciones, 166 algebra, 125, 134, 136
translaciones, 103 adicién, 158
diagonalizacién, 137
Hamilton-Jacobi orbital, 141
ecuacion, 116
Heisenberg Nimero de onda, 29
cuadro de, 104 Nidmero de onda, vector, 29

pricipio de incertidumbre, 111
principio de incertidumbre de, 32
Helio liquido, 10
Hermiticidad, 39
Hidrégeno
atomo, 9, 22, 25, 36
espectro, 149
espectro de emisién, 23
Hilbert
Espacio de, 82

Observable, 107
Observables compatibles, 112
Onda
numero de, 57
Onda plana, 31
Operador
adjunto, 84
auto-adjunto, 85
de bajada, 97
de subida, 97

Invariancia de gauge, 153 hermitico, 85, 88

Isospin, 134, 158 Ortogonalidad, 89
simetria, 135 Oscilador
autofunciones, 98
Ket, 83 Oscilador armdnico, 72
Kumer, ecuacién de, 148 espectro, 75
funcién de onda, 77
Larmor representacién de energia, 95
frecuencia de, 128, 129, 133
Lectura activa, 6 Paridad, 57, 59, 75, 145
Legendre Particulas indistinguibles, 172
funciones asociadas de, 196 Pauli
polinomios de, 195 matrices, 125, 141
Levi-Civita matrices de, 122
simbolo, 190 principio de, 174
Longitud de onda, 29 Planck
constante de, 7, 19
Métodos variacionales, 167 constante reducida de, 7
Magnetdn ley de radiacién, 18
de Bohr, 124 Poisson
nuclear, 125 paréntesis, 114
Mecdnica cudntica Polinomio caracteristico, 119
postulados, 106 Presién cuantica, 116
Medicién, 107 Principio de correspondencia, 113
Medicién simultanea, 112 Probabilidad
Modelo éptico, 39 amplitud, 37
Momento magnético, 123 corriente, 37
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densidad, 37

ecuacion de continuidad, 37
Producto

escalar, 80

externo, 87

interno, 80

Rayleigh

ley de radiacién de, 17
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Spin, 134
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