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P1. De la polea de la figura cuelgan dos objetos de cuerdas enrolladas a una distancia Ry y Ro
del centro de la polea. Los objetos tienen masa M; y Ms, respectivamente. La polea tiene un
momento de inercia I con respecto a su centro y puede girar libremente en torno a este. En ¢t = 0
el sistema se suelta desde el reposo.

Determine la velocidad angular de la polea cuando M; ha descendido una distancia H.

P2.
Se tienen dos cilindros de masas M4 y Mp, radios R4 y Rp y momentos de

inercia respecto a sus centros I4 e I, tales que

Map,Ra, 1

Ih _ Ip
lg MRy = MpR%’

Los cilindros se mueven sobre un plano inclinado en un angulo «, rodando
sin resbalar, debido al roce estatico con la superficie. Los cilindros estan unidos
por su centro mediante una cuerda ideal que forma un angulo § con respecto
al plano inclinado.

Mp,Rp,Ip

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, (a) (4 pts.) Determine la aceleracién del sistema.
(b) (2 pts.) Calcule la tensién de la cuerda.

P3. Considere un vehiculo que se desplaza por un camino recto cuya
superficie presenta ondulaciones verticales (calamina) tales que su

amplitud respecto de un nivel de referencia, estd dada por y gl
v
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El vehiculo se desplaza por la calamina con una velocidad constante v en el eje =, propulsado por un motor interno.
Adosado al vehiculo se encuentra un resorte de constante eldstica k y de largo natural Iy que soporta un acoplado de masa
M, como se muestra en la figura. El aire ejerce una fuerza de roce viscoso sobre el acoplado opuesta a su velocidad vertical
y, F,. = —by. La amplitud de la calamina es lo suficientemente pequefia para considerar que el resorte y el acoplado
permanecen siempre verticales. Ademds, [y es suficientemente grande como para que en ningin momento el acoplado
choque con el suelo.

(a) (1 pt.) Muestre que la frecuencia de forzamiento w del acoplado estd dada por w = 2wv/L,.

(b) (3 pts.) Encuentre la ecuacién de movimiento para la posicién y del acoplado. Use un cambio de variable para que la
fuerza de gravedad y la longitud natural del resorte no aparezcan explicitamente en la ecuaciéon de movimiento.

(c) (2 pts.) Al interior del acoplado se guarda un huevo muy fragil y de masa despreciable, jPara qué valores de la
velocidad horizontal del vehiculo el huevo se quiebra, si la maxima aceleracién que puede soportar el huevo es 2g?
Considere para esta parte que no hay amortiguamiento.

Recuerde que la solucién de la ecuacion
. Z 2
T+ — +wyzr = fosenwt,
T

en el estado estacionario es

Jo y tand = v
V(W§ = w)? + (/1) T(wg —w?)

x(t) = B(w) sen(wt — §), donde B(w) =



Solucion

P1. En t = 0 el sistema esta en reposo, por lo que la energia mecanica es nula.
Cuando M; ha descendido una distancia H, Ms ha subido una distancia Ha, por determinar. Las velocidades de M; y
M5 son vy y vs, respectivamente, y la polea rota con velocidad angular w. La energia mecanica del sistema estd dada por

1 1 1
E = —MygH + MygH, + §Mluf + 5szg + 51&.

Consideremos ahora una pequena rotacion de la polea en un dngulo d¢, que causa un desplazamiento de M; en dy;
hacia abajo y un desplazamiento de Ms hacia arriba en dys. Por geometria, estas cantidades estan relacionadas mediante
las siguientes expresiones:

dyl = R1d¢7
dyQ = R2d¢
Entonces, se tiene
v = R1UJ,
Vg = RQ(U,
H _ R,
Hy, Ry

Reemplazando en la expresién de la energia y despejando w, obtenemos

W= 29(M1R1 — MQRQ) E
MlR% + MQR% +1R; '

Para que esta expresion tenga sentido, se requiere que MR, > MsRs. Si se tiene M1 R, = M>R5, entonces el sistema
se mantiene en reposo pues los torques sobre la polea se anulan. En el caso que M7 Ry < MyRs, en realidad H < 0 (M,
sube) y la expresién es vélida.

P2. Llamamos O4 y Op a los centros de los discos y P4 y Pp los puntos de apoyo de los discos, los cuales corresponden a

centros instataneos de rotacién. Escogemos un sistema de ejes cartersiano, con el eje x bajando segun el plano inclinado y

el eje y, perpendicular al plano, hacia arriba. Finalmente, escogemos como sentido positivo de rotacion el sentido horario.
Forma 1: Se usan las ecuaciones de torque respecto a los centros instantaneos de rotacién

TpAa = MagRasina+ TR cos 3 (1)
Tpg = MpgRpgsina — TRp cos 3 (2)
Las ecuaciones de movimiento son
TpA = Ipacy (3)
7pp = Ippagp (4)

donde Ipy =10+ M AR?4 es el momento de inercia con respecto a P4, que se calcula usando el teorema de Steiner.
Finalmente, como los cilindros estdn unidos, tienen la misma aceleracién lineal a, la que se relaciona con las aceleraciones
angulares por

a = RAOéA (5)
a = RBOéB (6)
Reemplazando en las ecuaciones se llega a
Ipaa/Ra = MagRasina + TR cos 8 (7)
Ippa/Rp = MpgRpsina — TRp cos 8 (8)

Estas son dos ecuaciones, para las dos incognitas que nos piden: a 'y 7.



Diviendo las ecuaciones (7) por R4 v (8) por Rp y luego suméandolas se obtiene

I I .
<g+$)a(MA+MB)gsma (9)
A B

de la que resulta

(M4 + Mp)gsina

a= 10
MA+MB+IA/R124+IB/R2B (10)
donde se usé la formula de Steiner para dejar el resultado en términos de los datos del problema.
Para obtener la tensién, restamos las ecuaciones (7) y (8), luego de dividirlas por (Ip/R), con lo que se obtiene
MAR% MpR? R? R?
0( ATA T8 B>gsinoz+<A+B)Tcosﬂ (11)
Ipa Iprp Ipa  Ipp
dando lugar a
MsR%  MgpR% .
sin a
T | | g (12
A B COS
Ipa + IpB
Forma 2: Se usan las ecuaciones de torque respecto a los centros de los discos
Toa = RaFa (13)
ToB = RpFrp (14)
donde F,. 4 y F,.p son las fuerzas de roce.
Las ecuaciones de movimiento son
T04 = laay (15)
ToB = Ipagp (16)

Finalmente, como los cilindros estdn unidos, tienen la misma aceleracién lineal a, la que se relaciona con las aceleraciones
angulares por

a=Rpay (17)
a = RBOéB (18)
Reemplazando en las ecuaciones se llega a
Iaa = RYF,4 (19)
Iga = R3F, (20)

En este caso, tenemos dos ecuaciones, pero hay tres incognitas. Se usa la ecuacién de Newton, segin z, de todo el
sistema

(Ma+ Mp)a= (Ma+ Mp)gsina— Fry — Fyp (21)
Reemplazando las fuerzas de roce de las ecuaciones anteriores se obtiene

. (MA+MB)gsina
- Ma+ Mg +14/R% + Ip/R%

a (22)

Para obtener la tensién requerimos una ecuacién adicional. Por ejemplo, se puede usar la ecuacién para la particula A

Maa = Magsina+Tcosf — Fyp (23)



Reemplazando la fuerza de roce en términos de a y luego el valor obtenido de a, se obtiene

I4sMpR% — IgMAR? )gsina

T =
(IARzB +IgR% + (M4 + Mg)R3R% ) cosp3

que, se puede verificar, coincide con el resultado obtenido de la otra forma.

P3.

(a) Dado que la velocidad del vehiculo es constante e igual a v, el carro recorre una distancia = vt para todo tiempo.
Reemplazando en la funcién que define la ondulacién de la calamina, se encuentra que el forzamiento tiene una frecuencia
angular de

2mv

w= .
L,

(b) Consideramos el sistema de coordenadas mostrado en la figura, de manera que y es la altura del acoplado con

respecto al plano promedio del suelo.
En este sistema,

(25)

Mij = —by — ké — Mg, (26)

donde ¢ es la deformacién del resorte que se escribe como 6 =y — yo — lp, de tal forma que la ecuacién se puede escribir
como

My = —by — ky + ky, sin(wt) + klg — Mg, (27)
y reordenando,

. b . k kyo, . k

b9tV =ar sin(wt) — g + MZO' (28)

Reconociendo los parametros usuales 7 = M /by w2 = k/M y haciendo el cambio de variables z = y — o + Mg/k, la
ecuacién queda finalmente como,

424 Wiz = wiyo sin(wt), (29)
T

que es la ecuacién del oscilador arménico forzado y amortiguado y cuya solucién es conocida (dada). Para el caso particular
en que el amortiguamiento es cero la solucién es solo la parte permanente,

Wiy sin(wt)
Sl (30)
0

(¢) Dado que el cambio de variable no afecta el valor de la aceleracién, la condicién sobre la aceleracién de la oscilacién
es que la amplitud de la respuesta forzada no supere el valor critico 2g, por lo tanto

2, .2
‘Wowyo <2 31)

2 _ 2
Wi —w

2

la solucién para w* involucra los dos casos., w > wy v w < wy-



