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P1

a) Para esto ocuparemos que∑
τ0 = ~̇L = I0θ̈ (1)

. Primero calculemos el momento de inercia:

I0 = Ibarra + IP + IQ

donde IQ e IP son los momentos de inercia de
las particulas que se encuentran en Q y en P
respectivamente.

I0 =
M(2L)2

12
+mL2 + 2mL2

=
ML2

3
+ 3mL2

⇒ I0 = L2(M3 + 3m)

Luego reemplazando esto en (1) y obtenemos:

I0φ̈ = ~r1 × ~F1 + ~r2 × ~F2

= L(sinφx̂− cosφŷ)× 2mg(−ŷ)

+L(−sinφx̂+ cosφŷ)×mg(−ŷ)

= −2mgLsinφẑ +mgLsinφẑ

L2(
M

3
+ 3m) = −mgLsinφ

φ̈ = − mg�Lsinφ

L�2(M3 + 3m)

φ̈ = − mgsinφ
L(M

3 +3m)

b) • Si M � m:

⇒ m
M
3 + 3m

−→ 0

Si reemplazamos esto en la aceleración φ̈
encontramos que φ̈→ 0. Lo cual tiene sen-
tido, ya que si la masa de la barra es mucho
mayor que la de las masas en los extremos,
entonces predomina la inercia de la barra y
costará más mover la barra. Luego el sitema
tiende al equilibrio (φ̇ = 0 o φ̇ = cte.)

• Ahora si M � m:

m
M
3 + 3m

−→ 1

3

⇒ φ̈ = − 1

3L
gsinφ

Lo cuál tiene la forma de la ecuación de un
péndulo donde la cuerda mide (3L).

P2

a) Este problema se puede abordar de dos formas
distintas:

• Forma 1:
Tomar el punto para hacer torque en el pun-
to de contacto de la cuerda con el eje que
une los discos como se muestra en la figura
1. De esta forma notemos que la única fuer-
za que hace torque respecto a ese punto es
el peso del sistema, luego:

~̇L =
∑

~τ0

I0θ̈ = 2Mgr

θ̈ =
2Mgr

I0

donde I0 = ICM + (2M)r2 = MR2 +
2Mr2:

θ̈ = 2gr
MR2+2Mr2

x

y

Figura 1:

• Forma 2:
Primero hacemos el DCL del sistema como
se muestra en la figura 2:∑

Fy = 2M~a
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donde ~a = ÿ(−ŷ) es la aceleración vertical
del sistema. Notando que como el hilo no
resbala en el eje ⇒ y = rθ ⇒ ẏ = rθ̇ ⇒
ÿ = rθ̈, entonces la ecuación anterior nos
queda:

T ŷ − 2Mgŷ = −2Mrθ̈ŷ (2)

~T = −2Mrθ̈ + 2Mg (3)

Usando ahora la ecuación de torque:

˙~LCM = ~r × ~T

MR2θ̈ = rx̂× (−2Mr ¨theta+2Mg)ŷ (4)

θ̈(MR2 + 2Mr2) = 2Mgr

θ̈ = 2gr
R2+2r2

x

y

Figura 2:

Notar que durante la clase auxiliar el signo
de la aceleración en la ecuación (2) esta-
ba incorrecto por lo cual nos quedaba un
signo cambiado, hay que ser siempre con-
sistente: si decimos que la aceleración está
en la dirección −ŷ (se puede asegurar que
~vy apunta hacia abajo si el sistema se suel-
ta del reposo) entonces ~L = ~r × ~p, como ~p
es el momentum lineal, el cual apunta en la
dirección de ~v, en este caso hacia abajo en-
tonces L̇ apunta en la direccion positiva del
eje z, de esta forma si derivamos respecto
al tiempo, el término I0θ̈ apunta en la mis-
ma dirección (el movimiento del centro de
masas es unidimensional). Por lo tanto si to-
mamos el signo de la aceleración lineal (ÿ)
distinto, también cambia el signo de I0θ̈.

b) Tomando el nivel de energia potencial Ug = 0
en y = 0, como el sistema se suelta del re-
poso E0 = 0, luego a una altura cualquiera
tenemos que la energía cinética está dada por
K = 2M

2 ẏ2 + MR2

2 θ̇2 donde el primer término es
la energía cinética lineal y el segundo corresponde
a la energía asociada al movimiento de rotación.

Mientras que Ug(y) = −2Mgy, de esta forma
notando que ẏ = rθ̇:

E0 = E(y)

0 =Mr2θ̇2 +
MR2

2
θ̇2 − 2Mgy

⇒ θ̇2(��Mr2 +
��MR2

2
) = 2��Mgy

θ̇2 =
2gy

2r2 +R2

⇒ θ̇ =
√

2gy
2r2+R2

P3

a) Este problema se puede abordar usando
∑
~τ = ~̇L

en este caso escogeremos por conveniencia calcu-
lar el torque en el punto de contacto del cilindro
con el semicilindro. Calculando el momento de
inercia:

I0 =
ma2

2︸ ︷︷ ︸
ICM

+ ma2︸︷︷︸
Steiner

I0 =
3ma2

2

En este caso la única fuerza que hace torque es
el peso del cilindro, luego:

3ma2

2
φ̈ = mgasenφ

Donde φ es el ángulo que barre el cilindro medido
respecto a la vertical que pasa por su centro de
masa (ver figura 3), la relación entre θ y φ se
puede ver en la figura 3 y queda expresada por

Rθ = (φ− θ)a / · d
2

dt2

⇒ φ =
1

a
(R+ a)θ

Luego:

3

2a
ma(R+ a)θ̈ = mgsenθ

⇒ θ̈ = 2gsenθ
3(R+a)

b) Para resolver esto ocuparemos conservación de
energía, donde pondremos el cero de energía po-
tencial en (R + a)ŷ, luego, como soltamos el ci-
lindro del reposo, la energía inicial está dada por
E0 = 0 y la energía en cualquier punto de la
trayectoria está dado por:
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E =

2

m(a+R)2θ̇

4︸ ︷︷ ︸
1
2m~vCM

+
ma2φ̇2

4︸ ︷︷ ︸
1
2 I0θ̇

= mg(R+a)(1−cosθ)

Aquí usamos que

~vCM = (R+ a)θ̇

m(a+R)2θ̇2

2
+
m(a+R)2θ̇2

4
= mg(R+a)(1−cosθ)

3θ̇2

4
= g(R+ a)(1− cosθ)

3

4
(θ̇(R+ a)︸ ︷︷ ︸

v(θ)

)2 = g(R+ a)(1− cosθ)

⇒ ~v(θ) =
√

4
3g(R+ a)(1− cosθ)

b

b

θ

θ

φ


