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Hipotesis:

Viga en medio elastico

Medio elastico, lineal, homogéneo, semi-infinito en ambas direcciones.

P=Kxs P [kg/cm?]
A

s: Asentamiento

K: Constante de balasto AP

T :

s [em]

P: Presioén

Figura 1 esquema para la deduccién de la constante de balasto de un suelo

El medio se reemplaza por un conjunto de resortes, modelando un comportamiento elastico-
lineal del suelo, de esta manera se puede determinar el comportamiento de la fundacion.

1. Ecuacion diferencial de la viga

L

be v bbb bbby

o]

dx

Figura 2 Elemento diferencial de una viga en un medio eldstico sometida a una carga distribuida

K: constante de balasto (modulus of subgrade reaction)
b: ancho de la viga
dx: largo del elemento diferencial

g: carga distribuida sobre la viga
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Figura 3 Andlisis de fuerzas en el elemento diferencial de la viga

K =K=xb
q' =qx*b
w: lo que se deforma la viga (flecha de la viga).

Se procede haciendo equilibrio de fuerzas en el elemento diferencial, para la componente
vertical de la jError! No se encuentra el origen de la referencia.:

ZFU=0=V—(V+dV)+K’*w*dx—q’dx

dv K ,
—_— * —_—
dx w=a

_ . . . dm
Para la viga de la jError! No se encuentra el origen de la referencia. se tiene: V = -

d*M , ,
dx? Kixw=q
2
Ademas, de la ecuacién para vigas de Euler-Bernoulli —EI <—d V:) =M
dx
d*w , ,
El W =K *xw— q

Con esto se obtiene la ecuacion diferencial que relaciona la deflexion de la viga con la carga
aplicada:

d*w K’*W_q_’

dx* * El El
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Supongamos una viga en dos dimensiones, q' = 0 sin (sin perder generalidad)

d4W+K’*W_0
dx* El

Se modela la deformacion de la viga como: w = eP**

!

K
D4*eD*x+E*eD*x=0

w= Alel(1+i)x +Aze—l(1+i)x +A38M1_i)x +A4e_)‘(1_i)x
w = elx(AleAxi +A4e—lxi) + e—/lx(AZe—Axi +A3e/1xi)
e?t = cos(Ax) + i * sin(Ax)
e ™ = cos(Ax) — i * sin(Ax)

w= e’u(cos(/'lx) (A1 + Ay) +sin(Ax) i * (A — A4))
+ e"lx(cos(/'lx) (A; + A3) +sin(Ax) i * (A3 — Az))

w = e (C;cos(Ax) + C, sin(Ax)) + e (C5cos(Ax) + C,sin(Ax))
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Condiciéon de borde x - co,w =0
w(x = ©) = 0 = C;cos(Ax) + C, sin(Ax)
d C1 = CZ = 0

w = e (C3cos(Ax) + Cusin(Ax))

Donde A = 4/1(—’
4E]

1.1. Vigaflexible con carga puntual centrada.

X

Pr—* b
$33333535353535333:33
Ilustracion 1 viga con carga puntual centrada
lera condicion de borde, simetria:
dw
w(x) =w(—x) - (E)xzo =0

w = e M (C3c08(Ax) + C4sin(Ax))

d
d_\;v = —le ™ C3cos(Ax) + e M A(=C3c0s(Ax) + C4sin(Ax))

DY 0= A= Cacos(x) + Cacos(h
(E)xzo_ = A(— C3cos(Ax) + C,cos(Ax))

_>C3:C4=C

w = e ™ % C * (cos(Ax) + sin(Ax))
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2da condicién de borde,

P=2*f K'*w *dx
0

- P=2%xK'xC *f e ™ x (cos(Ax) + sin(Ax)) dx
0

Usando integracion por partes:

u =e M
1
u=——e M
A

v = (cos(Ax) + sin(Ax))
v’ = A(cos(Ax) — sin(Ax))
(1) [% = —%e‘lx * (cos(Ax) + sin(Ax)) + [ e~#*(cos(Ax) — sin(Ax))dx

u=e ™

U = —le

v’ = (cos(Ax) + sin(Ax))
v= %(sin(ﬂx) — cos(1x))
2) [% = —%e‘b‘ * (sin(Ax) — cos(4Ax)) + fe"lx(sin(/lx) —cos(Ax))dx
(1)+(2)
Zf% = —;e‘l" * cos(Ax)
- f"/ = —le_’lx * cos(Ax)
T2

1
P=2xK'x(Cx (—Ie_)‘x *COS(AJC)) Fs

1
P=2*K’*C*(—0+i)
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Se modela la deformacién de la viga con carga puntual de la siguiente manera:

i AP .
w=e ¥« T (cos(Ax) + sin(Ax))

Figura 4 Carga puntual en viga infinita con su deformada
A = e x (cos(Ax) + sin(Ax))
B = e ™ x sin(Ax)
C = e~ x (cos(Ax) — sin(Ax))
D = e~ x cos(Ax)

AP

= A
2K

w

Ademas,
A’ (x) = =24B;(x)

B'3(x) = AC;(x)
'2(x) = —24D; (%)
D3 (x) = —24;(%)

dw AP dA;(x) AP
_ _ " _

@ Tk Tax " ax f TABK)

22p
KI

0 = ———* B(x)
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M = —EI d*w
dx?

< /12P dBA(X)>

——

< — ACA(x)>

3

M=gt C()(A>
*
AV

Como,
+| K'
= J4EI

!

K P
> M =El x—— % ——* C3(x)

AE] K'A
P
M=E*C,1(x)
V_dM
T odx
V= PD
=-3 2 (x)
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1.2. Viga con momento aplicado

T x

1

$353533533333333325323

Figura 5 Viga con momento aplicado

Condiciones de borde:
Infinito: x s o, w =0 - C;=C,=0

Simetria: w(x =0)=0 - C3=0

I _ M _ L dw _ M2
Equilibrio en x=0 M(x = 0) = > = El = = C,= -
/’12
w = e (C;cos(Ax) + C, sin(Ax)) + e **(C3cos(Ax) + C,sin(Ax)) = — ——— e~ * sin(Ax)

K

Siguiendo el mismo desarrollo que para la carga puntual,

Resultados:
2
W= = By(x)
0 M23 €00
= — *
KI /1(x
M
M = —+D;(x)
2
V=——x4(x)



Autores: Camilo Cérdova, Felipe Ochoa-Cornejo

ILE Curso: Fundaciones CI5401-1

1.3. Vigacon cargadistribuida uniforme

N O O O O O B A

]

dx p=q'dx

Figura 6 Elemento diferencial de una viga sometida a una carga distribuida uniforme

Tomemos elementos “dx” con lo que obtenemos pequenas cargas puntuales

P = qdx

1.3.1. Punto bajo la carga uniforme

Figura 7 Elemento bajo la carga uniformemente distribuida

/Iq’ a b )
. A,00d A,00d
w (f A<x)x+fo (0 dx

2K

1
[ 16 = =20

Aq'
Wa = S5K

(—ED @+=-2p (b)+3)
it A a1 2

1 (2 - Di(@) — DA())

Wa=2
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Figura 8 Angulo de la deformada

0, = i B
A__KI * l(x)

/12 ! a b
0, =— KC,I (J; Bl(x)dx—fo Bl(x)dx>

2./
HA: A q< Al(a)_l_ 1 +Al(b) 1)

K\ 22 227 22 22
Aq'
04 = ﬁ(A,l(a) + A, (b))
Momento:
N\ i o~

Figura 9 Momento producto de la carga

M, = %(La@l(x)dx +fo

My = 505 (Ba(@) + By(1)

b

Cy(x) dx)

10
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N

——— — ——

Figura 10 Corte producto de la carga

!

a b
Vy= —%(fo D; (x)dx +fo D,l(x)dx>

Vi = =2 (6@ +Gb)

1.3.2. Punto A al lado izquierdo de la carga distribuida

b

bbbty bl .

A

I 3

Figura 11 Elemento al lado izquierdo de la carga uniformemente distribuida

Aq' [ (? Aq’
= ZZ' <fa Al(x)dx> = Z_IZ’ (D3(a) + Dy (b))

Wy

Aq

0, =
A ZKI

(42(@) + 43(1))
My = - 05 (Ba(@) — B (1)

Vi = 12 (G1@ + ()

11
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1.4. Vigacon un sistema de cargas

Py
LAl ll o

§131531885538558835%8

Figura 12 viga sobre en medio elastico sometida a un sistema de cargas

N
w() = Y wi(®)
i=1

En este caso el valor resultante para w,0,V, M, es la suma de cada contribucion realizada
por cada carga, superposicion.

12
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2. Viga semi-infinita

Existen casos en que la viga en estudio no puede considerarse como una viga infinita
debido a las condiciones de borde.

2.1.  viga con extremo libre

Py P

i~ |

__________________

(e 0]

POZO

Figura 13 Viga semi-infinita con extremo libre

Para resolver este problema, imponga una viga infinita a la que debe aplicar una carga P,
y un momento M, para satisfacer la condicion de borde real existente.

CB.M=0;V=0

P, p

Yo
HitHi

— GO

Figura 14 Viga semi-infinita con las fuerzas correspondientes para satisfacer la condicidn de borde

13
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ZM:O ;en A

Figura 15 Momento en viga semi-infinita

My, P
MA+_+ =0

0
2 2

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

PO = 4(AMA + VA)

2
MO = —I(ZAMA + VA)

Luego aplicamos P, y M, a una viga infinita para recrear el caso real.

14



2.2.  Viga con extremo rotulado

Curso: Fundaciones CI5401-1

Py

YN |
kﬁéé%ﬁﬁ%iﬁﬁiﬁﬁ

Figura 17 Viga con extremo rotulado

[0.0]

CB.M=0;V=0

En forma similar a lo anterior

2K’
PO = —TWA

!

MO = ﬁWA - ZMA

wy: Deformacion de la viga infinita producto del sismtema de carga real

My: Momento en la viga producto del sistema de carga real

2.3.  Viga con extremo empotrado

— 00

ittt

Figura 18 Viga con extremo empotrado

CB.w=0;6=0

2K

15
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2.4. Casos particulares

P
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1 P esta ubicado infinitamente a la derecha de A

'W

— 00

Figura 19 Carga ubicada a la derecha del punto A

VA =

M,

De ambos se tiene que,

P
2

P
41

2
MO = —I(ZAMA + VA)

Mo = 2(2/’1P+P)— 2P
0 A\"Ma1 " 2) 7 2
Py = 4(AM +V)—4(/1P+P>—3P
0 — ( A A — 4% 2 -
Entonces:

2P
o7 2
P0:3P

16
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Viga real

Figura 20 Sistema de cargas sobre una viga

Luego podemos calcular que sucede en la viga semi-infinita (“real”), producto de la carga
P.

2

PA
w(x) = = (4,60 — B ()

2PA

W) = 2 Da(x)

2 3
0G) = —M{—Z—P*A—,CM))

K' A K
2P2?
0(x) = — K (2B)(x) + C3(x))
2P)?
0(x) =— 7 Ay (x)
4p

M(x) =

2P N
K Ca(x) — Z—ADA(X) =7 (Ca(x) — D3(x))

P
M(x) = _IBA(X)

17
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4p 2PA

V(x) = _WDA(X) - HAA(X) = —P(2D;(x) — 42 (x))

V(x) = —PCy(x)

Siguiendo un desarrollo similar a los anteriores se tiene:

EREELERLEEEEEELEEE DO

Figura 21 Viga semi-infinita con momento en el extremo izquierdo

2MA?
w(x) = — " Cr(x)
4MA3
O(x) = _TDA(x)

M(x) = MA,(x)
V(x) = —2MAB;(x)

Figura 22 Viga semi-infinita con carga distribuida

Para x>L

w(x) = 2(11(’ ((1 + By (x) — C3(x))A;(x) — (1 + 2B, (L) — C3(L))By(L)

— (Da(x) = Da(x — 1))
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