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Combinatoria Estudio de estructuras finitas o discretas.

= Decidir existencia.

= Conteo.

= Encontrar estructuras 6ptimas.
= Problemas extremos

Capitulo I: Conteo Elemental.

1. Motivacion: Problemas de seleccion y conteo.

{Cudntos pares podemos seleccionar usando elementos de A = {a,b,c}? Esta pregunta es ambigua: Hay dos pardmetros
importantes a considerar para clasificar selecciones de elementos de un conjunto dado A.

(1) Si se permiten repetir elementos.

(2) Si el orden importa.

Cuando el orden importa, hablamos de secuencias o palabras sobre A. Cuando el orden no importa hablamos de combi-
naciones sobre A y usaremos notacién de conjuntos (si no se permite repetir) o de multiconjuntos. En particular, cuando
deseemos considerar elementos repetidos, es 1til poner los elementos en un paréntesis cuadrado (ej: [a, a,b] = [a, b, a]). La
siguiente tabla nos ayudara a introducir notacion.

Selecciones de k objetos. | Sin repeticion Con repeticién
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.
(Listas) AL, AF,
No importa el orden k-conjuntos. | k-multiconjuntos.
A A
(Combinaciones) ( k) . (( ) )) .
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Nota: En varios textos, AE se denota por (A)z. Usamos la primera notacién para evitar confusién con el uso de subindices.

Ejemplo 1. Para A = {a,b, c}, listamos las continuacién las k-variaciones, k-conjuntos y k-multiconjuntos de A, para
ke {2,3,4}.

Ag = {ab7 ac, ba, bC, ca, Cb}7 A§ = {abc7 acb7 bac7 bca’ cab’ cba}’ Aé — (Z)
(2) = {{a’b}’{a’c}’{b’c}}7 (3) = {{avbac}}a (4) :(Z)

<<;1)> = {[a,a], [a, 0], [a, ], [b,a], [, ], [b, ], e, a], [¢, b], [e, ]}

((;1)) = {[a, a,qa],[a,a,b],[a,a,c],[a,b,b],[a,b,c],a,c,d, bbbl bb,cl,becclcecl}

<<f11>) ={la,a,a,d],[a,a,a,b],[a,a,a,c],...}.

Observacién 1. Caso especial: £k = 0.

Para todo A, A = A% = (’3) = ((8‘)) = {e} donde ¢ representa la lista/combinacién vacia.

Observacién 2. Caso especial: A = (.
Para todo k > 1, 0¥ = (§), = (2) = ((2)) = 0.

Estudiaremos la cardinalidad de los conjuntos anteriormente definidos. Antes de abordar este problema, comencemos
introduciendo notacién y principios béasicos de conteo.

2. Notacién
Definiciéon 1 (Conjuntos tipicos).

P(X) ={A: A C X}, Conjuntopotencia.
n={jeN:1<j<n}={1,2,...,n}
Z,={j€eN:j<n}={0,1,...,n—1}.

Notamos que Zy = [0] = 0.
Definicién 2 (Corchete de Iverson). La expresiéon [P] vale 1 si P es una proposicién verdadera, y 0 en otro caso.

Notacién versatil. La funcién f: N — N, dada por

f(z) = {(JH—I) Si x es par,

x Si x es impar,

se puede escribir simplemente como f(z) = x + [« es par]. La primera forma de definir f es mejor en claridad, mientras
que la segunda es mas compacta. Otro ejemplo de su utilidad es que permite manipular sumas multiples con facilidad:

Y3 i=> Yl <ili<NI =) jli<i<N]

i=0 j=0 ieN jeN i€N jEN
N N

=Y NG <NI<i<NI=)> ;i) 1
jeNieN j=0 =j

Otro concepto que usaremos frecuentemente es el de palabra o secuencia.
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Definicién 3. Sea A un conjunto finito o infinito. Una secuencia o palabra sobre A, de largo k € N, es una funcién
w: [k] = A. Usamos la notacién w; en vez de w(i) para la evaluacién de w en 4, y decimos que w; es el i-ésimo simbolo
de w. Formalmente no hay diferencia entre secuencias y palabras, mas alld de la notacién: Para escribir w como secuencia

se usa w = (wy,wa, ..., wy) = (w;)¥_;. Para escribir w como palabra, se escriben sus sfmbolos sin separadores entre ellos:
w=wwsy...wg.
Denotamos A¥ = {wjwy...w: w; € A} al conjunto de las palabras (secuencias) sobre A de largo k. En este curso

denotaremos a la palabra vacia, es decir, al inico elemento de A° por # 6 € indistintamente.

Por ejemplo, si A = {a, b, c,d}, se tiene que aba € A3, cada € A*, etc. Ademds, es importante aclarar qué pasa para A = .
En dicho caso,
0, sik>1.

k _
"= {e}, sik=0.

Definicién 4. El conjunto de todas las palabras sobre un alfabeto A se denota por A*. Es decir

A* = UAk.

keN
Si w € A*, denotamos al largo de w como |w|.

Usando el concepto de palabra podemos recordar el concepto de producto indexado de conjuntos. Sean Aj,..., Ay una
secuencia de conjuntos y B = (J;_; A; su union, entonces se define el producto de la secuencia de conjuntos como todas
las palabras sobre B, de largo k, tal que su i-ésimo simbolo estd en A;. Es decir,

k
[ 4 = {weB*: w; € A;,vi e [k]}.
i=1

Siempre serd importante detenernos a entender para que valores de k tiene sentido la definicién anterior. Ciertamente tiene
sentido para k£ > 1. El caso k = 0 resulta interesante:

0
HAI = {U) € BOS w; € Az,VZ € [0]} = {5}

i=1

En otras palabras el producto vacio resulta tener un elemento: la palabra vacia'.

Observacién 3. En particular, si todos los A; son iguales a un conjunto A dado, entonces se obtiene que para todo
keN, [T, A= A4k

Observacién 4. Si bien el producto indexado es distinto al producto cartesiano iterado, existe una biyecciéon natural
entre ambos: basta remover los paréntesis y comas.

k
(- (Arx Ag) x+) x A — [T A
i=1

((---(a1,a2),...),ax) — aras . ..ak

Bajo esta identificacién no hacemos diferencia, por ejemplo, entre A; x As y H?:1 A;.

3. Cardinales finitos y principio biyectivo.

;Qué es contar un conjunto? Marcar cada elemento iterativamente por un nimero: uno, dos, tres,. . ..

Encontrar una correspondencia entre los objetos a contar y un conjunto bésico de referencia (el conjunto [n]). Este proceso
se puede hacer sin necesidad de usar los naturales como referencia (Ejemplo: Un nifio pequefio habitualmente levantard
tantos dedos como elementos vistos). Asi, vemos que la definicién mds bédsica para contar no es la de “declarar una
cardinalidad” sino mas bien la de “poner en correspondencia dos conjuntos”.

INo confundir esto con el producto no vacio de conjuntos vacios, ya que éste tltimo si es vacio.
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Definicién 5. Equipotencia.

Dos conjuntos A y B se dicen equipotentes o equinumerosos si existe f: A — B funcién biyectiva. Anotamos en este caso
|A| = |B|. Decimos informalmente que A y B tienen el mismo nimero de elementos.

Otra forma de interpretar la definicién de equipotencia es la siguiente

Definicién 6. Principio Biyectivo. Probar que dos conjuntos tienen el mismo ntimero de elemento equivale a encontrar
una biyeccién entre ambos.

Para declarar cuantos elementos tiene un conjunto. Para esto usamos la siguiente definicién.

Definicién 7. Cardinales finitos.

Sea A es un conjunto y n € N. Decimos que |A| = n si |A| = |[n]]|. En este caso decimos que la cardinalidad de A es n o
que el cardinal de A es n.
Decimos que el conjunto A es finito si existe n € N tal que |A| = n. De otro modo decimos que A es infinito.

Para que la expresién |A| = n esté bien definida, se hace necesario probar que n es el Gnico nimero natural para el cual
|A| = | [n]|. Esto queda propuesto como ejercicio.

Observacion 5. Cuando decimos que A tiene n elementos, lo que en verdad estamos haciendo es afirmar que existe una
biyeccién entre A y [n]. En varias ocasiones es ttil numerar los elementos de A, es decir escribir A = {aj,a9,...,a,}.
Esto no es otra cosa que enunciar la existencia de una biyeccién [n] — A dada por i — a;.

Ejemplo 2. Pruebe que |Z,| = n.
Solucién. En efecto, la funcién Z,, — [n] dada por ¢ — i + 1 es biyectiva (su inversa es j — j — 1). O
Observacién 6. En este curso solo probaremos que una funcién es biyecciéon cuando no sea evidente

Ejemplo 3. En un campeonato de fatbol juegan n equipos en una modalidad de eliminacién: cada vez que un equipo
pierde un partido, sale del campeonato. Ademds, cada partido debe tener un ganador y un perdedor (no hay empates).
;,Cudl el nimero minimo y maximo de partidos que se deben jugar para que quede un solo equipo no eliminado?

Solucion. Biyeccién entre conjunto de partidos jugados y el conjunto de equipos eliminados (hay un perdedor por cada
partido que es eliminado, y estos no se pueden repetir). Por lo tanto si deseamos que hayan n — 1 eliminados, deberdn
jugarse n — 1 partidos. O

4. Principios de la suma y el producto.

Definicién 8. Principio de la suma. Sean A y B conjuntos finitos disjuntos entonces
|AU B| = |A| +|B].

(Informal) Si una actividad se puede realizar de @ maneras y una segunda actividad se puede realizar de b maneras, y
ambas actividades no se pueden hacer a la vez, entonces existe un total de a 4+ b maneras de realizar alguna de las dos
actividades.

Definicién 9. Principio del producto. Sean A y B conjuntos finitos.
|A x B| = |A] - |B].

(Informal) Si hay a formas de hacer una actividad y b maneras de hacer una segunda actividad entonces existen a - b
formas de realizar ambas actividades.

Demostracion del principio de la suma.
Sean A ={a,...,an,} y B={b1,...,b,} conjuntos finitos disjuntos. Use la biyeccién f: [n +m] — AU B dada por

f(i):{ai sii € [n], -

bi—p sin+1<i<n+m
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Demostracion del principio del producto.

Sean A = {a1,...,an} y B = {b1,...,bn} conjuntos finitos. Usar la biyeccién f: A x B — [n-m] dada por f(a;,b;) =
G—1m+j 0.

Ejemplo 4.

1. Una estudiante debe elegir un ramo electivo para llenar su curriculum. El departamento de matematicas ofrece 12
ramos electivos que ella puede tomar y el departamento de fisica ofrece 9. Como los cursos son distintos, el principio
de la suma nos dice que ella tiene 12 + 9 = 21 opciones.

2. Un ment simple en el casino consiste de un plato de entrada y un plato de fondo. El casino ofrece cada dia 3 opciones
de platos de entrada y 2 de platos de fondo. Luego el nimero de mentus simples distintos es 3 -2 = 6.

Los principios de la suma y del producto se generalizan inmediatamente usando inducciéon a multiples conjuntos.

Proposicién 5 (Principio de la Suma). Si {A1,..., Ax} es una particidn finita de un conjunto finito A entonces |A| =
k

Zi:l ‘A1|

Proposicién 6 (Principio del Producto). Si Ay,..., A es una secuencia finita de conjuntos finitos entonces | Hle Al =

Hle |Ai|. En particular, si A es finito y k € N, entonces |A¥| = Hle |A| = |AJk.
Ejemplo 7.

1. ;Cuéantos nimeros naturales entre 1 y 1000 comienzan por la cifra 67
Solucidén: Separemos estos nimeros por cantidad de cifras. De una cifra, hay 1 ntimero que comienza por 6 (el 6).
De dos cifras, tenemos los 10 ntiimeros entre 60 y 69. De tres cifras tenemos los 100 ntiimeros entre 600 y 699. Luego
en total hay 1 4+ 10 4+ 100 = 111 numeros que satisfacen lo pedido.

2. ;Cuantos nimeros naturales de a lo mas 5 cifras se escriben sin usar la cifra 57
Solucién: Hay al menos dos formas de contar este conjunto. Una de ellas involucra contar mediante el principio de
producto la cantidad de nimeros de i cifras que se escriben sin el 5, y luego sumar las cardinalidades sobre todo
i. Esta manera si bien es vdlida, es algo larga y merece cuidado: Se debe recordar que los ntimeros de 4 cifras (con
1 > 2) no pueden empezar con la cifra 0.

Una solucién alternativa es hacer una biyeccién entre el conjunto contado y las secuencias (a1, as, as, aq, as) donde
cada a; puede ser uno de los 9 elementos de Z1g \ {5}. La biyeccién consiste en completar cada niimero con 0’s a la
izquierda. El principio del producto nos garantiza entonces que hay 9> niimeros.

3. ;Cuantas palabras de A* tienen a lo mas k simbolos?

Solucién: Estamos buscando ‘U?eo Al = Zf:o |AJ*. La cantidad anterior depende del cardinal de A4 y se simplifica

usando suma geométrica a ser:
|A|k+1 -1

Al # 1] —m—— + [[Al = 1] (k + 1).
|A] -1
4. ;Cuantas numeros naturales de a lo mas k cifras se escriben sin usar la cifra 07
Solucién: El conjunto que deseamos contar estéd en biyeccién con las palabras en [9]* que tienen entre 1 y k simbolos.

Usando el ejercicio anterior, éstas son exactamente

9k+1 —1 o 9H1—9
e =

5. Una palabra es palindroma si al leerse de derecha a izquierda se obtiene la misma palabra. ;Cudntas palabras
palindromas hay en A*?
Solucion: La solucién depende de si k es par o impar.
Si k es par, entonces toda palabra palindroma en A* se escribe como ww®, con w € A*/2, donde w? es la palabra
w escrita de derecha a izquierda.
Si k es impar, entonces toda palabra palindroma en A* se escribe como wzw®, con w € AF=1/2 2 e A.
Luego la cantidad pedida es:

[k par] - [A*/2| 4 [k impar] - [A®=D/2| . |A] = AT/,
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5. Ejemplo Importante: Fibonacci y Secuencias de Conteo

Considere un tablero de 1 x (n — 1) casilleros. (El n — 1 es para coincidir con la definicién moderna) ;De cudntas maneras
podemos cubrirlo exactamente usando solo monominéds y dominds?

Llamemos F), a la respuesta. ;Cudnto vale esta cantidad?

Es fécil calcular los primeros términos. Fy = 0 (no hay tableros de -1 casilleros), F; = 1 (hay una sola forma de cubrir el
tablero vacio: no usar piezas). F» = 1, F3 =2, Fy = 3...y en general la secuencia resulta ser:

f=1(0,1,1,2,3,5,...)

;Hay algtin patrén que nos permita entender mejor esta secuencia de conteo?

Podemos obtener el valor de f,, a partir de los anteriores notando que para n > 3 hay dos formas de poner la primera ficha:
si usamos un monomind, hay exactamente f,, 1 maneras de cubrir el resto, y su usamos un dominé hay f,_o maneras de
cubrir el resto. El principio de la suma nos dice entonces que

Vn > 3; fn = fn—l + fn—Q

de hecho, la recurrencia también vale para n = 2, asi que F satisface:

vn227fn :fn—1+fn—2af():07f1 =1

La secuencia anterior se conoce como secuencia de Fibonacci (podemos tomar el problema original como su definicién
combinatorial: f,, es el cardinal del conjunto de maneras de cubrir un tablero de 1 por n — 1 casilleros con mononimés y
dominds)
En el curso nos encontraremos con muchas secuencias de conteo (secuencias cuyo n-ésimo término cuenta el cardinal de
algin conjunto), por ejemplo, la secuencia

a=(1,2,4,8,...)

tal que a,, = 2", es la secuencia tal que a,, cuenta el cardinal de {0, 1}".
Una herramienta util para encontrar propiedades de secuencias conocidas de conteo es la pagina web https://oeis.org
de la enciclopedia online de sucesiones enteras (the online encyclopedia of integer sequences).

6. Variaciones y permutaciones de un conjunto. Principio general del producto.

Sea A un conjunto finito.

Definicién 10. Una palabra sobre A que no contiene simbolos repetidos se denota wvariacion, y si tiene largo k € N la
llamamos k-variacién.

Denotamos por A% al conjunto de las k-variaciones de A. Ademés, denotamos n% al cardinal de [n]ﬁ A esta cantidad la
llamamos factorial decreciente de n sobre k.

Nota: En varios textos, AE se denota por (A)y. Usamos la primera notacién para evitar confusién con el uso de subindices.

Definicién 11. Una variacién de A que contiene a todos los simbolos de A se denota permutacion u ordenamiento de A.
Denotamos por A! al conjunto de permutaciones de A y denotamos por n! al cardinal de [n]!. A esta cantidad la llamamos
factorial de n.

Nota: La notacién A! no es estdndar, usar con cuidado.

Las variaciones y permutaciones de conjuntos aparecen naturalmente en problemas combinatoriales por lo cual es bueno
estudiar su cardinal. Notamos que si A es un conjunto con n elementos, entonces directamente |Aﬁ| = n% por lo que solo
basta entender estos valores.

Antes de escribir la férmula general, veamos que sucede si k es 0. Como la tnica 0-variacién de cualquier conjunto es la
palabra vacia, se tiene

vneN: nl =Y = {0} =1.
En particular 0! = 02 = 1. Por otro lado notamos que

Vk > n+1,nk = |[n]* =0,
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ya que no hay k simbolos distintos en [n].
La proxima proposicién da una férmula general para los factoriales.

Proposicion 8.

|

Vn,keN: nt=n-(n—-1)---(n—k+1)= H i.

i=n—k+1

En particular,
Yn e N: n!:nﬂzn-(n—l)-nl:Hi.

y luego,

& n!
DT = <n|——-—-—.
Vn,keN: n [[k_n](n—k)!

Demostracion. El caso k > n + 1 ya fue estudiado antes, asi que enfoquémonos en el caso k < n. Considere la biyeccién

[n] x =1 x - x [n—k+1] = [n)%,

donde la secuencia cjcacs ... c,—k11 €s llevada a la k-variacién cuyo i-ésimo simbolo es el ¢;-ésimo elemento de [n] que no
3 + Y

haya sido usado atin. La segunda parte de la proposicién es directa de la anterior. Y la tercera se obtiene pues [n]* = )

para k > n+ 1, y de combinar las dos expresiones anteriores para el caso k < n. O

En la demostracién anterior parece algo forzada la biyeccién antes de usar el principio del producto. Para calcular |[n]ﬁ|

basta notar que toda k-variacién se puede describir decidiendo iterativamente cada simbolo. El primer simbolo se puede
elegir de n maneras, el segundo de n — 1, y asi sucesivamente. Estamos tentados a usar el principio del producto pero
no podemos hacerlo directamente tal como estd planteado. Para estos casos planteamos la siguiente forma general del
principio del producto.

Proposicién 9 (Principio General del Producto).
(Informal) Si debemos realizar una secuencia de k elecciones, donde

= La primera eleccion tiene s1 posibilidades.
= Para cada forma fija de realizar las primeras i — 1 elecciones, la i-ésima tiene s; posibilidades.

Entonces la secuencia de elecciones se puede realizar de s1 - So - -+ §;; maneras.

(Formal) Sea k € N y A un conjunto finito. Sea ademds B C A*. Decimos que una palabra w € A* es un prefijo de B si
existe w' € A* tal que ww' € B. Si el conjunto B satisface que

s B tiene sy prefijos de largo 1.

s Para cada prefijo w de largo i — 1 de B, existen exactamente s; simbolos a en A tal que wa es un prefijo de largo i
de B.

Entonces |B| = Hle 8.
El principio general del producto es una consecuencia del principio (normal) del producto que queda propuesta como

ejercicio.
Tenemos lista la primera fila de nuestra tabla de selecciones de elementos de un conjunto.
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7. Demostraciones Combinatoriales

Una aplicaciéon importante de los principios anteriores es que nos permiten en varios casos demostrar identidades usando
argumentos combinatoriales.

Para probar una identidad del tipo r = s, donde 7 y s son expresiones aritméticas que se evaliian a ntimeros naturales,
podemos encontrar conjuntos Ry S, con |R| =r y |S| = s y luego encontrar una biyeccién entre R y S. A este tipo de
demostraciones se le conoce como demostracién combinatorial.

En esta seccién damos un par de ejemplos muy basicos. El poder de este tipo de demostraciones se vera mas adelante.

Ejemplo 10. Probar combinatorialmente que para todo ntimero n € N*,
n?>=m+1)(n—1)+1.
Solucioén: Propuesta
De hecho, la formula para la suma geométrica se puede probar combinatorialmente.
Ejemplo 11. Pruebe combinatorialmente que para todo n,m nimeros naturales con m > 2, se tiene
i i = mntl —1
=  om-—1
Solucién: Propuesta

Un ejemplo importante de demostraciéon combinatorial consiste en probar que el conjunto potencia de [n] tiene exactamente
2™ elementos.

Ejemplo 12. Probar que para todo n € N
|P(n)| =2".

Solucién: Considere la biyeccién ¢: P(n) — {0,1}™ dada por
P(X); = [i € X].

Con esto, [P(n)| =1{0,1}"|=2". W
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Antes de continuar con selecciones. Enunciemos dos extensiones naturales del principio biyectivo.

1. Principio Inyectivo y Principio Sobreyectivo

Proposicién 13 (Principio Inyectivo). Sean A y B conjuntos donde B es finito.

A es finito y |A| < |B| si y solo si existe una funcién inyectiva de A a B.

Demostracion. La direccién hacia la derecha es simple. Sean f: A — [m] y g: [n] — B biyecciones, donde m < n. Como
ambas funciones son inyectivas, la funcién h: A — B dada por h(z) = g(f(z)) es inyectiva.

Veamos la otra direccién. Sea h: A — B una funcién inyectiva y sea g: B — [n] una biyeccién. Luego la funcién
f=goh: A— [n] es inyectiva. Usando que f(A) C [n] y que todo subconjunto de un conjunto finito es finito (ejercicio)
tenemos que f(A) es finito. Como f es biyeccién entre Ay f(A), también lo es A. Finalmente tenemos que |A| = |f(4)] <
n=|B|. O

Comentario 14. El principio inyectivo puede ser modificada a una definicién de orden para cardinales generales: |A| < |B)|
se define como la existencia de una funcién inyectiva de A en B.

Otra forma de interpretar el principio anterior es el siguiente.

(Principio Inyectivo) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor o igual de elementos que otro,
basta encontrar una inyeccién (i.e., una funcién inyectiva) del primer conjunto al segundo.

En particular, si se encuentra una inyeccion de A en B, y una inyeccién de B en A, entonces A y B tienen el
mismo cardinal.

Comentario 15. La tultima afirmacién también es cierta para conjuntos infinitos, y se conoce como el Teorema de
Cantor-Schroder-Bernstein (si nunca lo ha hecho, puede intentar demostrarlo).

Una variante del principio anterior es la siguiente

Proposicién 16 (Principio Sobreyectivo). Sean A y B conjuntos donde B es finito.

A es finito y |A| < |B| si y solo si existe una funcidn sobreyectiva de B a A.

Demostracion. La direccién hacia la derecha es similar a la de la proposicién anterior. Sean f: [n] - Ay g: B — [m]
biyecciones, donde n < m. Definamos ademaés la funcién f’: [m] — A como f’(x) = f(min(x,n)). Como f es sobreyectiva,
f' también lo es. Como la composicién de funciones sobreyectivas es sobreyectiva, concluimos que f' o g: B — A es
sobreyectiva.

Para la otra direccién sea B = {by,...,b;n} v f: B — A una funcién sobreyectiva. La funcién h: A — B dada por
h(a) = b; donde i es el minimo indice tal que f(b;) = a estd bien definida (siempre existe este indice pues f~!(a) es no
vacio y N es bien ordenado) y es inyectiva. Por la proposicién anterior A es finito y |A| < |B]. O

Comentario 17. El principio sobreyectivo también funciona para conjuntos infinitos, pero su demostracién requiere el
uso del axioma de eleccién (interesantemente, es equivalente al axioma de eleccion).

9
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Podemos rescribir el principio sobreyectivo de una manera mas coloquial como sigue.

(Principio Sobreyectivo) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor o igual de elementos que
un segundo conjunto, basta encontrar una sobreyeccién (i.e., una funcién sobreyectiva) del segundo conjunto
al primero.

En particular, si se encuentra una sobreyeccién de A en B, y una sobreyecciéon de B en A, entonces A y B
tienen el mismo cardinal.

Los principios anteriores nos permiten dar distintas maneras de probar que dos conjuntos tienen el mismo cardinal.
Corolario 18. Sean A y B dos conjuntos finitos. Los siguientes son equivalentes.

1. |A| =|B|.

2. Ezxiste una inyeccion de A en B y una inyeccion de B en A.

3. Eziste una sobreyeccion de A en B y una sobreyeccion de B en A.
4. Eziste una inyeccion de A en B y una sobreyeccion de A en B.

Demostracion. Directo. O
Con estos principios podemos dar demostraciones combinatoriales para desigualdades como la siguiente.

Ejemplo 19. Pruebe combinatorialmente que para todo n € N, n < 2™,

Solucién: El lado derecho cuenta naturalmente el conjunto Z3 = {0,1}". Tomemos X = {07110"~~t € Z¥: i € [n]}
como el conjunto de palabras de Z% con exactamente un simbolo 1. Claramente, | X| =n y como X se inyecta en Z% por
inclusién, se tiene la desigualdad.

2. Funciones, inyecciones y biyecciones

Con la maquinaria que tenemos hasta el momento es sencillo contar ciertas clases de funciones.
Primero, observamos que A* no es méas que una notacién agradable para denotar al conjunto de funciones de [k] en A.
Esta notacién es muy flexible y se puede extender un poco.

Definicién 12. El conjunto de funciones de A en B se denota como B“. También definimos
Iny(A, B) = {f € B* | f inyectiva},
Sob(A, B) = {f € B* | f sobreyectiva},
Biy(A, B) = {f € B4 | f biyectiva}.

Contar funciones generales y funciones inyectivas es directo.

Proposiciéon 20. Para A y B finitos,
|BA| = |B|IA.

Demostracion. Sea A = {ay,...,a,}, con n = |A|. La funcién ¢: B4 — B™ dada por o(f); = f(a;) es una biyeccién. [

Proposicién 21. Para A y B finitos,
[y (4, B)| = |BIL.

Demostracion. Sea A = {a1,...,a,}, con n = |A|. La funcién ¢: Iny(A4, B) — B2 dada por ¢(f); = f(a;) es una
biyeccién. O

Contar sobreyecciones es un poco més complejo asi que lo pospondremos.
Un caso particularmente interesante resulta al contar biyecciones de un conjunto en otro. Notamos que Biy(A, B) # 0 si
y solo si |A| = |B|, y en este caso (suponiendo A finito)

Biy(A, B) = Biy(4, A) = Iny(A, A)
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por lo que
Biy(A, B)| = [|A] = |B[] |A]!

Otra forma de entender los resultados anteriores es que las funciones se pueden codificar como palabras, las inyecciones
como variaciones y las biyecciones como ordenamientos o permutaciones. De hecho, en algebra, a las funciones biyectivas
de un conjunto en si mismo se le denota permutaciones.

Definicién 13. Una permutacion de A es una funcién biyectiva de A en si misma. Denotamos al conjunto de permutaciones
de A como Sy = {f € A* | f biyectiva}. Ademds, denotamos S,, := Sp;.

La notaciéon S,, se suele leer “grupo simétrico de n elementos” y se usa para recordar que este conjunto junto a la
composicién forma un grupo.

3. Combinaciones: subconjuntos y multiconjuntos

Recordemos la tabla de selecciones con la que comenzamos el curso.

Selecciones de k objetos. | Sin repeticién Con repeticién
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.
(Listas) AL, A*.
No importa el orden k-conjuntos. | k-multiconjuntos.
A A
(Combinaciones) < k) . (( i )> .

Definicién 14. Para todo n, k € N, definimos

nk = | [n]* | (Potencias naturales)
nk .= [n]ﬁ‘ (Factorial decreciente)
<Z) = ([Z]) ‘ (Combinatorio de n sobre k, o coeficiente binomial de n sobre k)

ny |/ ] . . .
((k)) = (( L )) ‘ (Multicombinatorio de n sobre k)
n! :=ntt (n factorial)

Observacién 7. Si |A| = n entonces |AF| = n*, |A%| = nk ’(‘2)‘ =0y ‘((‘2))‘ = ((}))- Estas igualdades se prueban

usando la biyeccién entre A y [n].

Puede parecer extraiio que hayamos redefinido las potencias naturales. Sin embargo al hacerlo de esta manera respondemos
de inmediato la siguiente duda natural ;Cémo definimos 0°? En general, jcomo definimos los valores anteriores cuando
n=00k=07

Observacién 8. Usando las definiciones y observaciones anteriores, se concluye que para todo n € N:

et (0) - ()
(o) =

En particular,

o

=}

Il

o

©

Il
Y
o O
N

Il
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Por otro lado, para todo k > 1

(- (2)

Como es de esperar, la definicién de potencias naturales coincide con la habitual. Es decir, (Vn,k € N) n* = [[i n.
Ya hemos discutido las variaciones y secuencias. Prosigamos con las combinaciones de un conjunto. Al igual que antes

notamos que si A tiene n elementos, entonces directamente ’(‘2)‘ = (Z) La préxima proposicién nos da una férmula para

esta cantidad.

Proposicion 22.
n nk n!
keN: =—=[k<n]——.
vk € (k) R U Yyt

Demostracion. Considerar la biyecciéon natural: ([z]) x S — [n)%, donde cada k-variacién en [n]% se obtiene eligiendo
primero un subconjunto de [n] de tamaifio k y luego eligiendo un orden de dicho subconjunto. O

Antes de proseguir con los multiconjuntos, detengdmonos a resolver algunos problemas.

Ejercicios resueltos 23. De una demostracion combinatorial de las siguientes identidades-

n n
1. <k<n: = .
V0 <k<n (k) (nk>

Demostracion.

1. Usar la biyeccién ([Z]) — (n[ﬁ]k) dada por X — [n] \ X (complemento).

2. Basta notar que <[Z _—:: 1]) = (k[i]1> U {{n +1}UY: Y e <[Z]> } y que la unién es disjunta.
Conjuntos sin n + 1
3. Directo de P([n]) = U, ([Z]), y del hecho que 2" = |P([n])]. O

Uno de los ejercicios anteriores nos permite dar una definicion alternativa de los coeficientes binomiales en funcién de una
recurrencia. Esto aparecerd con cierta frecuencia en el curso.

Proposicién 24. Los nimeros ( (Z) )n k>0 €stdn definidos por la siguiente recurrencia:

wazr ()= (7))

con valores de borde, (g) =1, paran>0y (2) =0, para k > 1.

Tratemos ahora los multiconjuntos. Un multiconjunto de A es una selecciéon de objetos de A donde cada elemento puede
aparecer mas de una vez y el orden no importa. Asf [a,b,a] es un multiconjunto donde a aparece 2 veces y b aparece 1
vez. Para poder tratar con ellos necesitamos una definiciéon formal.

Definicién 15. Un multiconjunto = de A es una funcién z: A — N, donde z(a) representa el niimero de veces que se
selecciona a € A. La cantidad }_ ¢ pop(,) 2(a) se denomina tamario de .
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Recordemos que ((’2)) es la familia de multiconjuntos de A de tamafio k, y que si A = [n], ((Z)) representa su cardinalidad.

En particular, es directo notar que ((8)) =1, ((g)) = ((2)) = 0sin,k > 0. Ahora estamos listos para encontrar el valor de

(()-

Proposicion 25.
((n)) _(n+k-1
k) k ’
Demostracién. Considere la biyeccién que a un multiconjunto z de [n] de tamaifio k le asocia la palabra 2’ € {e, |}7TF~1
dada por

/
A

z'=e CIRERE K oo ... 0

z(1) z(2) z(n—1) z(n)
La asignacién z — ' es una biyeccién entre los multiconjuntos de [n] de tamafio k, (([Z])) y las palabras en {e, |} +F~1

con exactamente k simbolos e y n — 1 separadores |. El dltimo conjunto, a su vez, estd en biyeccién con ([”ﬂz*”), ya que
cada palabra 2’ estd definida exactamente por el conjunto de indices i en [n + k — 1] tales que z, = e.

Al igual que antes, podemos dar una definicién alternativa de los nimeros ((Z)) via una recurrencia.

Proposiciéon 26. Los nimeros ( ((Z)) )n k>0 €stdn definidos por la siguiente recurrencia:

oz ()= () (C)

con valores de borde, ((3)) =1,paran >0y ((2)) =0, para k > 1.
Demostracion. Propuesta. O

Gracias a las proposiciones anteriores podemos completar el siguiente cuadro con las cardinalidades de las selecciones de
k objetos de un conjunto A de n elementos.

Selecciones de k objetos. Sin repeticién Con repeticién
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.
(Listas) |AE| = nk = H . |AF| = nF.
i=n—k+1
No importa el orden k-conjuntos. k-multiconjuntos.
A A k—1
(Combinaciones) ’ (k:) = (Z) ’ (( i >> ’ = ((Z)) = (n + f )

4. Composiciones de un entero.

Definicién 16. Una composicién de n en k partes es una solucién a la ecuacién zq + 29 + --- 4+ =n con x; € NT.
Una composicion débil de n en k partes es una solucién a la ecuacién xy + --- + xp = n con z; € N.

Al conjunto de los z: [k] — [n] composiciones de n en k partes lo denotamos por COM(n, k).

Al conjunto de los z: [k] — [n] U {0} composiciones débiles de n en k partes lo denotamos por WCOM(n, k).

Ademés, denotamos com(n, k) = | COM(n, k)| y wecom(n, k) = | WCOM(n, k)|.

Notemos que WCOM(n, k) = (([f])) Gracias a esto prodemos probar el siguiente resultado.

3

Proposicién 27. Para todo n,k € N,

weom(n, k) — (” k= 1).

n

com(n, k) = weom(n — k, k) = [k < ] (Z B ;)
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Demostracion. La primera igualdad viene del hecho que cada multiconjunto de [k] largo n se puede ver como una compo-
sicion débil de n en k partes. La segunda igualdad sale de que al restar uno de cada parte de una composiciéon de n + k
se obtiene una composicién débil de n. O

Observacién 9. No es bueno tentarse a usar la identidad ("~;) = (}_]) v escribir que com(n, k) = [k < n](}~]) pues

la expresion de la izquierda tiene sentido para todo k& > 0 pero la expresién de la derecha no estd definida cuando k = 0.
Por otro lado la expresién [k < n] (Z:,i) tiene sentido incluso para k = 0 (mds adelante le daremos un sentido al caso

n =k = 0 donde tendremos (Bl) =1).

Proposiciéon 28. Para k,n € N,
Zcom(n, E)=[n>1]2""" + [n=0].
k=0

Demostracion. Propuesta. O

5. Particiones de un entero

Definicién 17. Una particién' de n € N es un vector a = (ay, ..., ax) con Zf:l a;=n,a1 >ay>--->ap>1.Siaes
una particién de n, escribimos a F n. Denotamos por py(n) al niimero de particiones de n en exactamente?; y al total
lo denotamos p(n).

Definicién 18. El Diagrama de Ferrers (también conocido como Diagrama de Young) de una particién a =
(a1,...,ax) de n es un arreglo de cajas cuadradas ordenadas en k filas horizontales (alineadas a la izquierda) de tamaiios
ai,...,a respectivamente ordenadas verticalmente.

Por ejemplo, el diagrama de Ferrers de (5,4,4,1) es

Definicién 19. La particiéon conjugada de a es la particién a* cuyo diagrama de Ferrers es el transpuesto del diagrama
[ |
de a. Por ejemplo, (5,4,4,1)* = (4,3,3,3,1). —

Notemos que (-)* es una biyeccién (de hecho una involucién) del conjunto de particiones de n.

Proposiciéon 29. El nimero de particiones de n en k partes es igual al nimero de particiones de n cuya parte mds grande
tiene largo k.

Demostracion. Basta notar que ()* es una biyeccién entre ambos conjuntos. O
Podemos usar Diagramas de Young para probar otras relaciones sorprendentes.

Lema 30. FEl nimero de particiones de n autoconjugadas es igual al nimero de particiones de n con todas sus partes
impares y distintas.

Demostracion. Sea m una particién autoconjugada. Crearemos una nueva particiéon f(m) con todas sus partes impares.
Borremos el primer gancho (primera fila y columna) y agreguemos los cuadrados borrados como primera fila de f(7).
Repitamos el proceso borrando (borrar ganchos y agregar filas). Con esto el objeto creado f(7) = (2m1 — 1,279 — 3,...)
(donde el nimero de partes es tal que su tltima entrada no es 0), es una particion con todas sus partes impares y distintas.
Claramente el proceso es reversible.

T[A[1[1]1
1[2]2]2 [ I[AJaJI]I]1]1]1]1]
Ejemplo: (5,4,4,3,1) — (9,5,3) y graficamente 1[2[3[3] ~ [2]2]2]2]2] O
i[2[3 3[3
1

LiCuidado! El nombre es similar a las particiones de un conjunto pero el sentido es distinto.
20jo, algunos autores llaman py(n) a las particiones en a lo més k partes.
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Una manera alternativa de codificar a - n es como un vector de multiplicidades b € donde b; es igual al nimero de veces
que ¢ aparece como parte de a. Inmedidtamente concluimos las siguientes proposiciones.

Proposicién 31. El nimero de soluciones enteras x de ), ix; =n, con x; > 0 es exactamente p(n).
El nimero de soluciones enteras x de ), ix; =n, con x; >0y >, x; =k es exactamente py(n).

6. Anagramas

En esta seccidon nos interesa estudiar cuantas palabras se pueden obtener al permutar las letras de una palabra dada.

Definicién 20. Sea w € A* una palabra, y a € A un simbolo. Denotamos por |w| al largo de w es decir, el tinico valor k
tal que w € A¥F y por |w]|, al nimero de veces que a aparece en w, es decir |w|, = |[{i € [|w]: w; = a}|.

Definicién 21. Sea w € A*. Llamamos anagrama de w (o permutaciéon de w) a toda palabra w’ que se puede obtener de
w al permutar sus letras, y usamos Per(w) para denotar al conjunto de todas las permutaciones de w. Es decir

Per(w) = {w' € A*: |u'|, = |w|, Va € A}.
Proposicion 32. Para toda palabra w € A*,

|w]!
[Toea lwla!

Daremos dos demostraciones de esta propiedad. Una por induccién y una combinatorial

[Per(w)] =

Demostracion.
(Induccién en |A[)|1] Para |A| < 1, la demostracién es directa, pues Per(w) = {w} y 1 = & = % asf que supongamos
que |A| > 2. Sea a* un simbolo cualquiera de A y sea B = A\ {a*}. Para una palabra v € Per(w), llamemos v’ € B* a

la subpalabra de v obtenida al borrar las apariciones de a*, y o(v) € (lgﬁ‘]) al conjunto de posiciones j tal que v; = a*.
La asignacién v — (v, 0(v)) es una biyeccién entre Per(w) y Per(w') x (‘!le

tenemos que

l) Usando principio del producto e inducciéon

‘ a

|Per(w)| = & ( [wl ) — T |w'|! Jw|! _ Jw]|!

HaEB [w']q! |w]q wcB [w'lo  |w'[!wlg! HaeA [wla!”

(Demostracion combinatorial),
Colguemos a cada letra a de w un indice 7 que representando el nimero de apariciéon de la letra a en w. Mas formalmente,
para todo k € [|w|] sea (k) = (a,j) donde la j-ésima aparicién de a en la palabra w se encuentra en la k-ésima posicién
de w. Con esto, P := ¢([|w]]) es un conjunto de |w| pares ordenados distintos.
Considere la funciéon

¢: Pl Per(w) x H [|w|a]%

acA
dada por
e((v1,81)(v2,72) -+ (V| ) = (v, (Sa)aca)

donde v = v1v2...v)y|, Y para cada a € A, s, es la subpalabra de iyiz .. .4, obtenida al quedarse solo con los i; tales
que v; = a. Esta funcién es biyectiva y prueba que

w|t = [ Pl = [Per(w)| TT [[w]a] ] = [Per(w)| T wla! O
acA acA

La expresion calculada en la proposicién anterior aparece con relativa frecuencia, por lo cual recibe una notacién especial.

Definicién 22. Si (nq,ng,...,ny) es una composicién débil de n € N, definimos

< n > n!
ni,no,...,Ng H?:l n;!

La proposiciéon anterior indica que ( es exactamente el nimero de anagramas de una palabra con n; simbolos

de tipo 1.

7L177L2,...77Lk)
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Clase 3

1. Particiones de un conjunto

Definicién 23. Una secuencia (Aq,..., Ax) de conjuntos no vacios y disjuntos par a par tal que Ule A; = A se conoce
como particion ordenada de A"

Las partes de una particién se conocen como bloques.

Definicién 24. A cada particién ordenada IT = (Ay,..., Ax) de A en k bloques le asociamos la composicién z de |A| en
k partes que satisface x; = |A;|, para i € [k].

Proposicién 33. Sea ¢ = (c1,...,cx) una composicion de [n]. El nidmero de particiones ordenadas (A1, ..., Ax) de [n]
asociadas a la composicion c es igual a
( . )
Cly...,Ck

Demostracion. Basta notar que cada particién ordenada descrita se puede codificar de manera tinica como una permutacion
w de la palabra 1°12° - ..k, donde w; € [k] representa el tinico indice tal que j € A,,. O

Definicién 25. Un conjunto {A;,..., Ay} formado por conjuntos no vacios y disjuntos par a par tal que Ule A=A
se conoce como particion (no ordenada) de A.

Definicién 26. A cada particién no ordenada P = {Ay,..., Ay} de A en k bloques le asociamos la particién (entera) x
de |A| que codifica los tamafios (ordenados de mayor a menor) de los bloques de P. Adem4s, si m; denota el nimero de
bloques de tamano i en P (es decir, (m;);en es el vector de multiplicidades de ), diremos que P tiene tipo m = (m;);en.

Proposicién 34. Seaa = (ay,...,a) una particion den y sea m = (m;);en su vector de multiplicidades (es decir, nidmero
de veces que aparece i en a). El nimero de particiones de [n] de tipo m (o equivalentemente, el nimero de particiones de

[n] asociadas a la particion a) es
( n ) 1
aiy...,a) mil---my!

Demostracion. Hay ( formas de elegir una particién ordenada de [n], (es decir, la parte i tiene a; elementos). Sin

n
alvwaak)
embargo si reordenamos las partes que tienen el mismo tamafo obtenemos la misma particién de [n]. O

Estudiemos un poco mas las particiones.
Definicién 27. Denotemos por P(n, k) al conjunto de todas las particiones no ordenadas de [n] en k bloques no vacios.

Definiciéon 28. Numeros de Stirling del segundo tipo. Los valores S(n, k) = |P(n, k)| se conocen como nimeros de
Stirling del segundo tipo?.

Calcular estos niimeros no es una tarea directa. Algunos casos son simples:
Observacién 10. Se cumple que:

1. Para todon € N, S(n,n) = 1.

INotar la similitud entre particién ordenada de [n] y composicién de n.
2Esta cantidad también se denota en algunos libros como {Z}

16
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2. Para n,k >0, S(n,0) = 5(0,k) = 0.
3. Para todo k > n, S(n,k) = 0.
4. Para todon > 1, S(n,n—1) =n.

1
Proposicién 35. Los nimeros (- S(n, k) )n7k20 estan definidos por la siguiente recurrencia:
Vk,n>1: S(n,k)=kS(n—1,k)+S(n—1,k—1).
con valores de borde, S(0,0) =1, S(n,0) = S(0,k) =0 para n,k > 1.

Demostracion. Sea A el conjunto de las particiones de P(n, k) donde {n} es un bloque en si mismo y B = P(n, k) \ A.
Claramente A estd en biyeccién con P(n — 1,k — 1) (borrando el bloque {n}). Ademas, hay una funcién k a 1 desde B
hasta P(n,k + 1) (dada por la operacién “borrar n de su bloque”). O

La siguiente propiedad relaciona las particiones no ordenadas con las particiones ordenadas
Proposicién 36. El nimero de particiones ordenadas de n en k blogques es k!'S(n, k).

Demostracion. Cada particién ordenada de [n] en k bloques se obtiene tomando una particién (normal) en P(n, k) y luego
ordenando las k partes. O

En particular, concluimos la siguiente importante propiedad:
Proposicién 37. El ndmero de funciones sobreyectivas de [n] — [k] es k!S(n, k).

Demostracién. Cada funcién f sobreyectiva se puede ver como (f~1(1),..., f1(k)) que es una particién ordenada de [n]
en k bloques. O

Discutamos un poco més las particiones de [n].

Definicién 29. Llamamos B(n) al ntimero total de particiones de [n]. Los niimeros (B(n)),en se conocen como nimeros
de Bell

Tenemos B(0) =1y B(n) =Y ,_,S(n, k). La siguiente proposicién nos da otra recurrencia para calcular B(n).

Proposicién 38. Los nimeros B(n),>o estan definidos por la siguiente recurrencia:

¥n>1: B(n)— S (”; 1)B(/f).

k=0

con valor de borde B(0) = 1.

Demostraciéon. Propuesta. O

Formas de barajar un mazo

Tenemos un mazo ordenado con n cartas distintas (mazo es [n]). Realicemos el siguiente proceso tomemos la primera carta
de la baraja y ubiquémosla en una posicién al azar (uniformemente) dentro del mazo (notar que con probabilidad 1/n
el mazo queda ordenado). Repitamos el proceso anterior ¢ veces. ;Cudl es la probabilidad que el mazo resultante quede
ordenado?

Para entender un poco la respuesta, codifiquemos los experimentos al revés del siguiente modo. Pensemos que el tiempo
va hacia atras y que partimos del mazo ordenado. En cada jugada tomamos una carta del mazo y la ubicamos al principio
del mazo. Llamemos s; a la etiqueta (la cara) de la carta que es movida hacia el principio en el i-ésimo paso.

Por ejemplo, sin =4y la s = (2,1,2,3) entonces la secuencia de mazos es la siguiente

1234 mazo ordenado

2134 s; =2
1234 sy =1
2134 s3=2

3214 54 =3
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; Cuantas secuencias s dejan el mazo ordenado?

Notamos que cada secuencia s define naturalmente una particién ¢(s) de [t] tomando como conjuntos (sin etiquetar)
aquellos indices donde se levantan cartas iguales. Por ejemplo, tanto (2,1,2,3) como (3,1,3,2) definen la particién
{1,3},{2},{4}, (4,4,4,4) define la particién {1,2,3,}, etc.

Si llamamos P(t, < n) al conjunto de particiones de [t] en a lo més n partes, la funcién anterior mapea secuencias de [n]
en particiones en P (¢, < n) pero no de manera inyectiva.

Veamos que si restringimos esta funcion a aquellas secuencias que dejan el mapa ordenado, entonces la funcién es biyectiva.
Es decir |{Secuencias de largo ¢t que dejan el mazo ordenado}| = |P(t, < n)]|.

En efecto, tomemos una particiéon no ordenada @ de [t] en a lo més n partes. Notemos que para que el mazo quede
ordenado, la dltima carta levantada (la t-ésima) debe ser un 1. En particular la parte z; de @ que contiene a t debe
provenir de un 1. Creemos entonces la secuencia s(Q)) que contiene 1 en los indices de 7. Notemos ahora que la dltima
carta levantada que no estd en x; debe ser un 2. De aqui deducimos que la parte xo que contiene al indice mayor que
no estd en x; debe provenir con un 2. Por lo tanto en s(Q) los indices de z2 deben tener un 2. Sucesivamente notamos

t

que la Ultima carta levantada que no estd en Ule x; debe ser un k + 1, por lo que podemos definir x;; como la parte

que contiene al mayor indice que no estd en Ule x;. Una vez que todas las partes estén etiquetadas, concluimos que la
secuencia s(Q)) que contiene i en los indices de x; es la Unica secuencia s que ordena el mazo tal que ¢(s) = Q.
Concluimos que el nimero de secuencias de largo ¢ que ordenan el mazo es igual a Y. S(t,1), y en particular la
probabilidad de que una secuencia al azar de largo n ordene el mazo es B(n)/n".

Definicién 30. Llamamos T'(n) al niimero total de particiones ordenadas de [n]. Los nimeros (T(n)),en se conocen como
nimeros ordenados de Bell o niimeros de Fubini.

Observamos que

T(n) = i ElS(n, k).
k=0

Resultados de una carrera con empates

(De cudntas formas puede terminar una carrera de n caballos si pueden haber empates (varios que llegan al mismo
tiempo)?

Exactamente de T'(n) maneras (nimero de Fubini).
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Clase 4

1. Las doce formas de repartir n pelotas en k cajas.

Queremos estudiar las maneras de repartir n pelotas en k cajas. Lo que hace el problema interesante es si las pelotas son
todas iguales o no (distinguibles o indistinguibles), si las cajas son distinguibles o indistinguibles, y si imponemos alguna
condicién sobre la asignacién. Las tres condiciones més interesantes son si la asignacion es libre (irrestricta), sobreyectiva
(en cada caja hay al menos una pelota) o inyectiva (en cada caja hay a lo més una pelota).

Con lo que llevamos estudiado en el curso podemos llenar la siguiente tabla.

Libre Pelotas distintas Pelotas iguales
Cajas distintas k™ weom(n, k) = ((fl)) = (”+s_1)
(k-secuencias de [n], funciones) (composiciones débiles de n en k partes)
Cajas iguales Zf:o S(n,1) Zf:o pi(n)
(particiones de [n] en a lo més k bloques) | (particiones de n en a lo més k partes)
Sobreyectiva Pelotas distintas Pelotas iguales
Cajas distintas S(n, k)k! com(n, k) = (~})
(funciones sobreyectivas) (composiciones de n en k partes)
Cajas iguales S(n, k) pr(n)
particiones de [n] en oques particiones de n en k partes
tici d k bl tici d k t
Inyectiva Pelotas distintas Pelotas iguales
Cajas distintas k™ (ﬁ)
(funciones inyectivas) (elegir las n cajas con 1 pelota)
Cajas iguales [n < k] [n < K]
(todas son iguales) (todas son iguales)

Observaciéon 11. Muchas de las expresiones anteriores se simplifican cuando n = k.

Libre Pelotas distintas | Pelotas iguales
Cajas distintas n" (an—1)
Cajas iguales B(n) p(n)

Inyectiva=Sobreyectiva | Pelotas distintas | Pelotas iguales
Cajas distintas n! 1
Cajas iguales 1 1

También tiene sentido hacerse otras preguntas. Las siguientes quedan propuestas (en cada una hay que considerar los 4
casos de distinguibilidad).

{Cudntas formas de repartir n pelotas en (un ntimero arbitrario) de cajas de manera sobreyectiva?

;Cudntas formas de repartir (un ntimero arbitrario) de pelotas en k cajas de manera inyectiva?
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2. Permutaciones y ciclos

En esta seccién estudiaremos un poco mds las permutaciones de [n].
Definicién 31. Decimos que (a1, as,...,ax) es un ciclo de 7 € S, si 7w(a1) = ag, w(az) = as,..., w(ag) = a1.

Sea m € S,,. Es facil ver que cada elemento i € [n] pertenece a exactamente un ciclo de . Esta observacién nos dice que
cada permutacién esta definida por sus ciclos.

Definicién 32. Las permutaciones de S,, que contienen un solo ciclo se conocen como permutaciones circulares
Proposicién 39. Sea n > 1. El nidmero de permutaciones circulares de Sy, es (n — 1)!.
Demostracion. Sea C(n,1) el conjunto de todas las permutaciones circulares de S,,. Consideremos la funcién
v: S, — C(n,1)
o(m) = (m1,...,7Tp)

La funcién ¢ no es inyectiva. Notamos que para cada (1) := (71,...,7,) € C(n, 1), las inicas palabras m tal que () es igual
a 7 son rotaciones de la palabra 71 ... 7,. De aqui se concluye que |¢~((7))| = n, y usando que S,, = Umecmn o (1))
se deduce que n! = |C(n,1)|n, es decir, |C(n,1)| = (n — 1)L O

Consideremos ahora el siguiente problema: Sean cq,co,...,c, nimeros naturales. ;De cuantas formas podemos ubicar
n = Zle ic; personas en c¢; mesas redondas para 1 persona, co mesas redondas para dos personas, etc.; donde dos
configuraciones se consideran iguales si en ambas configuraciones cada persona tiene el mismo vecino a su derecha y el
mismo vecino a la izquierda? En el lenguaje de permutaciones, lo que estamos preguntando es cuantas permutaciones
tienen exactamente ¢; ciclos de tamafio ¢ para cada i € [n].

Definicién 33. El tipo de una permutacién m € S, es el vector (my, ..., m,) donde m; es la cantidad de ciclos de tamafio
i en T.
Notar que directamente se tiene que

n
E im; = n.
i=1

Proposicién 40. El nimero de permutaciones de tipo m = (mq,...,my) €s

n! 1

ml'mn' 1mi9mz ... nmn ’

Demostracion. Daremos dos demostraciones de este hecho. Sea S(m) el conjunto de permutaciones de tipo m. En la
primera demostracién codificamos cada permutacién 7 como

= (%) o () () e (k) oo (kg ey k) oo (g ey ), (4.1)
———

m1 mao Mn

donde los paréntesis codifican los ciclos de 7. Si reemplazamos los asteriscos por una palabra w € S,, = ([n]), obtenemos
una permutacién ¢(w) con el tipo deseado. Sin embargo cada permutacién puede provenir de varias palabras. De esta

forma
Sn = U 9071 (7T) :
TeS(m)

Calculemos |¢~!(7)|. Notemos que si permutamos los ciclos de largo i de w entre si obtenemos la misma permutacién.
Esta operacién se puede hacer de mq!ms!...m,! maneras. Finalmente, podemos rotar cada ciclo individual decidiendo
quien es su primer elemento (1325) = (3251) = (2513) = (5132). Esto se puede hacer para cada ciclo de largo i de i
maneras. Esto muestra que [~ 1(7)| = (mqlma! -+ my,!) - 1mM12m2 ... pMn,

De la férmula arriba se obtiene que n! = (mq!lma!---my,!) - 1™12m2 ... p™Mn . |S(m)|, lo que prueba lo pedido.

En la segunda demostracién notamos que cada permutacién de tipo m se puede obtener seleccionando primero una
particién de tipo m y luego eligiendo una permutacién circular de cada uno de sus bloques. Sea a = (a1,...,a;) la
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particién de n asociada al vector de multiplicidades m, es decir a; es el tamano del bloque mas grande, as es el siguiente
y asi sucesivamente. Lo anterior nos dice que

n 1
—_— " —1)!... — 1)
(ah...,ak) mq!---my,! (al ) (ak )

! 1 ! 1
- " - n . O

mll...mn!al...ak ml!...mn!1m12m2...nmn

|S(m)]

Estudiemos un poco més las permutaciones con un niimero fijo de ciclos.
Definicién 34. Sea C(n, k) el conjunto de permutaciones de [n] con k ciclos.

Definicién 35. Ntumeros de Stirling sin signo.

Llamamos [Z] (algunos autores usan c(n,k)) al conjunto de permutaciones en S, con exactamente k ciclos. La familia

([Z])n e S€ conoce como nimeros de Stirling sin signo.
Definicién 36. Nimeros de Stirling del primer tipo. Los valores s(n,k) = (—1)""*[}] se conocen como nimeros
de Stirling del primer tipo.

Al igual que con los nimeros de Stirling del segundo tipo, estos niimeros no son necesariamente simples de calcular.
Observacién 12. Se cumple que:

1. Para todo n € N, [Z] =1

2. Para n,k > 0, [8] = [I(ﬂ =0.
3. Para todo k > n, [Z] = 0.

4. Para todon > 1, [ " ] = (Z)

n—1

La siguiente recurrencia define los niimeros de Stirling sin signo.

Proposicién 41. Los nimeros ( [Z] In.k>0 estan definidos por la siguiente recurrencia:
n—1 n—1
-1
] A R

con valores de borde, [8} =1, [g] = Dﬂ =0 para n,k > 1.

n
Vn,k>1:
iz [}

Demostracion. Sea A el conjunto de de permutaciones en C(n + 1,k 4+ 1) donde n + 1 es un ciclo en si mismo y B =
Cn+1,k+1)\ A

Para cada permutacién 7w € C(n+ 1,k + 1), definamos ¢(7) como la permutacién obtenida de eliminar el simbolo n + 1 del
ciclo en el que esta. Notemos que () tiene k ciclos (si 7 € A) o k+1 ciclos (si 7 € B). Es fécil ver que ¢: A — C(n, k) es
biyectiva. Por otro lado, cada 7 € C(n, k + 1) puede provenir de varias permutaciones en C(n+ 1,k +1). ;De cudntas? Si 7
estd escrita como una lista de ciclos en orden entonces podemos insertar n + 1 en n lugares: justo antes de cada simbolo.
De aqui se tiene que ¢: B — C(n,k + 1) es una funcién n a 1 (i.e. [¢~1(7)| = n). Con esto [C(n+ 1,k +1)| = |A| + |B| =
IC(n, k)| + n|C(n, k + 1)]. O
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Clase 5

1. Principio de Inclusién-Exclusion

El principio de Inclusiéon-Exclusién es una extension del principio de la suma aplicado a conjuntos que no son necesariamente
disjuntos. En lo que sigue sean Aj,..., A, una secuencia de conjuntos finito. Para todo I C [n], llamemos Aj al conjunto
;e Ai, donde interpretamos Ay como [J;'_; A;.

Teorema 42 (Principio de Inclusién-Exclusién).
0= (=14l
ICn]

En particular,

Jail= >, pli+tayl

i=1 0#1C[n]
=|A1|+- -+ |An] = A1 NAg| — - — A1 DAL+ A1 N AN Az + ...
Demostracion. Probaremos algo un poco mas general. Veamos que para todo x,
0="> (-)"[z e A
IC[n]

Si sumamos la expresion anterior sobre todos los posibles z € Ay tendremos la igualdad que queremos probar. Sea z
elemento cualquiera, y sea I(x) = {i € [n]: z € A;} los indices de los conjuntos que contienen a x. Notar que para I # (),
x € Ay siy solosi I C I(z). Con esto tenemos que la expresién de la derecha es

D"z edl+ > (DI CI@]=re A+ Y (-1

0CIC[n] ODAICI(z)

|1()]

=[zed]-1+> > (-
=0 1e("P)
()]

(I

=[zedg] -1+ ) (-1) ( g@)

7=0

=[xz e Ag] —1+ (-1 4+ D@1

donde la ultima igualdad viene del teorema del binomio.
Para concluir, notamos que si z € Ay, entonces I(z) # 0 y luego la expresion de arriba se evaliia a 1 — 1+ 0 = 0. Por otro
lado, si « ¢ Ay entonces 01/(®) = 0 = 1 y luego la expresién de arriba se evalaa 0 —1+1 = 0. O

Es facil extender la demostracién anterior a contextos méas generales como lo muestra las siguientes proposiciones.

Proposicién 43. Sean Ai,..., A, conjuntos finitos y w: X = U;_, A; = G, donde (G,+) es un grupo abeliano. Para
todo Y C X, llame w(Y') = ) oy w(x) donde la suma es la operacion de G. Entonces:

w((JA) = > ()" lw(A),

i=1 0+£IC[n]

donde para todo g € G, (—1)g = —g es el inverso aditivo de g en G.
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Proposiciéon 44. Sean Aq,..., A, eventos en un espacio de probabilidad, luego

n

Pr(lJA) = > (—)"*HPr(4)).
i=1 0#IC[n]

Demostracion de las proposiciones 43 y 44. Anteriormente demostramos que

0=> (-)"[z e A (5.1)

IC(n]

donde Ay = X. Para todo x € X, el lado izquierdo vale 0. Luego, podemos multiplicar por w(z) para = € X, la igualdad
anterior. Sumando sobre x € X se tiene

0=2 2 (DMleeAfue) =3 D"} [reddu@ =D D" w4,

z€X IC[n] I1C[n] z€X IC[n] zeX

lo que concluye la demostraciéon de la primera proposicién.
Para la segunda proposicién basta integrar (5.1) sobre todo x en Ay.

0= > (-n"'Pr(4y). O

IC[n]
Veamos un ejemplo de uso del Principio de Inclusién y Exclusion (PIE).

Ejercicio resuelto 45. Sean pi,...,px primos y n € N. Contar el conjunto de elementos menores que n que no son
multiplos de ningin p;.

Definamos A; como el conjunto de multiplos de p; en [n]. Luego lo pedido es exactamente n — |Uie[k] Apg|. Aplicando el
PIE tenemos que esto es igual a

ne 2 DA =0t 3 ([

IC[K] OAIC[k]
Por ejemplo si queremos contar los elementos menores que 10000 que no son multiplos de 2, 3 ni 5 obtenemos

10000 — [10000/2] — [10000/3]|10000/5] -+ | 10000/6] + | 10000/10] + |10000/15| — |10000/30]
= 10000 — 5000 — 3333 — 2000 -+ 1666 + 1000 + 666 — 333 = 2666.

Un corolario simpético es que si llamamos f(n;p1,...,pxr) como la proporcién de elementos en [n] que no son multiplos
de p; satisface

k
i flipep) =1+ 3 (- D o0 | - | R | ((EE
i€l It

O£IC[k IC[k] i€l pi ielk]\I i=1

Notemos que si n es suficientemente grande y elegimos un ntimero ¢ € [n] uniformemente al azar, la probabilidad de que ese
nimero no sea miultiplo de p; es esencialmente 1—1/p;. La férmula recién descrita nos dice que los eventos “no ser mltiplo
de p;” son esencialmente independientes. Por otro lado, notemos que el estimado es bastante 1til incluso para valores
relativamente pequefios de n. Por ejemplo para el caso de (2, 3,5) tenemos que la proporcién es 5 - 5 -5 = 1% = 0,2666. ..
Como se ve del ejemplo anterior, muchas veces lo que deseamos es contar los objetos que NO pertenecen a la unién de

ciertos conjuntos, por lo cual la siguiente version del P.I.E. aparece con frecuencia.

Proposicién 46. Sean Aq,..., A, subconjuntos finitos de un universo F. Entonces

A5 nAg =B+ Y (-4
0+£ICn]

Demostracion. Basta notar que A{N---NAS = (A4, U...A4,)°=FE\ U, 4;, y usar el P.LE. O
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Veamos otra aplicacion del P.I.LE: una férmula exacta para los nimeros de Stirling del segundo tipo.

Proposicién 47.
1o~ [k A
S(n,k) = > <Z) (1) (k — i)™
T =0

Demostracion. Recordemos que k!S(n, k) es la cantidad de funciones sobreyectivas de [n] a [k]. Llamemos A; al conjunto
de funciones f de [n] a [k] tal que f~'(i) = 0. Con esto k!lS(n,k) = k™ — |J;_, A;|. Al igual que en el caso anterior
llamemos A; = (,c; A;. En este caso A; es el conjunto de funciones f: [n] — [k] tal que ningin elemento de I tiene
preimagen. Es decir Ay son las funciones de [n] — [k] \ I y luego |Ar| = (k — |I|)™. El P.I.LE. nos dice que

k!S(n,k):kwi > (=14

i=1 1 (")
=k" + i: (f) (=1)i(k — )" = é (]:) (—1)H(k —4)". O

Otra consecuencia interesante es el siguiente resultado.

Desarreglos: Son las permutaciones tal que 7 (i) # i para todo i. ;Cudntos desarreglos hay en §,,7 Llamemos D,, a dicha
cantidad.

Llamemos @Q; = {z € S,,: z; = i}. Entonces lo que queremos contar es ||J;_, Q5| donde el complemento es respecto a
Sn. Sea Qr = [;; Qi- Luego Qr son las permutaciones que dejan fijas los elementos de I y dejan libres el resto. Hay
exactamente (n — |I|)! de esas.

Luego,

Curiosamente, notamos que la fraccién D, /|S, | es una secuencia convergente y su limite cuando n tiende a infinito es igual

a Zi>0(—1)i%! = e~ ! lo que dice que la probabilidad de que al tomar una permutacién al azar, esta sea un desarreglo

tiende a 1/e ~ 0,3678

2. Sumas alternantes. Método de DIE

El método de la involucién con signo, también llamado método DIE permite probar identidades de la forma

> (=DFax = b,

k=0

DIE es un acrénimo para descripcion, involucién excepcion. También se conoce como método de la involucién con signo.
La idea general es la siguiente.

(D) Describir un conjunto de objetos que sean contados por la suma si ignoramos el signo.

(I) Encontrar una involucién (biyeccién autoinversa) entre los objetos contados positivamente y aquellos contados ne-
gativamente. En otras palabras encontrar un emparejamiento entre objetos positivos y objetos negativos. Si no se
puede encontrar esta involucién, encontrar una que empareje la mayor cantidad de objetos posibles. Los objetos
emparejados no aportan a la suma.

(E) Los objetos no emparejados son excepciones. Estos se cuentan por separado (respetando su signo).

Demos un par de ejemplos
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Ejemplo 48. Calcule:

)

A pesar de que el lado derecho es una expresién conocida (jTeorema del Binomio!) es un excelente ejemplo para probar el
método:

(D) La cantidad >;_ (}) cuenta los subconjuntos de [n], donde (}) corresponde a los conjuntos de tamao k.

(I) La idea es encontrar una involucién entre conjuntos con k par y aquellos con k impar. Basta tomar la funcién
X — XA{1} como involucién.

(E) La tnica excepcion es si 1 € [n]. Es decir, si n = 0. En este caso, la involucién anterior no esté definida. Cuando
n = 0, la suma Ag vale 1.

Con esto Ekpar (Z) - Zkimpar (Z) = [[n = 0]]'

Ejemplo 49. Calcule para 0 < m < n

s -5 ()1

(D) El término (}) (7’;) cuenta las maneras de elegir algunos (k) elementos de [n] y luego destacar exactamente m de
ellos. En otras palabras cuenta los pares ordenados (X,Y) tal que ) € X CY Cn, con |X|=m (su signo depende
de la paridad de k := |Y])

(I) Queremos mandar X C Y, a X’ CY’ donde |Y’| tiene distinta paridad que |Y|. Una forma de hacerlo es igual que
antes tomar (X,Y) — (X,YA{a}) donde a es el elemento més pequeilo de [n] que no estd en X.

(E) La involucién anterior funciona excepto si a no existe. En dicho caso, |X| = n y luego necesitamos que m = n.
Luego, la suma tiene un solo elemento de valor (—1).

Por lo tanto, B(n,m) = (—=1)"[n > m > 0].

C(n,m) = ki_o(‘l)k(Z) ((:”L))

(D) El término (Z) ((:fb)) cuenta las maneras de elegir k personas de entre n y luego que estas k personas reciban m votos
en total (algunas personas pueden recibir 0, 2 o mas). En otras palabras estamos eligiendo un conjunto B de tamartio
k y luego un multiconjunto A de B, de tamafo m.

Ejemplo 50. Calcule para 0 < m <n

(I) Sea (A, B) el par multiconjunto, conjunto. Tomemos a el elemento mds pequefio de [n] que no estd en A, luego
usemos el mapa (A, B) — (A, BA{z}). Esto es una involucién

(E) Lo anterior estd definido excepto para aquellos pares (A, B) donde B = [n] y ademés A contiene al menos una
copia de cada elemento de B. Estos se cuentan aparte. Hay exactamente ((mﬁn)) maneras de elegir pares (A, B) que
satisfagan esto.

Con esto tenemos que C(n,m) = (—=1)"((,,".))-

m—n

Veamos un ultimo ejemplo (dado en auxiliar)

Ejemplo 51. Calcule
S fen (-1
k=1

donde f,, es el n-esimo ntimero de Fibonacci.
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Recordemos que f;, es el nimero de formas de cubrir con dominos y monominos un tablero de largo n — 1. Para fijar ideas,
escribamos t,_1 en vez de f,. Luego la suma es
n
k+1
> k(1)
k=1

(D) ti cuenta formas de cubrir con dominos y monominos un tablero de largo k.

(I) Consideremos el tablero obtenido al cambiar la ultima ficha: si esta es un domino por un monomino y viceversa (esto
cambia el largo en 1).

(D) Lo anterior se puede hacer excepto si k¥ = n y la ultima ficha es un monomino, ya que el tablero resultante tiene

largo n + 1. Hay exactamente t,,_1 excepciones, todas con signo (—1)".

Luego la suma vale (—1)"t,—1 = (=1)" f,
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Clase 6

1. Polinomios y series formales.

Normalmente podemos codificar un problema de conteo parametrizado por un nimero natural, mediante una sucesién.
Por ejemplo, las siguientes sucesiones, a, b y ¢ son las sucesiones asociadas a la cardinalidad de [n], al nimero de
permutaciones de [n] y al nimero de subconjuntos de tamafio n de un conjunto fijo de tamafio 3:

a=1(0,1,2,3,...,n,...) ap =M,
b=(1,1,2,6,...,nl,...) b, = nl,

c=1(1,3,3,1,0,...) cn:@).

En el caso que una sucesion tenga sé6lo un niimero finito de valores no nulos, es costumbre cortar la sucesion en el dltimo
término distinto de 0. En este caso decimos que la sucesién es finita. Por ejemplo, la sucesion ¢ definida antes se escribe
c=(1,3,3,1). La sucesién constante igual a 0, se puede escribir como (0) o como (). En este caso decimos que ¢ es una
sucesién finita.

Definicién 37. El conjunto de todas las sucesiones es CN = {a: N — C}. El conjunto de todas las sucesiones finitas es
Cr=C'udZ, ClMU{0} El grado! de una sucesién a € CN es el maximo n tal que a, # 0. Si a no es finita entonces
decimos que tiene grado infinito. Denotamos el grado de a como deg(a). El grado de la sucesiéon 0 € C° se define como
—00.

A toda sucesion s de grado k < +oo le podemos asociar un polinomio a coeficientes complejos, Fs(z) = Zf:o s;zt de
grado k (usando la notacién estdndar de grado de polinomio donde el grado del polinomio 0 es —oco y el grado de un
polinomio no nulo es la mayor potencia de x que aparece con coeficiente no nulo). Por ejemplo la sucesién ¢ = (1,3,3,1)
de grado 3 se puede identificar con el polinomio 1 + 3z + 322 + 22, el que podemos escribir compactamente usando el
producto estdndar de polinomios como (1 + z)?. Extendemos esta notacién a secuencias infinitas de la siguiente manera.

Definicién 38. (Funcién generatriz ordinaria). Dada una variable indeterminada x, y una sucesién a € CY, llamamos
funcién generatriz ordinaria (FGO) asociada a a a la serie formal

F,(x) = Zana:".

n>0
También escribiremos FGO(a)=F,(x)

Definicién 39. Denotamos por Cl[z]] al conjunto de FGO a coeficientes complejos, con indeterminada x y por Clx] al
conjunto de FGO de sucesiones finitas. Los objetos en C[[z]] se llaman series formales. Los objetos en C[z] se llaman
polinomios formales

Notamos que por definicién C[z] C C[[z]]. Una advertencia importante. Las series formales estdn definida como un
concepto algebraico (abstracto), no como un concepto analitico donde tenga sentido evaluar. Por ejemplo, para la sucesién
b definida al principio del capitulo, Fy(x) = > ynlz". Esta expresién, vista como funcién de C en C sélo converge si
x=0: F(0)=1.

Lo mismo pasa con la expresién G(x) = > n(2n)!z". Es decir, F, y G son iguales como funciones pero nosotros las
consideraremos como objetos distintos pues tienen distintos coeficientes.

La siguiente notacién sera util para aclarar esto.

I Esta definicién no es estdndar, pero su uso se justifica en el siguiente parrafo.
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Definicién 40. Dada una serie formal F(z) € C[[z]] y un ntimero k € N, denotamos por [2*]F(x) al coeficiente asociado

a .’I)k.

Por ejemplo, si F(z) es la FGO de la secuencia f, entonces [z*]F(z) = f.
Definicién 41. Dos elementos F, G € C[[z]] son iguales si y solo si [z*]F(z) = [z*]G[z] para todo k € N.

Definicién 42. La sucesién asociada a F' € C[[z]] es la sucesién s(F) = ([#*]F(z))ren € CN. Es decir, la tnica sucesién
tal que F' es FGO de s.

Definicién 43. A pesar que no evaluaremos simbélicamente F(x), denotamos por conveniencia F(0) = [2°]F(z).

En otras palabras (hasta ahora) una FGO no es mds que otra forma de expresar sucesiones. Desde el punto de vista de
la combinatoria, las series formales mas interesantes son las FGO de secuencias asociadas a las secuencias que cuentan la
cardinalidad de familias de conjuntos (en particular, todos los coeficientes son nimeros naturales).

Como ya dijimos, normalmente no veremos las series formales como funciones sino como objetos abstractos sobre los cuales
podemos hacer ciertas operaciones.

Definicién 44. (Operaciones sobre sucesiones y series formales) Las siguientes operaciones unarias y binarias se
definen en CY y en CJ[[z]]. Sean a y b en CV, y sus FGO asociadas A(z) y B(z). Sea ademés A € C.

Operacién En secuencias En FGO
Suma (a+b)n =an+0by, (A+B)(x) =>,>0(an + by)z™.
Ponderacién (Aa)n = Aap M(z) =Y, 50 Aaza”
Convolucién/Producto | (a-b), =Y p_g axbn—i | (AB)(@) =3, w0 O heo @kbn_k) 2"
Escalamiento —— A(Mz) =3, 50 anAmz™.

Las operaciones de suma y producto en convierten a C[[z]] en un anillo conmutativo con unidad (el neutro del producto
es el polinomio/serie 1) llamado el anillo de series formales. Similarmente C[z] es el anillo de polinomios formales. No solo
eso, el hecho que exista ponderacién, hace de C[[x]] y C[x] dos espacios vectoriales sobre C.

Comentario 52. Es posible definir polinomios y series sobre cualquier anillo conmutativo con unidad R. El conjunto
resultante no es un espacio vectorial necesariamente (para esto necesitamos que R sea un cuerpo), sino que solo anillos,
llamados R[x] y R[[z]]. Sus elementos son de la forma p(z) = >, -, a,x™ con a, € R. Al igual que antes, dos series son
iguales si y solo si todos sus coeficientes son iguales.

Antes de estudiar el anillo de series formales C[[x]] nos detendremos en el anillo de polinomios formales C[z].

Este anillo es particularmente agradable pues tenemos el siguiente operador de evaluacién (podemos evaluar polinomios
en complejos).

Para P(z) € C[z] polinomio de grado n con secuencia de coeficientes dada por p, podemos definir la funcién P: C — C
dada por

n
P(c) = Zpici.
i=0

Una propiedad importante que usaremos (sin demostrar) de algebra lineal es la siguiente:

Proposicién 53. Dos polinomios P(xz) y Q(x) son iguales (en Clz]) si y solo si P y Q son iguales como funciones de C
en C. Mds atin, si P(x) y Q(z) son de grado n, ellos son iguales (en Clx]) si y solo si como funciones P y Q coinciden
en al menos n + 1 puntos distintos.

Antes de terminar la seccién de introducciéon, mencionamos que también podemos definir polinomios y series a varias
variables como C[z,y] C C[[z,y]] o en general Cxy,...,zx] C C[[z1,...,x%]].
En estos anillos las operaciones de suma y producto son analogas al caso univariado y similarmente, dos polinomios son

iguales si y solo si el coeficiente que acompana a cada posible monomio z{" - -- x* son iguales.
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2. Teoremas del binomio y multinomio
Comencemos con un resultado importante.

Proposiciéon 54. Teorema del binomio y del multinomio. Para todo n € N, se tienen las siguientes igualdades de polino-
mios.

(z +y)" zn: (?) 'y

=0

n
(@1 4zt ta) = > ( )ﬁ“ﬁ“'d’“

al,ao,...,a
a€WCOM(n k) N 1702 Ok

Demostracion. Notemos que

n
n ai,,az n i, n—i
x = x s
S () = (D)

a€WCOM(n,2) i=0

por lo que nos basta probar la segunda identidad. En efecto, sea el alfabeto X = {x1,...,z;}. Luego:
(r1 + a2+ +ap)" = Zy1y2~~yn: Z Z oyt apk,
yEXk (al,...,ak)EN’“ yEXk:

Y1y2-yn=ayt -z k

En la segunda suma interpretamos la igualdad y1ya - - -y, = 7' - - - 23 no como igualdad de palabras, sino como igualdad
de producto de variables asociativas y conmutativas (por ejemplo, si los y; y los z; son nimeros naturales entonces la
igualdad es simplemente verificar que los productos en N son iguales).

Ahora bien, notemos quesiy € X*, ey -y, = x{' -z | debemos tener que a1 +ag+- - -+ap = n, i.e.a € WCOM(n, k).
Con esto tenemos que:

(1 4+ @2+ +ap)" = Z xclll...ka.HyeXn;ylyQ...yn:x‘fl...kaH.
a€WCOM(n,k)
Para concluir, notemos que {y € X* : yjyo---y, = it aph} = Per(at - alt) = (al’fb_,ak). O

3. Bases factoriales y niimeros de Stirling

Recordamos que el grado de un polinomio p(z) € C[z] \ {0} es el mayor entero i tal que el coeficiente que acompaiia a x?
es distinto de 0. El grado del polinomio 0 es —oo.

Definicién 45. Definimos los siguientes polinomios de grado k:

Eal

x ok
= (@) =z(z—1)(z—-2)---(x —k+1). (k:) =

o= (@) =z + 1)z +2)---(x+k—1). ((x)) =2

Donde naturalmente definimos 22 = 2° como el polinomio 2% = 1.

Comentario 55. Las definiciones anteriores también tienen sentido en un anillo conmutativo abstracto R. Pero para ello,
necesitamos definir objetos como 1, 2, etc. Aqui 1 := 1g es el neutro multiplicativo de R, 2 = 1 + 1y, y en general para
k € N es la suma de 1 consigo mismo k veces. De este modo, % y 2% estdn bien definidos en la medida que R tenga
unidad. Por otro lado, para que (i) y ((‘Z)) tengan sentido, necesitamos que k! sea invertible. Esto ocurre por ejemplo, si
R es un cuerpo infinito.
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Al evaluar los polinomios recién definidos en nimeros naturales recuperamos los objetos que teniamos antes. Pero ahora
se permite escribir cosas como

( 10)? = (~10)(~9)(~8) = ~720.
+i)2 = 1+)z(zfl)f1‘(i271):0.

k! - 2'%' 2k k|

(=D k-1 (=DF 2k —1)! _ 2k —1

2Rk 2.4 (2k—2) 2Kl 2k-1(k —1)! 4 E )
Proposiciéon 56. Una propiedad interesante que serd usada con cierta frecuencia es la siguiente. Para todo k € N, se
tiene las siguientes igualdades de polinomios en Clz],

( 1/2) 1/2 —3/2)(=5/2)...(<1/2 = (k=1)) (1) (=3)---(1=2k) _(=D*1-3---2k—1)

(- =af = (@ +k—1E

—x T z+k—1
() = ()= ~
Demostracion. Notamos que la segunda serie de igualdades se deduce de la primera dividiendo por k!. Para ver la primera
basta notar que

(—1D)F(—2)k = (~1D)*(—z)(~z —1) ... (~a — (k- 1)) =a(@+1)...(x + k- 1).

y que el lado derecho es, por definicién igual a z* va(z+k— 1)E. O
Recordemos que C[x] es un espacio vectorial sobre C con base canénica {1, z, 2%, ... }. Observamos ademés que {1, 2%, 22, ... 22}
y {1,2%, 2% ..., 2™} son dos bases del espacio generado por {1,z,22,..., "} Una pregunta interesante resulta ser como

expresar los polinomios anteriores en la base canénica de C[x], es decir como hacer un cambio de base.
Sorprendentemente, los niimeros de Stirling que definimos en capitulos anteriores apareceran de manera natural.

Proposicién 57.

k=0

Demostracion. Demostremos esta proposicion por induccion, usando la recurrencia [Z] = (n— 1)[ & ] + [k:l] que se
demostré anteriormente.
Para n = 0, tenemos que [O]x =1 = 29. Por otro lado para n > 0,

n -

Sl S

k=0 -

L e ]
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donde usamos que [Z] =1= [Zﬁ] y que n[ﬁ] =0=(n+1) [n?)_l]- =

La proposicién anterior dice que la matriz de coeficientes asociadas a los niimeros de Stirling sin signo [Z] es la matriz de

cambio de base de la base de factoriales ascendientes a la base de monomios.

Proposicién 58.
n

= Z s(n, k)z*.

k=0

Demostracién. Notemos que 2% = (—1)"(—x)™. Luego, aplicando la proposicién anterior a (—x) obtenemos:

s(n, k)z". O

Lo anterior dice que la matriz de nimeros de Stirling del primer tipo s(n, k) es la matriz de cambio de base de la base de
factoriales descendientes a la base de monomios.

Observacién: Gracias a las proposiciones anteriores tenemos demostraciones alternativas de ciertas igualdades que se
pueden probar combinatorialmente (tomando z = 1):

n

k=0

k=0

Proposicién 59.
n

" = Z S(n, k)zk.

k=0

Demostracion. Esta proposicién se puede probar usando la recurrencia 35 e induccién. En vez de hacer eso, daremos una
demostracién “semicombinatorial”. Probaremos que la igualdad de la propoxicién 59 se tiene para todo x natural. Como
dos polinomios en C[z] que son iguales en infinitos puntos son iguales como polinomios concluimos la igualdad. Notemos
que si x € N,

a" = [[z]"] = [{f: [n] = [2] funcién}|

Z Z [{f: [n] = Y funcién sobreyectiva}

k=0 Yg([i])

I

8
S
n

S
=
O

dop:=Ja=0=) S(a,k)s(k,b)= i S(a, k)s(k,b).

Alternativamente, si tomamos las matrices de n x n, S, = (S(4,§))1<ij<n ¥ Sn = (8(4,7))1<i,j<n entonces S, y s, son
inversas: I, = S, - Sp,.
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Terminamos la clase calculando una serie formal muy interesante

>_=)"

n>0

13 2")" = 2] > TN o

n=0 (Otlwwotm)ENm,Z:;l a;=j

= | WCOM(j,m)| = ((T)) '

Luego
=r-x(6)-
n>0 j>o0 \J
En otras palabras, para m > 1,
—1
(I—z) ™= T g = (n+m )x”.
> () -n ("

O bien, escalando = por —1 y usando que ((:’;)) = (_m)(—l)", concluimos que

> (0 [ > G

n>0 n>0

Esta es una generalizacion del teorema del binomio para exponentes negativos.

Proposiciéon 61. Para todo m € Z:
m
1 m ’I’L'
1+x)" = g <n):c
n>0

La demostracién consiste en notar que S, y s, son las matrices de cambio de base entre {1,x,...,2"} v {1,z,...,x

Clase 6.

n
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Clase 7

Como ya dijimos, normalmente no veremos las series formales como funciones sino como objetos abstractos sobre los cuales
podemos hacer ciertas operaciones.

Definicién 46. (Operaciones sobre sucesiones y series formales) Las siguientes operaciones unarias y binarias se
definen en CY y en C|[[z]]. Sean a y b en CY, y sus FGO asociadas A y B. Sea ademés A € C.

Operacién En secuencias En FGO
Suma (a+b)n =an+0by, (A+ B)(z) =3, 50(an +by)z".
Ponderacién (Aa)n = Aap, AA(z) = 32,50 Aanz”

Convolucién/Producto | (a-b)n = 33 _gaxbn—k | (AB)(x) = 3, 50 O j—o @kbn—k) ="
Escalamiento —— AXz) =" soanAa™.

Observacién 13. La multiplicacién estd definida de modo que las reglas habituales de dlgebra de polinomios se cumplan,
por ejemplo ziz? = 2. Notemos que la suma y multiplicacién de series estdn definidas de tal forma que el coeficiente
que aparece frente a z* en el resultado se obtiene operando una cantidad finita de coeficientes de los dos operandos. Por
esta razon uno puede sumar y multiplicar sin preocuparse de las tipicas preguntas de convergencia absoluta, condicional
o uniforme que son tipicas en calculo y andlisis.

Dadas las operaciones anteriores, tiene sentido definir ciertas secuencias especiales.

Definicién 47.

Llamamos 0 a la secuencia (0) € CY y también a su FGO asociada.
Llamamos 1 a la secuencia (1) € CN y también a su FGO asociada.
Llamamos A a la secuencia (0,1) € CN. Su FGO asociada es Fa(z) = x.
Para A\ € C, llamamos

A= (1,\N2 ),
a la secuencia con (A), = A™.

Proposicién 62. La estructura (C[[z]],+,) es un anillo conmutativo con unidad. Es decir, la suma es asociativa, con-
mutativa, tiene neutro aditivo 0, y todo elemento F tiene inverso —F := (—1)F, el producto es asociativo, conmutativo,
tiene neutro multiplicativo 1, y distribuye sobre la suma.

Ademds, no hay divisores de 0 (si F(xz)G(x) = 0 entonces F'(z) =0 o G(x) = 0) por lo cual, en particular hay cancelacién:
st F(x)G(x) = F(xz)H(x) entonces G(x) = H(x), sin importar si F(x) tiene o no inverso.

(Cl[z]], +) es un espacio vectorial sobre C (es decir, la ponderacién por escalar es compatible con el producto, y también
distribuye sobre la suma). Gracias a esto (C[[z]],+,) es un dlgebra sobre C.

Demostracion. Propuesta como ejercicio. 0
Veamos una caracterizacién de los elementos invertibles de C[[z]].
Proposicién 63. F(x)~! existe si y solo si F(0) # 0.

Demostracion. Sean F' = FGO(a), G = FGO(b) para a,b € S, tales que F(z)G(x) = 1. Entonces, agby = 1, y para todo
n>1, 37 akby— = 0. De aqui se tiene que by = 1/ag y que b, = ;—01 S ohe i akbn_p. O
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Cuando F(x)~! existe, la escribimos como 1/F(x) sin problemas. También lo hacemos para la sucesién asociada.
La primera serie de potencia cuyo inverso conviene recordar es la FGO de (1), es decir

S(x) = Z ™.
n>0

Proposicién 64. La inversa de S(x) es 1 — .

Demostracion. Basta probar que 1 = (1 — z)S(z). En efecto,
I-2)S@)=1-2)Y a"=» a"=> "' =14+» a"1-1)=1 O
n>0 n>0 n>0 n>1

Antes de estudiar més propiedades de las series formales. Veamos mediante ejemplos que sucede al multiplicar una sucesion
por una sucesién finita b. Sea a € CN.

(a’ : (17 _1))n =0an — ap—1
(a’ ’ (L -1, 71)n = 0p — Op—1 — Ap—2-
(a-(1,-2,1))p = ap — 201 + an_2.

Donde estamos suponiendo que a,, = 0, para n < 0. De aqui se ve que si el Gltimo término no nulo de b es b, entonces el
término n-ésimo de (a - b) es combinacién lineal de los términos ay, .. ., a,—k. Es decir:

Proposicién 65. Sean a, f € CN dos sucesiones, donde a es una sucesion finita de grado k (es decir, su FGO es un
polinomio de grado k) entonces

(af)n = fnao + fn—101 + -+ fn_rag,

donde interpretamos fy =0 si t < 0.

Lo interesante de lo anterior es que nos permite escribir de manera compacta recurrencias lineales como ecuaciones
lineales

1. Recurrencias lineales

Sea a una sucesién en CY. Decimos que a satisface una recurrencia lineal si existe & > 0, y una funcién lineal f: C*¥ — C
tal que para todo n > k.

an = f(afnfla Ap—2y--, anfk)

En otras palabras, existen constantes by, bo, ..., b; tal que para todo n > k,
ap =bran_1 +boan_2+...bpan_y.
Al resolver una recurrencia, los valores ag, a1, ...,ai_1 se suponen datos.

Proposiciéon 66. Toda recurrencia lineal para a se puede escribir como una ecuacion en secuencias a -b = c. Luego, su
solucion es a = cb~'.

Demostracion. Directa. O

Ejemplo 67.

@n = n-t =0 } a-(1,-1) = (k). (R1)
ag = k.
Ay — 20p—1 + ap_o =0
ag = a-(1,-2,1) = (k, 0 — 2k). (R2)
a1 =/
Ap — Qp_1 — Qp_2 =m
ag =k a-(1,-1,-1)= (b, —k,m,m,...)=(k—m,£—k—m)+m(1). (R3)

a1 =/
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Calcular el inverso de una secuencia puede llevar a resolver una nueva recurrencia. Sin embargo en ocasiones resulta ser
simple.

o o s —1 __ . 1 _ n.-.n
Proposicién 68. (1)~ = (1, —A). O equivalentemente 1= = 3,50 A"2".

Demostracion.

A" —=A"=0, paran>1,

o - O
A =1, para n = 0.

((17 =A)- (A))n =A)n = AQ)n-1= {
De aqui tenemos la solucién a nuestra la recurrencia trivial (R1):
a= (k) (L=1)7" = (k) (1) = k(D).

También pudimos haberla resuelto usando FGO’s como sigue: F,(z) - (1 — ) = k implica que F,(z) = kY., -, n". Por lo
cual a,, = [z"]F,(x) = k. B

En clase no vimos las otras recurrencias, sin embargo las agrego aqui pues resultan ser interesantes.

Veamos como resolver (R2). Es facil ver que (1,-2,1) = (1,-1)2. Y que ((1,-1)72),, = ((1)?), = n+ 1. Luego la segunda
recurrencia tiene por solucién a = (k,¢ — 2k) - (1,—1)"2 = (k,¢ — 2k) - (1%). Es decir a,, = k(1?), + (£ — 2k)(1®),,_1 =
k(n+1)+ (£ —2k)n =k + nl — kn.

Resolveremos (R3) mediante FGO y fracciones parciales. Sabemos que

1 n
Fa(.ﬁ):m kj—m—i—(ﬂ—k‘—m)x—‘rm;x
1
A+ Bz + Ca?

Coz(l -z —2?)’

donde A, B, C son constantes en C y (1 — az)(1 — fz) = (1 — x — 22).
La siguiente propiedad es muy 1til para expresar inversas de polinomios como productos de geométricas:

™ con ag # 0 siy solo si o es raiz de apx™ +an_12' +. .. anx

Proposicién 69. (1—ax) divide a p(x) := ag+a1z+. . .apx
Demostracion. (1 — ax) divide a p(z) si y solo si 1/« es raiz de p(x). Es decir,

a1 a9 Qp,
0=p(l/a)= @, %2, _
p(1/a) ao+a+0[2+ +

an
Multiplicando la ecuaciéon por o™ se concluye. O

Volviendo a la ecuacién para F,(x), tenemos que

A+ Bz + Cz?
z(1—az)(1 — Bz)’

Fo(z) =
con a, 3 son las raices de 22 —x — 1. (a = #,ﬁ = 1_7\/5)

Usando fracciones parciales, F,(z) se puede escribir como

A’ B’ c’
(1-ax) + (1 - px) + 1—x
=> (Ao +B'g"+C")a".

n>0

F,(z) =
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Con A’, B’, C' constantes a determinar de las condiciones iniciales.
Por ejemplo, para la sucesién de Fibonacci, fo =0, f1 = 1, f, = fn—1 + fn_2. La FGO nos da

R L L @=p) o,
F(x)_l—x—ﬁ_a—ﬂ(l—ax 1—Bx)_z a—p

n>0

De aqui uno deduce la férmula de Binet:

pooanzpn_ 1 1+v6\"  (1-VB\"
" a-8 V5 2 2 '
Cabe notar que la deduccién de la funcién generatriz asociada a una recurrencia lineal no requiere mucho trabajo. No es

necesario deducir la convolucién como lo hicimos antes sino que podemos manipular la ecuacién formalmente.
Por ejemplo, para la recurrencia a,, = Ca,_1 + Da,—s + E, podemos escribir la FGO de a como sigue

F,(x) = Z anx’™ = ag + a1z + Zanx”

n>0 n>2
=ag+ a1z + Z(Can,l + Day, 9 + E)z"
n>2
=ag+a1x+Cx Z Ap_12" 1+ Dz? Z an_o2" 24+ E Z "
n>2 n>2 n>2

E
= ag + a1z + Cx(F,(x) — ag) + Dz’ F,(x) + T
-z

Despejando, se tiene

ag + z(a; — Cag) + E/(1 —x).

Falw) = 1—Cx— Dz?

Usando la técnica anterior podemos resolver cualquier recurrencia lineal, en la medida que sepamos invertir polinomios.

2. Series especiales y principio de transferencia.

Como ya hemos dicho, es bastante ttil trabajar con funciones generatrices debido a nuestra experiencia con series de
potencias (A posteriori, serfa méas adecuado diddcticamente primero aprender a usar series y polinomios formales y luego
trabajar con funciones seriales o funciones polinomiales). Por ejemplo, podemos definir la serie formal

n

exp(z) = Z %

n>0

Y deducir que exp satisface que exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1. En efecto en C[[z]],

n 5 n
1 (=) 1 m\  (1—-1)"
n _ _ _ —_ _ n—j _ _
eeseenp( ) = 3 5 = 1S () = B = o
que se prueba jmediante el teorema del binomio!
La ecuacién anterior es muy conocida en variable compleja y nos gustaria ser capaz de usar identidades como la anterior
sin tener que volver a demostrarlas. Para esto, el siguiente principio que usaremos sin demostrar, nos sera de utilidad.

Teorema 70 (Principio de Transferencia). Si F(z), G(x) son dos series formales en Cl[x]] tales que, vistas como funciones
satisfacen F(x) = G(x) para todo x € U, donde U es un abierto (en la topologia habitual de C) alrededor del cero. Entonces
F(z) = G(x) como series formales.



2. Series especiales y principio de transferencia. 37

Por ejemplo, como exp(z) y exp(—z) estdn bien definidas como funciones (de hecho en todo C) sabemos que la serie
de potencias de exp(x)exp(—x) también lo estd. Ademds, exp(z)exp(—z) = 1 como funciones. Luego el principio de
transferencia nos dice que exp(x) exp(—z) = 1 como series formales.

Otro ejemplo interesante consiste en considerar

sen(w) = o n+ o
cos(z) = HZ;O an)l z?

y usar el mismo argumento anterior para probar que como series formales.

sen?(z) + cos?(z) = 1.
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Clase 8

1. Convergencia formal

La clase pasada observamos que la serie formal

n

exp(z) = Z %

n>0

satisface que exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 lo cual se puede probar mediante el principio de transferencia.
Sin embargo, no hay que caer en la tentacion de usar todo lo que sabe de series de potencias convergentes y aplicarlo como
series formales. Hay que ser cuidadoso como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo: La identidad

+1n n
Z(xn') —e;):;!,

n>0

que uno reconoce como et = e® - e, no tiene sentido en C[[z]], pues Y, <, (mfl!l)n & C[[z]].

Para ver esto, notar que el término constante de la suma anterior es ), -, %, es decir una suma infinita de complejos. Su
interpretacién como nimero complejo requiere conceptos de convergencia compleja que no estan definidos en Cl[x]].
A pesar que no usaremos convergencia en C, necesitaremos en el futuro hablar de ciertos procesos infinitos en C[[z]], el
mds importante es que queremos componer series formales. Para esto vamos a tener que introducir un concepto muy
estricto de convergencia en C[[z]].

Definicién 48. La sucesién de series formales (F;(z)); € C[[z]] converge formalmente' a F(z) € C[[z]] si para cada
k, la sucesién [z¥]F;(z) es, a medida que i se va a infinito, eventualmente constante e igual a [z*]F(z).
Es decir, para todo k, existe m(k) tal que para todo i > m(k), [z*]F;(z) = [¢¥]F(z).

Nuestra definicién de convergencia es muy estricta. Por ejemplo, la sucesion (1 + x/j ) no converge formalmente cuando
j se va a infinito a exp(z)pues para n > 2, [z"](1+x/j)? = (])/j™ no se estabiliza (no es eventualmente constante).
Dado que tenemos el concepto de una sucesién formalmente convergente podemos definir otros objetos, como sumas y
productos infinitos de series formales.

2. Sumas infinitas de series formales

Definicién 49. Decimos que } .- Fj(z) = F(z), si la secuencia Z;:o Fj(x) converge formalmente a F'(z) en C[[z]]
cuando i — 00. -

Dicho de otra forma, la suma } . Fj(z) tiene sentido solo cuando para cada k, el coeficiente [2F] Z?:o Fj(x) es even-

. . . . k _ k i .
tualment? constante a me(/hda? que n se va a infinito. Es decir, [2"] 37,5 Fj(z) = >_;50[2"|Fj(x) es en realidad una suma
con un numero finito de términos no nulos.

IPara los mas topolégicos o analistas: dotamos a C[[x]] con la topologia producto de CN 2 C[[x]] donde en cada factor usamos la topologia
discreta de C.
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3. Productos infinitos: Numero de soluciones enteras satisfaciendo una suma 39

Esto justifica manipulaciones que hemos hecho sin mucho pensar, por ejemplo si una suma infinita de series formales esta
definida, podemos sumar sus términos en cualquier orden y sigue estando definida.

Z(xj + 2711

j=0
es el limite formal de Z?:O(acj + 2711, thando que el término k-ésimo de ng(xj + 2771) se obtiene sumando a lo més
2 términos no nulos tenemos que j>0(33j + 2771) estd bien definida y podemos permutar los sumandos como queramos:

. . . . 1 x 1+

J J+1y — J J — —
D@+ =) o+ @ =t s T
J20 3>0 j>1

Veamos un ejemplo de suma infinita.

Proposicion 71.

3. Productos infinitos: Numero de soluciones enteras satisfaciendo una suma

Usando los conceptos de convergencia de la seccién pasada podemos definir el producto infinito de series formales.

Definicién 50. Decimos que [[;5, Fj(z) = F(z), si la secuencia H;:O F;(x) converge formalmente a F(z) en C[[x]]
cuando i — oo. -

Notamos que para que el producto tenga sentido (y no valga 0), necesitamos al menos que

2 [ Fi(x) = [ Fi(0)
§=0 =0
se estabilice a partir de cierto 7, luego F;(0) = 1, para todo j mayor o igual que un iy fijo.
Dejamos propuesto lo siguiente

Proposicién 72. Sean F;(x) series formales con F;(0) = 0.

[10+Fi@)

Jj=20

estd bien definido como serie formal si y solo si lim,_,. ord(Fj;(z)) = oo, donde el orden ord(F(z)) de una serie es el
indice k mds pequerio tal que
4P () £0.

Demos un ejemplo interesante de productos infinitos.

Proposicién 73. Sea p = (pp)nen la sucesion dada por el nimero de particiones enteras de n
p=(1,1,2,3,5,7,11,15,22,30,42,56,...).

La FGO de p es

1
anznznl_mk_

n>0 E>1
Demostracion. En efecto, sean € N,

e T o = B IO o)

k>1 k=1 m>0
=" A4+ +23+. )1+ +2r +25+ . )Q+23 +25+22+..)(..)
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Observamos que el lado derecho es igual al nimero de formas de escribir n como suma de una potencia en cada factor del
producto infinito. Es decir, n = a1 +2a2 +3a3+4ay . ... En otras palabras [2"] [, ﬁ es igual al nimero de soluciones
de la ecuacion
n:Ziai, Vi:a; €N
i>0

Esto es exactamente igual al nimero de particiones de n. O
Usando el mismo método que antes no es dificil concluir que el nimero de soluciones de la ecuacién

a1x1] + agxo + -+ apTr =N,
con a; € N ntimeros naturales dados y x; € N variables naturales es ["]F(z), donde

F(z)= H T 711'047;.

i=1

Podemos generalizar esto atin mas del siguiente modo.

Proposiciéon 74. Sean N; C N, subconjuntos no necesariamente finitos de numeros naturales, para i en un conjunto de
indices I (normalmente, I = [k] o I =N.)
Sea S(n) el nimero de soluciones del sistema de ecuaciones

n = Z Z;
x; € NZ', Viel.
Si s(n) es finito para todo n entonces la FGO de s(n) es

> s(n)a™ =[] Ai(z) = S(x)

n>0 iel

Ai(x) = a.

JEN;

donde

Demostracién. Basta notar que para todo n, el coeficiente [#"]S(x) es igual al nimero de formas de elegir un término z7:
de cada ¢ € I de modo tal que su producto de ™. Esto es exactamente igual a s(n). O

Por ejemplo, recordemos que las composiciones débiles de n en k partes son las soluciones del sistema n = ). ; x; con
x; € N. La proposicién anterior nos dice entonces que para todo k fijo,

k
Z weom(n, k)z" = H Z z’.

n>0 i=14i€eN
En efecto, por el teorema del binomio:
k koo
i_ —(1—p)*
1> =]l ==
i=14eN i=1

=S (=2 ()=

Otro ejemplo interesante es el siguiente: ; De cudntas maneras podemos repartir n dulces iguales en 2k personas de manera
que k de ellas reciban un nimero par de dulces individualmente, y el resto reciban un nimero impar? Llamemos D(n, k)
a la respuesta.

En este caso estamos contando el nimero de soluciones de n = Zfﬁl x;, donde x; es par para i € [k], y ; es impar para
i entre k+ 1y 2k.
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Definiendo

- 1
AO: Z 507'11_12,

1€N: i par

M= 3 e

1€N: i impar
tenemos, gracias a la proposiciéon anterior que

> Din,k)a" = AGA} = (1—90:2)2’/» = oF(1 —2?)~2
n>0
= xk Z <_’nik> (_1'2)771 — Z ((3:)) 1.2m+k

m2>0 m>0

Igualando coeficientes (usando 2m + k = n) tenemos que

D(n, k) = (( " _2’2) /2>> [(n—k)/2eN]

4. Composiciones de series formales

La suma infinita también nos permite hablar de composicién de series formales en ciertos casos.
Definicién 51. Sean F(x),G(x) € C[[z]] con F(x) =", -, anx™. Definimos la composicién (F o G)(x) = F(G(x)) como
la suma infinita -

Z anG(x)".

n>0
Esta suma estd bien definida en dos casos

1. Si F(z) € Clx].
2. Si G(0) = 0.

Es muy facil ver que si F'(x) es polinomio entonces F'(G(x)) no es mas que una combinacion finita de potencias de G(z),
asi que no hay problemas de convergencia. El caso interesante es cuando F'(x) es serie y G(0) = 0.
Notar que si G(z) =, ~; bma™, entonces para todo n > k,

[2*)(G(2))" = 0
y luego .
[xk] Z asz($)n = [xk] Z anG(x)”
n>0 n=0

se calcula como una suma finita.

Por ejemplo, como la serie “G(z) =z + 2% + 2% + -+ = 72" no tiene término constante, podemos escribir
n
x 1
exp (1 ) = E — E ™
-z n!
n>0 m>1

Comprobemos que los coeficientes se expresan como sumas finitas en C:

e (;2) -5 (3] -

n>0 ’ m>1

! | = (i)
=Y SICOM(im)| = Y~

n>0 n=0
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La restriccién que G(0) = 0 es importante para que la composicién esté bien definida. Por ejemplo, ya vimos que la
expresion exp(z 4 1) no tiene sentido pues su suma no estabiliza ni siquiera para el coeficiente asociado a n = 0.

Ahora que tenemos la composicién podemos usar nuestros teoremas del binomio anteriores para decir que para todo
F(z) € C|[z]] con F(0) =0, y todom € Z

1+ =3 (7)) Far.

n>0
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Clase 9

1. Derivadas de series formales y potencias complejas

Si F(z) =Y, 50 anz™ entonces definimos su derivada formal como F'(z) = Y o na,z" ' =3 (n+ D)a,412™.

Es facil ver que tenemos las reglas habitual de derivacion:

n>0
Aprovechemos este momento para definir la potencia compleja. Vimos que para todo m € Z,
m
1 m= ",
(+am =3 (7)a
n>0

Demos un paso mas y definamos para A € C,

A
1+az)t = " 9.1
N (0.1
Usando composicion, esta definicién se extiende a

A
A n
A+ F@)=>" <n) F(z)".
n>0
en la medida que F'(0) = 0. Notemos que,

(142) = Z </\>na:"_1 = ()\) Z = Dna 2" = N1+ )M

n>1

A—n

y en general, la n-ésima derivada de (1 + x)* es (:‘L)n'(l +x)

Recordemos que la propiedad de transferencia permite probar que cualquier identidad que se tenga para series de Taylor
convergentes en un abierto valen para series formales. En particular,

(14+2) M = (1+2) 1 +2)"

(T+ )M =1+ (L +2) = 1)) = (1 +a)
pues ambas expresiones son vélidas para x € C, con |z| < 1, interpretando ambos lados como sus series de Taylor.

Como corolario, tenemos que las mismas propiedades valen si reemplazamos x por cualquier serie F(z) € Cl[z]] con
F(0) = 0 (aqui estamos usando composicién).
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Otra serie importante de definir es

Como L(0) = 0 tenemos derecho a escribir exp(L(x)), y como en los complejos
exp(L(z)) = exp(In(l + 2)) =1 + x,

para |z| < 1, concluimos la misma identidad como series formales.
Similarmente la composicién In(exp(x)) = L(exp(z) — 1) esta bien definida (pues exp(xz) — 1 = 0), y se tiene que

In(exp(z))) = x

como serie formal.
Usando potencias complejas podemos dar una demostracion alternativa de la identidad de Chu-Vandermonde siguiente:

()=

(0,2 = (132 (5 ()

1=0

Proposicién 75. Para o,f € C, n € N.

Demostracion.

= [@")((1+2)°(1 +2)°)
= [2"](1 +2)*?

) :

2. FGO asociadas a binomiales y a otras cantidades conocidas

Muchas de las expresiones combinatoriales que hemos estudiado en el curso dependen de dos (o mds) pardmetros, por
ejemplo (Z), ((Z)),S(n, k), etc.

Para describir estas sucesiones bidimensionales como series formales, es ttil trabajar con méas de una variable. Por ejemplo,
podemos codificar la sucesién (}) como la serie A(z,y) =3, <0 Y iso (1)zFy™ € C[[z, y]].

Observacion: Falta describir método de Snake Oil mediante un ejemplo. En una versién futura se hara.

Alz,y) =3 bzt =33 (Z) oy

n>0 k>0 n>0 k>0

=> (L+a)my"

n>0

= ((1+a)y)"

n>0
(|
1-(4z)y 1-y—axy

Ya sabemos, por ejemplo que la FGO de la sucesién univariada (Z) es (1 + z)™. Usemos A(x,y) para deducir la FGO

k>0

de la sucesién univariada (:)n>0.
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[mmewwwmmeG)

n>0 n>0

Luego [zF]A(z,y) es la FGO de que buscamos. Desarrollemos tratando de aislar z*.

B 1 _ /-y
A(x,y)— (1—y)—$y - 1—acy/(1—y)

B B

-y \1-y sel-y\l-y
Es decir, la FGO de a = ((}), (1)s---» (}),--.) es
k
k _ Y
[CL’ ]A(l’,y) - (1 _ y)k+1'

(Notar que los términos a,, son 0 para n < k).
Un corolario interesante se obtiene evaluando A(z,y) en z = y:

1—1:%;52 = Az, z) =Y (Z)xn-i-k :mzzoxmzzzo (mZ_Z)

n>0k>0

Recordando que —~— es la FGO de los nimeros de Fibonacci tenemos que:
m—1

m = m A y = . .

s = "G = 3 (")

3. Otras funciones generatrices

Recordemos que X := (2%, 2!,...) es un conjunto de series formales (polinomios de hecho) tal que toda serie formal se
escribe de manera Unica como combinacion lineal infinita de estos polinomios.

Sin embargo esta eleccién no es la tnica posible: podemos amplificar cada coordenada por alguna constante y seguimos
teniendo representacién tnica.

Dependiendo del representante que escojamos podemos tener distintas funciones generatrices asociadas a una secuencia.
Un ejemplo importante de alternativa es el de FGE.

Sea a € CN una secuencia. La funcién generatriz exponencial (FGE) de a es F'(z) € C[[z]] dada por

~ "
Py =Y 1S
n>0 :
Es decir usamos la secuencia (z"/n!) como generadora. [DEF]

[™/n\]F(x) recupera f(n). Esto es lo mismo que n![z"]F(z).
Por ejemplo, la FGE de (1) es exp(z). La FGE de ()) es exp(Az).
Producto de FGE: Convolucién binomial.
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Nota: Si a y b son secuencias, la secuencia ¢ con ¢, = Z?:o (?) a;bn,—; se conoce como su convolucion binomial.

Aplicacién: Férmula de inversiéon binomial.
Sea a, y b, dos secuencias tal que

entonces se deduce que

=0

En efecto, notamos que a es la convolucién binomial de b con la secuencia (1).
Es decir,

A~

A() = exp(a) B(x)

Por lo tanto

A

B(x) = A(z) exp(—2)
que es exactamente lo que tenemos .

Ejemplo: Calcule la FGE B () de los numeros de Bell usando que satisfacen

Bn+1) = Z (Z)B(k:).

k=0

Para la resolucién, notamos que el lado derecho es una convolucién binomial entre la secuencia B(:) y la secuencia (1).
Por lo tanto, el producto de las FGE asociadas a ambas secuencias sera la FGE asociada a la secuencia (B(n+1)),>0. Es
decir,

R xn xn+1 . R
Ba)exple) = Y- Bln-+ 1) = 03 Bln+ )2y = S (B) = 1) = -B@).
n>0 n>0
Concluimos que
in B(z —%B(x)—ex x
13 B = 2 = o)

De esto se deduce que
In(B(z)) = / exp(z)dx = exp(x) — 1
0

y luego,

B(z) = exp(exp(z) — 1).
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Clase 10

1. Meétodo simbdélico para objetos no etiquetados

Este método nos permitird pasar mecanicamente de ciertos problemas de conteo a problemas en series formales.

Definicién 52. Una clase combinatorial es un conjunto finito o numerable 4, junto a una funcién de tamao |-|4: A —
N que satisface que para cada i € N,

Aiy ={z € A: |z|a =1}
es finito. Normalmente anotamos | - | 4 simplemente como | - |.
Definicién 53. La secuencia de conteo de A es (a,)nen con a(i) = | A;|. La FGO
Ax) = Zanx” = Z zlol,
n>0 acA
se conoce como la FGO de la clase A.

Observaciéon 14. Por comodidad, usaremos la siguiente convencién. La clase, su secuencia de conteo y su FGO son
denotadas con la misma letra pero en distinta tipografia. La clase se denota con letra caligrafica, la secuencia de conteo
con letra en mintscula, y la FGO con la misma letra en mayuscula: Por ejemplo (B, b,, B(x)), (C, ¢y, C(x))

Ejemplo 76. Sea N € N. La clase combinatorial P := P([IV]) con funcién de tamaiio w(X) = | X]|, tiene como secuencia
de conteo p,, = (]7\[) y FGO P(z) = (1+z)V.

Definimos dos clases combinatoriales especiales

Definicién 54. La clase neutra £ tiene un solo elemento, llamado €, de peso 0.
La clase atémica Z tiene un solo elemento, llamado e, de peso 1.

Las clases anteriores reciben su nombre del hecho que E(z) =2° =1y Z(z) = 2! = z.

En ocasiones nos convendrd definir varias clases atémicas (cuyos elementos recibirdn diferentes nombres) por ejemplo
podemos escribir Z, = {a} donde a es un elemento de peso 1.

Otro ejemplo relevante de clase combinatorial es el de un alfabeto finito, digamos ¥ = {a1, ..., a}, cuyos elementos tienen
todos peso 1. En este ejemplo, la FGO asociada es S(x) := kz = |3|x.

La gracia de usar clases combinatoriales es que podemos obtener nuevas clases a partir de clases mas simples mediante
algunas operaciones. Podemos definir la interseccién de dos clases combinatoriales A N B como su interseccién a nivel de
conjuntos solamente si la funcién de largos coincide en la interseccion. Asimismo podemos definir la unién de dos clases
combinatoriales A U B de la manera natural en la medida que su funcién de largo coincida en la interseccion de ambas
clases. Las siguientes operaciones son mds generales (y mds utiles).

Definicién 55. La suma de clases combinatoriales A + B es simplemente la clase
A+B=AUB,
suponiendo que ambas son disjuntas (si no, trabajamos con su unién disjunta: A4 x £1 y A X £2).

La gracia de la suma por sobre la unién es que esta siempre definida. Se tiene directamente que si C = A + B entonces

C(x) = Z glel = Zx‘c‘““ + pr\g = A(x) + B(x).

ce A+B ceA ceB
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Definicién 56. El producto de dos clases combinatoriales Ay B es
Ax B={ab:a € Abec B}

En general, el producto de una secuencia de clases combinatoriales A, As, ... Ax es el conjunto de palabras con i-ésimo
simbolo en A;, es decir

k
H‘Ai = {(wy,wa,...,wg): w; € A;}
i=1

. N . k
La funcién de tamafio de una secuencia w € [[;_; A; se define como
|w] = |wi| + [wa] + - + |wg]
Definicién 57. La secuencia de una clase combinatorial .4, donde A(0) = 0 se define como

SEQ(A) =e+ A+ A+ => A"

n>0

Es facil ver que SEQ(A) es una clase combinatorial y que su FGO es (1 — A(z))~! (notar que aqui necesitamos A(0) = 0
para poder componer).

Ejemplos

Palabras de largo 1 sobre el alfabeto ¥, (tamafio = largo): Clase combinatorial ¥, con FGO, |¥|x.

Conjunto de los niimeros naturales con |n| = n. Clase combinatorial N = Seq(Z) con FGO N(z) =

Veamos un problema interesante:

Problema: ;Cuantas formas hay de cubrir el tablero de 1 x n usando solo monominds y dominés?

Para atacar este problema podemos crear la clase combinatorial que representa las fichas de largo 1 y 2 respectivamente,
por ejemplo U = {e, 08}, con FGO U(z) = = + 22

De aqui, la clase combinatorial que nos interesa es la de secuencias de fichas V = Seq(U), y la respuesta al problema
corresponde a determinar cuantas secuencias tienen peso n, o equivalentemente encontrar [x”]V(a:), donde

_ 1 _ 1
C1-U(z) 1—x—2a2

Vix)

reconociendo que 2V (z) = 15—z es la FGO de los niimeros de Fibonacci, se deduce que [2"]V (z) = fn41.
Observamos que este problema se generaliza facilmente a fichas de distinto tamafio, por ejemplo el nimero de formas de

cubrir el tablero de 1 x n con fichas de tamafios 3, 5y 7 es [2"] 75—

Arboles planos: Un érbol plano (no etiquetado) es una coleccién de nodos o puntos en el plano. Cada uno de ellos tiene
una lista ordenada de vértices asociados llamados hijos (que puede ser vacia). Exactamente uno de ellos se llama raiz.
Para ser llamado arbol plano, se debe construir de la siguiente forma:

1. Un nodo solo sin hijos es un arbol plano. Dicho vértice es su raiz.

2. SiTh, ..., Ty son una lista ordenada de arboles planos disjuntos con raices rq, . .., ry. Entonces podemos combinarlos,
tomando un vértice nuevo r como raiz y dejar que su i-esimo hijo sea r;.

Un éarbol plano se llama binario general si todos los vértices tienen 0, 1 o 2 hijos. Se llama binario completo si todos
los vértices tienen 0 o 2 hijos. Un terminal es un vértice sin hijos.
Podemos obtener varios problemas,

(1) ;Cuéntos arboles planos existen con exactamente n nodos?
(2) ;Cuéntos arboles planos binarios generales existen con exactamente n nodos?

(3) ;Cuéntos arboles planos binarios completos con exactamente n nodos?
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Realicemos los dos primeros y dejemos el tercero propuesto. Llamemos 7T a la clase de arboles planos. Notamos que todo
arbol plano consiste de un nodo (su raiz) al cual se le cuelga una secuencia ordenada de drboles planos. En otras palabras,
se tiene la ecuacion:

T = {e} x Seq(T)

que se traduce en la ecuaciéon para FGO siguiente

1
T(l‘) =" m, (0] bien T(.’E)2 — T(m) +x = 0
Despejando, obtenemos T'(x) = 1Ev1=42 V21_4"”, donde reconocemos que el signo correcto es el signo - (pues T'(0) = 0).

En otras palabras, tenemos que para n > 1,

17) = "5 0 - (1= 40)%) = Sl - a0 = (V)

n

2 n!
47l
= St '(1 3:5.---(2n—3))
gn—1 (2n — 2)!

20t pl 246+ (2n—2)
4n=1 (2p—2)!
2ntinl 2n=1(n —1)!

1 (-2
Tdn\n-1)°

Para la segunda pregunta, llamemos B a la clase de arboles planos binarios generales. Luego se tiene la ecuacion

B={e} x ({e} + B+ B?),

de lo que se deduce que

B(z) = 2(1 + B(x) + B(x)?)

La expresién para B(x) se puede obtener resolviendo esta ecuacién.
Existen otras construcciones, como PSET y MSET, las cuales describimos pero no usaremos mas que ocasionalmente.

Definicién 58. llamamos PSET(A) a la clase combinatorial que contiene todos los subconjuntos finitos de Ay MSET(A)
a la que contiene todos los multiconjuntos finitos de A, donde el peso de un conjunto/multiconjunto es igual a la suma
del peso de sus elementos.

Lema 77. Sea A una clase combinatorial cualquiera sin elementos de peso 0y sean P = PSET(A) y M = MSET(A).
Entonces las FGOs de P y M son

mk x fL'2 fL'S
P@%:IIO+4WV”:6M%§:A27%—DkH):em)<A§)—Ag %+Ag )—”.>
n>1 k>1

Ik x IQ IB
M@ = Tla-a —en(SAL) ) o (40 A 4G | )

k 1 2 3
n>1 k>1

Demostracion. A cada elemento X de PSET(A) se le puede asociar un vector s(X) posiblemente infinito con una coor-
denada por elemento a de A tal que s(X), vale e si o € X, y vale asi € X.
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En otras palabras s(X) € [[,c4({e} x {a}), notamos también que el peso de s(X) es igual al peso de X (pues el peso
de una secuencia es la suma de los pesos de sus coordenadas). Concluimos que s: PSET(A) — [[,c4({e} x {a}) es una
biyeccién que preserva los pesos. Por lo tanto, la FGO de PSET(A) es igual a la FGO de [],c 4({e} x {a}) que es igual a

P(x)= [ +21) =[] +am*

acA n>1
= exp(ln(H (1+a2™)4)) = exp(z ApIn(1+2™))
n>1 n>1
1)k+1g
= exp Z Z Ap—r—
n>14>1
1)kl
= exp Z (it 113 Z Ayt
k>1 n>1
1)kl
= exp Z %A(xk)
k>1

Veamos ahora los multiconjuntos finitos. A cada elemento X de MSET(A) y cada a € X se le puede asociar una secuencia
s(X,a) € {a}* = SEQ({a}) que tiene tantos o como veces aparece « en el multiconjunto. Luego se puede definir s(X)
como el producto de las secuencias s(X,a) con a € A. Con esto s: MSET(A) — [[,c4 SEQ({a}) resulta ser una
biyeccién que preserva pesos y luego la FGO de MSET(A) es igual a la FGO de [] .4 SEQ({}). Recordando que la
FGO de SEQ({a}) es — 7. Con esto,

que se simplifica a
1
exp Z EA(xk) O
E>1

Gracias a lo anterior, podemos estudiar por ejemplo, la clase de drboles no planos generales: En esta clase, los hijos de un
nodo no estdn ordenados: cada nodo posee como hijos un multiconjunto de drboles (esto es pues dos de sus hijos podrian
ser iguales).

Esta clase, digamos T satisface entonces la ecuacion:

T = {o} x MSET(T)

que se traduce en la ecuacion para FGO siguiente

1
T(x) =x-exp Z%Txk

k>1

Otro ejemplo, es la clase de las particiones de n con partes distintas. Llamemos Q a esta clase. Es facil ver que una parte
es una secuencia no vacia de dtomos, si llamamos S = SEQ({e}) \ {¢}, entonces

Q = PSET(S)

que se traduce en la ecuacion

Q(z) = H(l + ") = H(l +2") = eXP(Z _Tﬁ)-
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Clase 11

Problema: ;Cudntas palabras de largo n sobre [3] no tienen a 32 como subpalabra.

Resolvamos este problema mediante el método simbdélico. Sea £ la clase combinatorial de las palabras sobre [k + 1] que
no tienen a (k + 1)1 como subpalabra, donde el largo de una palabra es igual a su nimero de letras.

Una forma de hacer esto, es factorizar cada palabra de £ en bloques que se puedan identificar de manera tinica. De esta
forma podremos escribir £ como un producto de otras clases.

Sea w € L. Llamemos corte a todas las posiciones i, tal que w; = 3 pero w;_; # 3. Luego podemos partir w en bloques
centrales que parten en un ¢ortez terminan en el caracter anterior al siguiente corte (si la palabra no empieza con 3, hay
que incluir un bloque inicial que parte en i = 1 y termina en el caracter antes del primer corte. Y si la palabra termina
con 3, entonces hay que anadir un bloque final que parte en el dltimo corte y termina en el Gltimo caracter de 7).

Con esto toda palabra de £ se escribe como un bloque inicial (que puede ser vacio), una secuencia de bloques centrales
(que puede ser vacia) y un bloque final.

El bloque inicial es una palabra en sin 3, es decir, palabra de

[2]" := Seq({1,2}),

el bloque final es una palabra con solo 3s, es decir, una palabra en

{3}7 = Seq({3}).

Cada bloque central es una palabra que parte en uno o més simbolos 3, y luego cambia obligatoriamente a un 1 (pues w
no contiene a 32 como subpalabra), y luego continua con simbolos que no son 3. Es decir, un bloque central es una palabra

{3} > {31 x {1} x 2.

Con esto, deducimos que

L= [2]" > ({3} x {3} x {1} x [2]")" x {3}".
cuya FGO es

1 1 1
C1-—2z 1—(xﬁxﬁ) 1—x
1 1

(1-22)1—2)—22 1-3z+22

L(x)

Ejercicio 1. Pruebe que para todo a,b € [k], a # b, la FGO asociada al nimero de palabras en [k] que no poseen la
subsecuencia ab es m

Otra forma de resolver el problema con el que partimos es crear una ecuacién funcional para £

1. Meétodo simbdlico para objetos etiquetados.

Ahora procederemos a dar un método para contar estructuras donde cada dtomo tiene asociada una etiqueta numérica.
Por ejemplo

1. Contar las particiones de [n].

51
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2. Contar las permutaciones de [n].
3. Contar los arboles planares cuyos vértices reciben etiquetas distintas de [n]

La diferencia con los problemas vistos anteriormente radica en que ahora los objetos a contar estan “etiquetados” por el
conjunto [n]. En otras palabras recibimos un conjunto de n elementos (spg, [n]) y le damos alguna “estructura interna”
(los ordenamos, partimos, asignamos a las hojas de un arbol, etc.)

En esta seccién un “objeto” de tamafio n, serd una estructura arbitraria (para fijar ideas, piensen en un “digrafo”, es decir,
un conjunto (V, F) donde E C V x V) que tiene n vértices o dtomos donde se pueden poner etiquetas.

Definicién 59. Un objeto con n atomos estd debilmente etiquetado si todos sus atomos reciben etiquetas distintas
de N. El objeto estd bien etiquetado si el conjunto de etiquetas usadas es exactamente [n].

Una clase etiquetada es una clase combinatorial que consiste de objetos bien etiquetados. Dos objetos cuyas etiquetas
son distintas, también son distintos.

Resulta mds conveniente usar funciones generatrices exponenciales (FGE) que funciones generatrices ordinarias para
representar las sucesiones de conteo de una clase bien etiquetada. Respecto a notacién. Si A es una clase etiquetada y a,
representa la cantidad de objetos (bien etiquetados) de tamafio n, entonces su FGE se denotard por

Az) = Z anz™/nl.

n>0

Advertencia: Los objetos sin etiquetas (o sea, de peso 0) a veces son considerados y a veces no (por ejemplo, normalmente
se supone la existencia de la permutacién vacia, pero no del ciclo vacio).

Algunas clases etiquetadas

1. Clase neutra: £ = {¢} donde w(¢) = 0. Su FGE es E(Ax) =20=1.
2. Clase atémica: Z = {e} donde w(e) = 1. Su FGE es Z(x) = z.
3. Clase de permutaciones: Cada permutacién se puede representar como un digrafo (1) — 7(2) —» 7(3) = -+ = 7(n).

Su FGE es 1

— X

P(zx) = Zn!x”/n! =1

n>0

4. Clase de urnas / conjuntos: Una urna es un conjunto de dtomos cuyas etiquetas son distintas pero no hay relacién
entre ellos. Podemos pensarlo como los grafos (o digrafos) sin aristas. Su FGE es

S(z) = Z 1™ /n! = exp(z).

n>0

5. Clase de ciclos dirigidos o no dirigidos. La FGE para ciclos dirigidos es

C(z) = Z(n —Dlz"/nl = Zx"/n =—1In(1—=z).

n>1 n>1

La clase de ciclos no dirigidos requiere algo de convencién. Suponemos que no hay ciclos de largo 0 pero que si hay
ciclos de largo 1 (un loop). Observamos que cada ciclo no dirigido de largo n se puede orientar de 2 formas para
obtener un ciclo dirigido, excepto en el caso n = 2 donde hay una sola orientacién.
Con esto

Cn(z) =142+ (n—1)/2-2"/n!

n>3

Suma y Producto

La suma de clases etiquetadas se maneja igual que en el caso no etiquetado: Si A y B son clases etiquetadas, A + B es la
clase etiquetada obtenida al tomar su unién disjunta, la FGE de la clase suma es entonces A(z) + B(z).

Para el producto, sin embargo, tenemos algunos problemas con las etiquetas. Por ejemplo si A y B son clases combinato-
riales etiquetadas, a € A, § € B y tratamos de “pegarlos” para obtener un par ordenado («, 8) (como lo haria el producto
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cartesiano), la etiqueta 1 podria aparecer 2 veces, uno en un atomo de o y una en un dtomo de 5. Asi que tenemos que
permitir re-etiquetar para crear un producto que devuelva una clase bien etiquetada.

En el caso no etiquetado, cuando tomdbamos o € Ay 8 € B, el par (o, 3) era un objeto tnico de tamaiio |«| + |5]. (Es
poner la estructura « al lado de /3, como par ordenado).

En el caso etiquetado su “producto” generard un conjunto de objetos. Esencialmente el producto funciona como sigue:
mantenemos la estructura (un par ordenado de estructuras) y generamos nuevas etiquetas que preserven el orden de las
etiquetas en cada parte. Para explicarlo formalmente usamos la siguiente operacién:

Reduccién de etiquetas: Si v es una estructura débilmente etiquetada con etiquetas (e, es, ..., ex), la reduccién de
es la misma estructura pero cuyas etiquetas son cambiadas al intervalo [n], manteniendo el orden relativo de las etiquetas
originales. Por ejemplo, si las etiquetas son (7,5, 1,4), al reducirlas estas se cambian a (4, 3,1, 2). Denotemos esta operacion

como p(7).
Dados dos objetos bien etiquetados a y 5. Su producto etiquetado a % 3 es el conjunto.
axfB={(c’,8): (@, ) bien etiquetado y p(a’) = a, p(8) = B}.

Ejemplo: Si « es el camino 1 — 2 y S es el ciclo dirigido (tridngulo) 1 — 2 — 3 — 1. Entonces,

axf={1—-2 3—-4—5—3),
1—-3, 2—4—5—2),
1—4 2—=3—5—2),
1—5 2—=3—-4—2),

2—4, 1—-3—=>5—>1
2—=5, 1=-3—->4—1),

)

3—4, 1-52—-5—1),
3—=5, 1-52—>4—1),

( )
( )
( )
( )
(2—=3, 154—>5-=1),
( )
( )
( )
( )
(4—5 1-2-3-1)}

; Cuantos elementos tiene o x 37 Hay
(Ial +18 |>
lal, 18]
Pues de las n = || + | 8| hay que elegir cuales van al objeto « (y son asignadas de manera tnica a sus vértices) y el resto
son asignadas a § (de manera unica).

En otras palabras a x 8 es una clase combinatorial etiquetada que contiene exactamente
(Ial + Iﬂl)
lal, 18]
objetos, todos de largo |a| + |8|. La FGE de a x 3 es entonces

laf + 1B\ alal+lBl  glal+lsl
( lal, || >(

ol +18D!  Ja1[B]!

Definicién 60. Si Ay B son clases etiquetadas, definimos el producto etiquetado de clases C = A x B como

C=AxB= []J (axp).

acA,BeB
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Usando el resultado anterior y la suma de clases combinatoriales concluimos que

N || +[8]
Cx) = Z FGE(axB;x) = Z %
a€A,BEB acA,peB |a| ’ |5| ’

mn+m

- Z Z Z Z nlm)!

n>0m>0 a€A: |a|=n BEB: |B|l=m

I
=
A~
=

N
X
i)Nﬂ&lL

Notamos entonces que Cy = Zfio (]:’ )aib,—1 es la convolucién binomial de a y b, es decir
C(z) = A(z) - B(x).
Veamos un ejemplo simple. Para calcular la clase combinatorial

Cir)

de los caminos dirigidos con exactamente k dtomos, basta notar que cada camino no es mas que un producto de la clase
atémica con si misma exactamente k veces. Es decir.

k
Y por lo tanto, su FGE es
C(k) = xk

Observamos que para extraer el nimero de caminos hay que tomar [xk/k!]C(Ak) = k![z*]2* = k!
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1. Operaciones en clases etiquetadas

Definiremos varias operaciones que se pueden usar para crear clases etiquetadas a partir de otras.
Sea A una clase etiquetada y sea k € N, definimos las clases:

SEQj, (A) = Secuencias de k objetos de A.
SET}(A) = Conjuntos de k objetos de A.
CYCyg(A) = Ciclos de k objetos de \A.

y ademas, si A no tiene elementos de largo 0, podemos definir

SEQ(A) = Y "SEQ,(A),  SET(A) =) SETi(A), CYC(A) =) CYCk(A).

k>0 k>0 k>1

Donde notamos que la suma para ciclos parte de 1 pues no consideramos ciclos de largo 0 (en otras palabras CYCp(A) es
una clase vacia).

Estudiemos las FGE asociadas a las clases recién definidas. Notamos que SEQ, (A) no es mds que el producto estrella de
A consigo mismo k veces. Es decir SEQ,,(A) = A**, y luego la FGE de SEQ,,(A) con variable = es A(x)*.

Por otro lado, cada conjunto 8 en SETy(A) se puede reordenar de k! maneras para obtener una secuencia (tinica) en
SET(A) del mismo largo. Se concluye que

L8l L8l

KA =kl Y T = > )W

BESEQ, (A) BESET} (A

es decir, la FGE de SET,(A) es A(z)* /k!.

Por otro lado, por cada ciclo de CYCy(.A) hay k maneras de obtener un secuencia, y luego, mediante un argumento similar
al anterior, la FGE de CYCj,(A) es A(x)* /k.

Las FGE para secuencia, conjunto y ciclos se obtienen sumando las FGE recién encontradas, obteniéndose la siguiente
tabla

Clase FGE
SEQ;(A) A(z)*
i)k
SET}(A) A(k!)
CYCy(A) A(Z)k
SEQ(A Az)k = ;A
Q(A) 2 () Al
Ut )
SET(A) | > A(k,) = exp(A(x))
k>0 :
A)r 1
CYC(A) D ln(m)
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Observaciéon 15. Es importante destacar que en el mundo etiquetado solo existe un operador SET, mientras que en
el no etiquetado existen 2, PSET y MSET. La diferencia radica en que en el mundo etiquetado es imposible tener un
multiconjunto con 2 o mas objetos iguales: debido a que la clase es bien etiquetada, los objetos reciben etiquetas distintas
y luego no pueden ser iguales. Por otro lado, la operaciéon Set se comporta de manera distinta a PSET ya que SET nos
permite tener multiples copias de un mismo atomo (pero con distintas etiquetas).

En lo que sigue, abusaremos notacién y definiremos clases tales como
SETS/C('A)7 SEQZ}@(A)’ CYC{3,45}(A)7

donde el significado resulta ser el natural: conjuntos de tamafio a lo méas k, secuencias de tamano al menos k y ciclos de
tamanos 3, 4 y 5 respectivamente.
Observando la tabla con cuidado descubrimos que para toda clase etiquetada A, la FGE de SET(CYC(A)) es

1 1
exp(ln(iA)) = —,
1—A(z) 1— A(x)
lo que coincide con la FGE de SEQ(.A). De lo anterior se concluye la siguiente identidad fundamental.

Lema 78. Para toda clase etiquetada A sin elementos de largo 0,

SET(CYC(A)) = SEQ(A)

2. Aplicaciones.

Permutaciones Una permutacién de [n] se puede ver como el producto estrella de n 4tomos. En otras palabras, la clase
P de permutaciones es

P = SEQ({s})

con FGE 1

1—2x

Observamos, que el nimero de permutaciones es

[2"/n!)(1 — z)~! = nl[z"] Z 2™ =nl.

Por otro lado, la identidad fundamental nos dice que toda secuencia de atomos es también un conjunto de ciclos. Efecti-
vamente, una permutacién se puede interpretar como el conjunto de los ciclos (en el sentido funcional) que lo conforman.

P = SET(CYC({e})

La interpretaciéon de una permutacién como conjuntos de ciclos resulta util al momento de estudiar permutaciones espe-
ciales.

Desarreglos Un desarreglo de [n] es una permutacién sin puntos fijos. Veamos dos maneras de deducir su FGE.
De acuerdo a su descomposicién en ciclos, un desarreglo no tiene ciclos de largo 1 (puntos fijos). En otras palabras, D
corresponde a conjuntos de ciclos de largos 2 o maés.

Concluimos que

Usando que la FGE de CYCx>a(z) es ln(ﬁ) — z, se concluye que la FGE de los desarreglos es

) _ x) _ exp(=z)

1—=x

D(z) = exp (ln(

1—=z

Demos una segunda forma de deducir esta FGE de manera implicita. Notemos que toda permutacién se puede describir
indicando su conjunto de puntos fijos y, por separado, un desarreglo entre sus puntos no fijos. En otras palabras,

P = SET({e}) x D,
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lo que se transforma en,

A

P(z) = exp(x) - D(x),
despejando se tiene
D(z) = exp(—2)P(z) = 76"110(’%).
-z
Concluimos de cualquier forma que el nimero de desarreglos de [n] es

A G BT S A S P o )

4!
k>0 k>0 j=0

Involuciones Una involucién es una permutacién cuyo cuadrado es la identidad, o bien, que es autoinversa. Llamemos
T a su clase etiquetada.

Es féacil ver que todos los ciclos de una involucién deben tener largo 1 o 2. Luego la clase de involuciones corresponde a la
clase de conjuntos de ciclos de largo 1 o 2. Concluimos que

T = SET(CYC<y({e}))
Usando que la FGE de CYC<y(z) es x + 22 /2 tenemos que

I(x) = exp(z + 2?/2),

lo cual es igual a

% 1+z/2)* :Zi( ) ;:

k>0 k>0
n—j z"
j )2 n—=j)

I\
o

3
%
=]
<

Il
o

'Mﬁ

Luego, el numero de involuciones de [n] es

n—j 1 [n/2] nl
n! -
(' )rw - X mwa
Otras permutaciones interesantes Usando el mismo método de antes se puede deducir que la clase de permutaciones
que son raiz p-ésima de la identidad, donde p es primo, es

SET(CYCq,({e})), con FGE exp(z + 2 /p!).

y en general, las raices k-ésimas de la identidad con k € N son

SET(CYCy. gr({e})), con FGE exp(>_29/q).
qlk

Usando el principio de inclusién-exclusion es posible también encontrar la clase de permutaciones que tienen orden exac-
tamente k, es decir aquellas 7 tales que 7 =id y ¢ # id para £ € [k — 1].
Una clase de permutacién importante es la que corresponde a aquellas con exactamente k ciclos. Esta es

1 ( L )k
SET4(CYC({s})),con FGE nlki,

recordando que los nimeros de Stirling sin signo [Z] cuentan exactamente las permutaciones con k ciclos, deducimos que

para k fijo,

S5 -
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Particiones de conjuntos Consideremos ahora la clase Q de particiones de un conjunto. Como los bloques no pueden
ser vacios, se tiene que

Q = SET(SET>({s})
con FGE

Q) = explexp(e) ~ 1) = 30 B2,

n>0

donde la dltima igualdad resulta del hecho que los nimeros de Bell B(n) cuentan las particiones de [n].
Notando que la FGE de B(n) converge en los complejos, tenemos la siguiente férmula de Dobinsky

B(n) = nl[z"] exp(e®” — 1) = éz k—:l
E>0

Por otro lado, podemos estudiar la clase que corresponde a las particiones con exactamente k bloques, ésta es

con FGE

k
(eXp(xk)!_l) - Zg(n’ k)%l.

Asignaciones de pelotas distinguibles en cajas. La clase de particiones en exactamente k bloques corresponde a la
clase de asignaciones de pelotas a k urnas indistinguibles de manera sobreyectiva.

Procediendo de manera similar, se puede verificar que para k fijo:

La clase etiquetada de asignaciones de pelotas a k urnas indistinguibles (cuyo largo es el ntuimero de pelotas) sin
restriccién de sobreyectividad es

SET,(SET({e}))

La clase etiquetada de asignaciones de pelotas a k urnas indistinguibles (cuyo largo es el ntumero de pelotas) de
manera inyectiva es

SET(SETo,1({e})).

La clase etiquetada de asignaciones de pelotas a k urnas distinguibles (cuyo largo es el ntimero de pelotas) irrestrictas
es

SEQy,(SET({e})).

La clase etiquetada de asignaciones de pelotas a k urnas distinguibles (cuyo largo es el nimero de pelotas) de manera
sobreyectiva es

SEQ,(SET>1({e})).

La clase etiquetada de asignaciones de pelotas a k urnas distinguibles (cuyo largo es el nimero de pelotas) de manera
inyectiva es

SEQ,(SETo,1({}))-
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1. Usando el método simbdlico para contar grafos 1 y 2 regulares

Un grafo simple G = (V, E) es un par ordenado donde V' es un conjunto finito de vértices (o d4tomos en este contexto) y
E C (‘2/) es un conjunto de aristas.

Llamamos grado de v en G, al nimero de aristas de E que contienen al vértice v, y se denota deg(v). Decimos que un
grafo es k-regular si todos sus vértices tienen grado exactamente igual a k.

Los grafos 1-regulares son simples de describir: cada vértice debe pertenecer a exactamente 1 arista, luego los vértices
resultan estar emparejados. Un nombre alternativo para grafo 1-regular es el de emparejamiento perfecto.

Por otro lado un grafo 2-regular es una coleccién disjunta de ciclos no dirigidos.

Calculemos cuantos grafos 1-regulares y 2-regulares hay con V = [n]. Para esto definamos las clases combinatoriales de
arista: A y de ciclo no dirigido C.

A es una clase que contiene un unico elemento (1 — 2), de largo 2. Luego

A(z) = 2?/2.

Por otro lado, para todo k& > 3, C contiene exactamente (k — 1)!/2 ciclos de largo k (notamos que el factor 1/2 viene del
hecho que el ciclo es no dirigido). Luego

A — lf x2
C(x)zg(kl' Zk:2( (113:)_5”_2)

Finalmente, llamemos G;, para i € [2] a la clase de los grafos i-regulares. Con esto tenemos que

G1 = SET(A), con FGE G, (z) = exp(z?/2)

Go = SET(C FGE Gy(z) = v 1
2 = (C), con 2($)—6XP 5T m

De aqui, si g1(n) y g2(n) cuentan el nimero de grafos 1 y 2 regulares en [n] se concluye que

22k n!
g1(n) = nl[z"] exp(x?/2) = n![z"] Z YR = [npar ]]W,

k>0

g2(n) = nl[z"] exp (—2/2 — 2% /4) (1 — z)~L/?

cuya simplificacién queda propuesta.

2. Funciones generatrices bivariadas y clases combinatoriales con costo

Sea A una clase combinatorial etiquetada o no etiquetada, donde cada elemento o € A ademds de tener largo || € N
tiene un costo cost(a) € N.

99
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Llamamos funcién generatriz bivariada ordinaria (FGBO) de A a la serie formal en C[[z, u]]

Az, u) = Z glolycost(@) — Z Z an,kxnuk7

acA n>0k>0

donde a, 1 = |[{a € A: |a] = n, cost(a) = k}|.
Si la clase es etiquetada, es mds conveniente trabajar con su funcién generatriz bivariada exponencial (FGBE)

A xla‘ cost(a) z" k
M = Y )~ 5

acA n>0k>0

Notar que A(z,u) es exponencial respecto a x y ordinaria respecto a u.
Usaremos las FGB para deducir férmulas para costos promedios de estructuras. Observemos que al derivar A con respecto
a u se obtiene

Ay(z,u) = Z cost(a)z!lycostl@)—1
acA
Si evaluamos la expresion anterior en u = 1 y extraemos el coeficiente de ™ se obtiene
["]Ay(z, 1) = [2"] Z cost(a)z!®l = Z cost(a),
acA acA: |a|=n

que corresponde al costo total de las estructuras de largo n.
Por otro lado,

[z"]A(z,1) = Z 1,

acA: |a|=n

es el nimero de estructuras de largo n.
Con esto concluimos el siguiente resultado.

Proposicién 79. El costo promedio de las estructuras de largo n de una clase combinatorial con costo A es

[2"]Au(z,1)
[2"]A(2,1) 7

st la clase es no etiquetada, o

2"/l Au(@, 1) _ 2" Au(a, 1)
[2" /nl]A(z, 1 1)

) [e"A(

)

st la clase es etiquetada.

Interesantemente, podemos usar el método simbdlico directamente en clases combinatoriales con costo. Estudiemos algunas
clases combinatoriales con costo simples.

Palabras Binarias Consideremos la clase B de todas las palabras en {0, 1} donde el largo de una palabra es el ntiimero
de simbolos que la componen y el costo es el nimero de 1.

Para definir B, notamos que como 0 tiene largo 1 y costo 0, la clase atémica {0} tiene FGBO z'u® = x. Similarmente,
{1} tiene FGBO z'u! = zu.

Usando que B = SEQ({0} + {1}), se concluye que la FGBO de B es

1

Blew) = T

Recordando que el niimero de palabras de largo n en {0,1} con exactamente k simbolos 1 es (Z) deducimos que

5 (Z)xnuk - B,

n>0 k>0
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Calculemos el nimero promedio de 1 que tiene una palabra de largo n en esta clase. Para esto, notamos que

By(z,1) = ﬁ g _ ﬁ
- xkzzo (7{2)(_ ) = xkzzo ((i)) (20)
=z (2 - l; — 1) (20)F = S (k+ 1)28aMH,
k>0 k>0
de lo cual,
[z By (x,1) = n2"" L.
Similarmente,
"B 1) = [ g = 6] Y 2kt = on.

k>0

Por lo tanto el nimero promedio de unos (costo promedio) de una palabra de largo n es

[#"|By(z,1) n2n~1

[z")B(z,1)  2»

n
5

Es cierto que en este caso, la cantidad n/2 se pudo haber deducido con métodos mucho més simples (simetria, linealidad
de la esperanza, etc.), pero lo anterior resulta ser buen ejemplo para el método general.

Arboles Planos estrictamente binarios (no necesariamente enraizados) Un drbol plano estrictamente binario
(APEB) es una estructura de nodos, que puede ser vacfa, en la cual cada nodo tiene exactamente dos hijos: un hijo
izquierdo y un hijo derecho, donde ambos son APEB. Una hoja de un APEB es un nodo donde ambos hijos son APEB
vacios. Consideremos la clase 7 de APEB donde el largo de un drbol es su nimero de nodos y el costo del mismo es su
nimero de hojas.

Si denotamos por O a los dtomos hojas y por e a los nodos internos (no hojas), podemos escribir la siguiente ecuacién
para 7.

T ={e} + {0} x {e} x {e} + {o} x T x T — {o} x {e} x {e}.

Esto se debe a que un arbol es, o bien vacio, o bien una hoja de la que cuelgan dos arboles vacios, o bien un nodo interno
del que cuelgan dos arboles, pero no pueden ser ambos vacios (por lo que se descuenta esa opcién).
Usando que {00} tiene FGBO zu y que {eo} tiene FGBO z se concluye que

T(x,u) =14 zu+ 2T (x,u)? — 2.

De esta ecuaciéon implicita se deduce que

T(x,1) =1+ 2T (x,1)?,

o bien

T (x,1)? = T(z,1) + 1
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1/2
n

B (_1)n+1
C4n(2n —1)

2n
n

) (

Luego, usando el teorema del binomio y la identidad ( > se deduce qu

2n

Clase 13.

e

)

n

1-v1-4 1 1/2 1 "
T(:r,,l):ix:—— / (—4;5)":—2967
2z 2z n 2x (2n—1)
n>1 n>1
1 Z " (2n+2) 1 Z ™ (2n+2)(2n +1)(2n)!
S 24=2p+1\n+1) 24=<2n+1 (n+1)!2
n>0 n>0

:L.TL

n+1

>

n>0

2n
")
Por lo que el niimero de estructuras de largo n es [z"]T(z,1) = %H(Qn") que corresponde al n

Por otro lado, derivando la ecuacién implicita para T con respecto a u se obtiene

Tu(z,u) =z + 22T (z,u) Ty (x, w)

Por lo tanto

x x
Tu(x,1) = = .
(1) 1-22T(z,1)  V1-4z
—1/2 -1)" /2
Usando teorema del binomio y la identidad ( / ) = ( 4n) < n) se deduce que
n n
-1/2

Tu(x, 1) =2

n>0

D

n>0

(-5 ()
2n72> )

Por lo que el costo total de las estructuras de largo n es [2"]|T,(z,1) = (n71
Concluimos que el nimero promedio de hojas de un APEB de n nodos es

) _n(n+1)
2n> 2(2n — 1)

n

n

2n — 2
n—1

(

por lo que la fraccién promedio de hojas que posee un ABEB de n nodos es

[2"|Tu(2,1) (
[2"]T(2,1) 1
n+1

(n+1) 1
2(2n — 1) n—oo 4’

es decir, para n grande, aproximadamente 1/4 de los nodos de un ABEB son hojas.

-ésimo numero de Cataldn.

El método anterior permite trabajar también con estructuras etiquetadas. Como ejercicio se propone calcular el ntimero

de ciclos promedio de una permutacién de [n].
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