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P1. [Numeros de Catalan)]
Consideremos la siguiente definiciéon recursiva de los expresiones bien balanceadas:

= £ es un expresion bien balanceado.
= Si P es una expresion bien balanceada, entonces (P) también lo es.
= Si Py @ son expresiones bien balanceadas, entonces PQ también lo es.
Recordemos que C), es el niimero de expresiones bien balanceadas con n paréntesis cerrados.

a) Demuestre que C,, satisface:

Co=1 Chy1= ZOiCn—i
i=0

b) A partir de lo anterior, encuentre una ecuaciéon para C(z). Donde C(z) es la FGO de C,,.
¢) Encuentre la misma ecuacién anterior a partir del método simbolico.

d) De una férmula cerrada para C,,.

Solucién 1.

a) Notemos que el problema de la presentacién que nos dan de los paréntesis bien balanceados (desde ahora
C) es que resulta en factorizaciones no unicas de estos, esto es malo pues sobrecontariamos al buscar una
recurrencia. Por ejemplo ()()() puede ser obtenido de maneras distintas como la concatenacion de elementos
P, Q € C. Demostraremos que la siguiente presentacion:

mccl
» PQelC = (P)QeC)

genera todo C y ademads es inica. Notemos que todo parentesis de esta presentacion es bien balanceado (pues
se deduce de las reglas P,Q € C = (P) € C = (P)Q € C. Sea ahora un paréntesis bien balanceado,
notemos que este string o es € o parte con un paréntesis abierto si parte con un paréntesis abierto existe
un paréntesis que cierra este, luego nuestro string es de la forma (P)Q que era lo buscado, ademés de esto
vemos que esta presentacién es tinica pues cada string bien balanceado posee un tinico parentesis que cierra
al primer paréntesis y esto define completamente la factorizacién. Para ver la recurrencia notemos que es
claro que Cy = 1. Para lo segundo ver que un string de largo n + 1 es de la forma (P)Q. Notemos que si
) es el k + 1 paréntesis derecho P se puede escojer de C formas y @ se puede escojer de C,,_j formas,
variando el k£ obtenemos que:

Cn+1 = Z CkCn—k
k=0
Que era lo pedido.

b) Notemos que de lo anterior tenemos:

n
Cn+1$n+1: E Cicn,ifﬂn-‘rl
=0
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Sumando esto para todo n tenemos:

Z Cn+1l‘n+1 = X Z i: CiCn_i.’L‘n

n>0 n>0 =0
Clx)—Co = x» (CxC)pa”
n>0
Cx)—1 = zC(x)?
¢) Notemos que de la descripcién que sacamos en a) la clase de los paréntesis bien balanceados la podemos

describir como:

C={e}+{(}xCx{}xcC
Pues los paréntesis balanceados o son la palabra vacia o bienen de la regla P,Q € C = (P)Q € C.
Notemos que ( tiene peso 0. Luego:

Cz) = 141-C(z)-z-C(x)

De donde llegamos a la misma ecuacién que antes.

d) Resolviendo la cuadratica tenemos:

1++/1—4x
2z

Veamos a que corresponde /1 — 4x. Por binomio generalizado:

C(z) =

(1—4x)/? = nzo(?)(—z;x)”

n>1 n!
B 11-(1-2)-(1—4)...01—[2n=2)) . .
= 1+ o o (—4™)z

n>1

1-3-5...2n—3) ., »

- l_z n! 2

n>1
B 1-3-5...2n—3)2-4-6...2n—2)_,, .
=1 Zl n! 2:4-6...(2n —2)

n>1
2n — 2\ 2
= ]_— —_r"
Z n—l)n
n>1
2n 2
_ 1_2( ) n+1
"0 n/n+1
1 2n\
= 1_2xzn—|—1(n>
>0

Obs: Se separa el caso n = 0 pues queda un producto vacio en el lado derecho.
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Notemos que si el numerador fuera 1+ +/1 — 4z tendriamos termino constante no nulo, lo que no es posible
pues estamos dividiendo por z. Luego:

1—+v1—4dx
2x
>

1 2n
2 n
wzn—kl(n)x

n>0

Cla) =

2z

1 2n\ ,
- Zn—l—l(n)x

n>0

De esto tenemos que C,, = %_H (27:1)
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P2. Encuentre mediante el método simbdlico:

a) El nimero de palabras de largo n sobre {0, 1,2} no tienen dos simbolos iguales consecutivos
b) El ntmero de palabras binarias que no contiene dos ceros consecutivos.

¢) Una palabra se dird de cumplearios si no tiene letras repetidas. Cuente las palabras de cumpleaiios sobre [m]
con n caracteres.

d) Sea A C N. Encuentre la FGO del niimero de composiciones de n tal que cada parte pertenece a A.

Solucion 2.

a) Definamos £ como la clase combinatorial de las palabras buscadas y £; como las palabras buscadas que
parten con i € {0,1,2}. Tenemos entonces las ecuaciones:

L = {€}+£0+£1+£2
Lo = {0} x(L1+Ly+{e})

Luego en FGO tenemos:

L(z) = 1+ Lo(z)+ L1(x) + Lo(x)
Por simetria para la segunda tenemos que:
T
Lo(x) =x(2Lo(z) +1) = Lo(z) =
1-2x
Por tanto tenemos que para L(z):
L(z) = 1+3Ly(x)
3z
=1
+ 1-2z
1
= (1
(1+2) 1—-2x
— Zann +22nxn+l
n>0 n>0
Luego lp=1yl,=2"4+2""1=3.2""1 para todo n > 1.
b) Este lenguaje lo podemos especificar como:
L={e0}+ L x {1,10}
En FGO tenemos: 14
T
L(z)=1 L 2 L(z)= ————
(0) = 1+ + L)@ +2%) = Liz)= 1—

Trabajando esto dltimo:

1 x x

Liz) = -
() zl—2z—22 1—x— 22

B

n>1 n>0

= Z fn$n71 + Z fna™

n>1 n>0

- an-‘rlxn + anxn

n>0 n>0

Luego ln — fnJrl + fn - fn+2
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¢) En este proceso se identifican los objetos, luego nuestras clases son etiquetadas. Notemos que cada una de
estas secuencias se ve como m elecciones de insertar o no el simbolo, esto es:

£ = SEQ,,({c} +2)
Luego:

Por tanto:

= {gﬂ L(x) = n'(ZL) — mn

d) Sea C la clase combinatorial buscada. Buscamos una secuencia de elementos de A tal que sumen n. Esta
vez nuestros atomos son los elementos de A y su peso es el nimero de cada elemento, luego:

C = SEQ(A)

Luego:
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P3. [Arboles]
Encuentre, mediante el método simbdlico:

a
b

d

) La FGO de los arboles binarios planos completos con n nodos internos.
) La FGO de los arboles trinarios planos completos con n hojas.

¢) La FGO de 4rboles enraizados planos etiquetados con n nodos.
)

Un arbol se dira 2 — 3 si todo nodo interno tiene 2 o 3 hijos. Encuentre una ecuacién funcional para los drboles

2-3 planos con n hojas.

a)

Solucion 3.

Notemos que todo drbol es o bien una hoja sola (raiz) o dos drboles conectados mediante una raiz (nodo

interno). Luego:
T = {Nodo Externo} + 7 x {Nodo Interno} x T

Como estamos contando por nodos internos el nodo externo tiene peso 0. Luego:
T(x) =1+ 2T(z)?

De esto vemos que T,, = C,, para todo n € N.

Analogamente en este caso todo arbol es o bien una hoja sola o tres arboles conectados mediante una raiz.
Luego:
T = {Hoja} + T x {Nodo Interno} x 7 x T

Luego:
T(x) =z + T(x)>

Notemos que este se puede ver como que todo arbol es una raiz y una secuencia de arboles de manera que
la estructura de las etiquetas se preserve. Luego:

T = Z+SEQ(T)

En funciones generatrices exponenciales:

T

)

— T(z)-T(z)* ==z

Los arboles 2 — 3 balanceados son o un nodo o reemplazar las hojas por dos nodos o tres nodos. Luego:
T = {Nodo} + T o {2 Nodos, 3 Nodos}

Luego:
T(x) =z + T(x? + 2°)
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P4. [Caminos de Dyck]

a) Una camino en Z? se dird de Dyck de largo k si:
» Es una secuencia de k pasos subir (+1,+1) y k pasos bajar (+1, —1) que llamaremos u y d respectivamente.
= Parte en el origen y se mantiene en el cuadrante positivo.
= Termina en el eje x (lo puede tocar varias veces).
Cuente mediante el método simbdlico el niimero de caminos de Dyck de largo k.

b) Llamaremos “meandro” o “serpenteo” de largo k a una secuencia de k pasos v y d que siempre se mantiene en
el cuadrante no negativo, pero no necesita terminar en el origen.

Cuente el nimero de meandros de largo k.

¢) Llamaremos “puente” a toda secuencia de k pasos u y d que parte y termina en el origen.
Cuente el nimero de puentes de largo k.

d) Concluya una expresién para la probabilidad que un paseo aleatorio de largo k en la recta que parte en el
origen, se mueve hacia la izquierda y derecha con probabilidad 1/2 en cada paso, termine en el origen.

Solucioén 4.

a) Sea D la clase de los caminos de Dyck contadas por largo, luego:
D={e}+(uxDxd)xD
En FGO tenemos:
D(x) =1+ 2°D(x)?
Resolviendo la cuadratica queda:
D(z) = (1 £+/1 — 422)/2(2?)

Por el mismo argumento que con Catalan tenemos que descartamos el signo positivo. Ademaés si recordamos
que:

Cz) =(1—-+v1—4z)/(2x)
concluimos que [22"]C(x) = [#"]D(x), es decir, D,, = Ca,

b) Sea M la clase de Meandros. Notemos que todo Meandro se puede escribir como un camino de Dyck (puede
ser €) o un camino de Dyck concatenado a un camino que parte en el origen, sube una vez, y nunca vuelve
a tocar al origen (este puede ser por lo menos u), esto dltimo es justamente u concatenado a un meandro.

Luego:
: M=D+Dx{u} x M=D x ({e} + {u} x M)
De esto: D)

¢) Sea P la clase de puentes. Notemos que todo puente es una secuencia de caminos de Dyck y caminos de
Dyck reflejados (o bajo el origen). Sea T la clase de caminos de Dyck no vacios y 7' los caminos de Dyck
reflejados no vacios. Tenemos que

P=SEQ(T+T")
En terminos de FGO P(z) = m, donde T'(z) = D(z) — 1.

Usando la ecuacion funcional que teniamos para D(z):

2T (z) = 2(D(z) — 1) = 22°D(2)* = 1 — /1 — 422
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Luego:

P(z) = (1 — 42%)~Y2% = Sum,, (_1/2) — 4"
n

e (e

d) Notando la biyeccién entre los puentes y dichos caminos tenemos que el nimero de caminos de largo 2k
que terminan en el origen es (Qkk), ademads el nimero de caminos de largo 2k — 1 que terminan en el origen
es 0. Luego si X, es la variable aleatoria que indica la posicion del paseo aleatorio en el tiempo n tenemos
que:

Por un calculo analogo al de la P1.:

P(X, =0) = 2(_%[[11 es par]




