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V. Hipergrafos y disenos.

Una estructura de incidencia o diseiio es un triple S = (V, &, 1), donde
1. V es un conjunto cuyos elementos son llamados puntos o vértices.
2. £ es un conjunto cuyos elementos son llamados bloques o aristas (hiperaristas).

3. I es una relacién de incidencia entre V' y E, es decir I C V x £. Los elementos de I son normalmente llamados
banderas. Podemos ver I también como una matriz de incidencia donde I(v,B) =15si (v,B) € I.

Si (v, B) € I decimos que el punto v y el bloque B son incidentes. En general, permitimos que dos bloques distintos By y
Bj sean incidentes a los mismos puntos. Cuando esto no pasa decimos que el diseno es simple. El soporte de un bloque B
es el conjunto de puntos incidentes a B (lo denotamos como sop(B)).

Un disefio simple también se conoce como “hipergrafo”. En dicho caso, se suelen llamar a los bloques “aristas” y a los
puntos “vértices”. Ademds, interpretamos los bloques de £ como subconjuntos de V (aquellos puntos incidentes al bloque).
En otras palabras, un hipergrafo H = (V,£) es un par tal que £ C 2V,

Sea S = (V,&,I) un disedo.

» El grado de un punto v € V, denotado deg(v) es el niimero de bloques incidentes a él.

» El tamaiio de un bloque B € &, denotado s(B) (o simplemente |B| en el caso de hipergrafos) es igual al nimero de
puntos incidentes a él.

= Un disefio es k-uniforme si todos los bloques tienen tamano k

= Un disefio es k-regular si todos los puntos tienen grado k.

» El dual de un disefio S = (V, &, 1) es el diseno S* = (£,V,I*) donde (v, B) € I siy solo si (B,v) € I'*.
Los conceptos de grado y tamafio se dualizan. En particular, el dual de un disefio k-uniforme es k-regular, y viceversa.

Notemos que en un hipergrafo k-uniforme, £ C (‘;) Agreguemos algo de notaciéon para hipergrafos.

= Un hipergrafo 2-uniforme se conoce como grafo (simple).

» Un disefio con |B]| € {1,2} se conoce como multigrafo.

» El complemento (estdandar) de H = (V, &) es (V,2Y\ &).

» El complemento (uniforme) de un hipergrafo k-uniforme H = (V,&) es (V, (1) \ &).
= Por conveniencia, llamaremos n al tamano de V y m al tamano de £.

Disenos de lineas

Estamos interesados en estudiar disefios con algtin tipo de estructura regular. El primer ejemplo que veremos son los
llamados disefios de lineas.

[DEF] En un disefio de lineas los bloques son llamados lineas. Cada linea contiene (es decir, es incidente a) al menos 2
puntos y cada par de puntos estan en exactamente una linea. En particular, el diseno es simple.
Ejemplos: Aparte de los ejemplos triviales (un punto sin bloques, o 0 puntos) los siguientes son faciles de ver:

1. Grafos completos K,, = ([n], (3))-
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2. En general, hipergrafos completos k-uniformes: KF = ([n], (5))-

3. Plano de Fano ([7], {{1,2,3},{3,4,5},{5,6,1}, {1, 7,4}, {3,7,6}, {5,7. 2}, {2,4,6}})

Teorema 1 (Erdos, de Brujin). Si S es un diserio de lineas no trivial con n > 2 entonces m =1 o m > n, y de tener
igualdad se tiene que para cada par de lineas existe exactamente un punto incidente a ambos.

Demostracion. Como n > 2 hay al menos una linea. Supongamos que hay més de una. Si « ¢ L entonces deg(xz) > |L]
pues hay |L| lineas distintas que unen a z a los puntos de L (de hecho, observamos que si existiera una linea L’ disjunta
a L que pasa por z entonces, deg(z) > |L|). Supongamos que m < n. Entonces m(n — |L|) > n(m — deg(x)) y luego,

=Y Y i) % o e -

eV LeE, LIz LEE a@V

Luego la desigualdad debe ser igualdad y de hecho, para todo x & L, n(m — deg(x)) = m(n — |L|), luego,
ndeg(z) = m|L| y como m < n, |L| < deg(z) se concluye que m = n y L = deg(z). Usando la observacién del principio

de la demostracién, notamos que no pueden haber dos lineas disjuntas. O
Ejemplo: Un casi-lapiz (o casi-haz) es un disefio de lineas con m = n > 2,V = [n], y cuyas lineas son {1,n},{2,n},..., {n—
1,n},[n—1].

t-Disenos

Definiciones:

» Decimos que dos disefios H y H' son isomorfos si existen funciones f: V(H) — V(H'), g: E(H) — E(H') biyectivas
tal que sop(g(B)) = f(sop B). Alternativamente, dos disefios son isomorfos si la matriz de incidencia de una se
puede obtener de la otra permutando filas y coumnas. En el caso de hipergrafos, la funcion g esta determinada,
g(B) = f(B). Luego basta mostrar f: V(H) — V(H') biyectiva tal que B € E(H) si y solo si f(B) € E(H').

» Sea H = (V,€) un hipergrafo (o un disefio) y X C V, el grado de X, deg(X) es el nimero de bloques que
contienen a X como subconjunto (que son incidentes a los puntos de X). En particular, Vv € V,deg({v}) = deg(v)
y deg(0) = m = [£].

» Un disefio se dice (t,\)-balanceado si VX € (‘:), deg(X) = A (notar que (1, \)-balanceado es lo mismo que
A-regular).

s Un t-diseno, es un diseno uniforme, (¢, A)-balanceado para algin . Mas especificamente un t-disefio se denota
Sx(t,k,n) si tiene n puntos, k-uniformes y (¢, A)-balanceado (A > 1 se conoce como el indice del disefio, notar que
t<k<n).

= Un t-diseno se llama trivial si ¢ = k 0 k = n. Cuando k = n, tenemos que todos los bloques contienen a todos
los puntos, luego A = m. Por otro lado si t = k, entonces todo conjunto de ¢ puntos estd contenido en A bloques
“iguales” (incidentes a los mismos puntos). Es decir el disefio no es més que A copias de ([n], (7)). Por estas razones,
usualmente se pide que t < k < n.

» En este curso nos preocuparemos solo de disefios simples o hipergrafos (pero las definiciones se extienden a casos
generales).

» Un sistema de Steiner es un ¢-disefio con indice 1, en ese caso se denota S(¢, k,n) (esto es un hipergrafo k-uniforme,
donde cada conjunto de ¢t puntos estd contenido en 1 bloque).

= Los 2-disefios, i.e. Sx(2, k,n) tambien se conocen como BIBD (balanced incomplete block design).

» Los t-disefios con n = m se llaman simétricos (igual numero de puntos que de bloques).
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Ejemplos
1. Grafos A-regulares son Sy(1,2,n).
2. El plano de Fano es un S(2,3,7) (notar que es un BIBD)

3. Sea I, el cuerpo de orden p para p primo. Considere el hipergrafo H V = Ff) \ {6} yE={{z,y,z}:x+y+z= 6}

Cada par de elementos = # y de V determina un tnico tercer elemento z = —x —y = = + y tal que {xz,y, 2} es
un bloque (Notar que z # z (y de y) pues si z = z tendriamos 0 =  + y + = y). Luego, H tiene 15 puntos, es
3-uniforme y (2, 1)-regular. Es decir, es un S(2,3,15).

4. Sea ahora V = ]Ff,, E={{w,z,y,2}: w+x+y+2z=0}. Nuevamente, si w, x,y son puntos distintos, existe un tnico
z distinto a ellos (z = z + x + y implica que « = y) tal que {w, x,y, 2z} es un bloque. Luego H es un S(3,4, 16).

A continuacién veremos varios teoremas concernientes a relaciones entre los pardmetros de un t-disefio. Notamos que los
teoremas 2, 3 y 4 son generalizados por el teorema 5.

Teorema 2. El nimero de bloques de un Sy(t,k,n) es

= (/0 =6 G2

Demostracion. Cree el grafo bipartito G con vértices en un lado L = (7;) y del otro R = &, los bloques de H. Un par
(T, B) es una arista del grafo si T C B. Notar que todos los vértices de L tienen grado A, luego el ntimero de aristas es
|LIA = A(}). Por otro lado todos los vértices de R tienen grado (’z), es decir el nimero de aristas es m(’f) O

Teorema 3. Considere un Sx(t,k,n) y sea 0 <1i < t. Para todo conjunto I € (?),

n—1 k—1 n—1 n—t
deg(l) = A =\
et =220 ) (7)< () ()
Demostracion. Cree el grafo bipartito G’ con vértices en un lado L los conjuntos de ¢ puntos que contienen a I y del otro
R = &, los bloques de H. Un par (T, B) es una arista del grafo si T C B. Notar que G’ es subgrafo inducido de G. El

grado de los vertices de L es A. Luego el n[umero de aristas es |[L|A = )\(7L_.i). Por otro lado los vertices de R tienen grado

t—1

(’;:Z), luego el numero de aristas es deg(I) (;“:Z) O

En particular, todos los t-disefios también son i-disenos (Sgeg(r)(4, k, 1)) y son r-regulares donde r = /\(Ttl__ll) / (’::11)

La existencia de disenos Sy (t, k,n) para distintos pardmetros es un tema central de esta drea. En particular sabemos:

Corolario 1. Si existe S)(t,k,n) entonces para todo 0 < i <'t,

n—i\ (k=i (- )t—i(E—t)] (n-Dk—1) (n—i)n—(i+1)...(n— (1))
( >/< )‘ )

t—i)\t—i) " t=)lm-tl(k—i) (K-in—0! (k—i)k—(i+1)...(k—(t—1
son numeros naturales.

De aqui se deduce, por ejemplo que los n para los cuales hay un S(2,4,n), deben satisfacer (n — 1)/3 y n(n — 1)/12 son
naturales, es decir, n = 1 modulo 3. Lo que implica que n es 1 0 4 modulo 12 (no puede ser 7 o 11).

Corolario 2. Para 2-disenios, r(k—1) =Xn—1) y mk(k—1) = An(n —1) o sea mk = nr.

Volvamos un poco a los disefios de lineas simétricos (i.e. n = m). Los disefios de lineas son (2, 1)-balanceados (cada par
de puntos estd en 1 linea), el tamaifio de cada bloque es al menos 2. Sea D uno de estos disefios.

Ejercicio 1. Probar que si D es un diseno de lineas no uniforme, entonces D es un casi-lapiz.
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En el caso uniforme, tenemos que D es un 2-disefio simétrico con indice A = 1.

[DEF]Plano Proyectivo: Un plano proyectivo es un 2-diseno simétrico con A = 1.
[DEF|Disefio Proyectivo: Un disefio proyectivo es un 2-disefio simétrico (a veces se denotan SBIBD).

Normalmente llamamos a ¢ = k— A elorden del disefio proyectivo. En todo disenio proyectivo, r =k y k(k—1) = A(n—1).
Es decir, los disenios proyectivos son los

Para el caso de planos proyectivos, se tiene un

S(2,k, k> —k+1)=58(2,¢+1,¢>+q+2).

Planos proyectivos PG(2,q)

Sea ¢ una potencia de primo de modo que el cuerpo F, exista. Consideremos el espacio vectorial Fg. ( Cuantos subespacios
vectoriales de dimensién 1 tiene F3?

Para ver esto, notemos que cada espacio vectorial de dimensién 1 tiene ¢ — 1 vectores no nulos (que son paralelos). Como
hay ¢ — 1 vectores no nulos se tiene que hay (¢ —1)/(¢ — 1) = ¢*> + ¢ + 1 espacios de dimensién 1. Tomemos estos como
nuestros “puntos”. Como bloques tomemos los espacios bidimensionales y la relacion de incidencia va por inclusion. El
numero de espacios bidimensionales es el mismo (pues cada espacio bidimensional es el ortogonal de un espacio unidimen-
sional). Luego el disefio es simétrico. Ademés es (2, 1)-balanceado (cada par de puntos estd en exactamente un bloque).
Por lo que se deduce que es un plano proyectivo S(2,q+1,¢*+q+1) (el hecho que k = g+ 1 se puede sacar directamente
o usando la ecuacién k(k — 1) = n). Este plano proyectivo usualmente se denota como PG(2,q) (geometria proyectiva de
dimension 2 y orden q).

Como ejemplo, el plano de Fano es isomorfo a PG(2,2) (para q¢ = 2, los espacios vectoriales de dimension 1 tienen 1 vector
no nulo). Los siete vectores no nulos de F3 son los puntos.

De la construccién anterior sabemos entonces que para toda potencia de primo ¢ existe un plano proyectivo de orden gq.
Ademés, para ciertos g potencias de primo (ej: ¢ = 9) se conocen planos proyectivos distintos a PG(2,q). Nadie sabe si
existen planos proyectivos con ¢ no potencia de primo (no se descarta la posibilidad de ello).

Una definicion alternativa de plano proyectivo es la siguiente.

[DEF|Plano proyectivo (alternativa): Un plano proyectivo es un hipergrafo que satisface

1. Cada par de puntos estdn en una tnica linea (dos puntos definen una linea).

2. Cada par de lineas intersectan en un inico punto (no hay lineas paralelas).

3. Existe un conjunto de 4 puntos tales que no hay 3 en la misma linea (evita trivialidades).
Ejercicio 2. Probar que ambas definiciones de planos proyectivos son equivalentes.

Comentario: Para ganar un poco de intuicién sobre los planos proyectivos, es conveniente mirar el plano proyectivo real
PG(2,R) que se obtiene reemplazando el cuerpo F, por R. Ya que tenemos un “punto” por cada direccién (vectores no
paralelos) de R3, podemos pensar que en verdad nuestros puntos tienen todos norma 1, es decir es la bola de centro 0
y radio 1 en R?. Como dos puntos antipodales son paralelos debemos identificarlos. La forma més natural de hacer esto
es mantener un hemisferio cerrado de la esfera e identificar puntos opuestos en el ecuador. Luego, los puntos del plano
proyectivo son puntos del hemisferio y las lineas son los “circulos mayores”. Si aplanamos el hemisferio (por ejemplo,
ubicando el hemisferio sobre un plano y proyectando cada punto x de el al punto x’ del plano obtenido al proyectar x
desde el centro mediante una recta), tenemos realmente un plano con un punto en infinito agregado para cada direccién
(v una ”linea”que pasa por todos los puntos en infinito). El nombre de “plano proyectivo” viene esencialmente de su
interpretacion artistica: Si vemos dos lineas paralelas de acuerdo a la geometria habitual (por ejemplo las lineas de un riel
de ferrocarril) de frente veremos que ambas lineas parecen converger al mismo punto en el horizonte, por ello decimos que
se intersectan en infinto. El “horizonte” corresponde a la linea que pasa por los puntos al infinito.
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Operaciones en disenos
Sea D = (V,&,I) un disenio y X C V. Definimos

1. Borrado de X:
D\X=WV\X,{Be&: sop(B)eé\X})

notar que si D es hipergrafo,
D\X =W\ X,{Be&: XNnB=0}.

2. Contracciéon de X (Es borrar X y reducir las aristas incidentes):
D/X =WV\X,{Bx: Beé&}),

donde Bx es un bloque que es incidente a todos los puntos de sop(B) \ X.

Notar que si aplicamos la contraccion a hipergrafos, podemos obtener disefios que no son hipergrafos, pues el resultado
puede contener aristas multiples (es decir, bloques incidentes a los mismos puntos).

Definimos entonces la contraccion de vértices en hipergrafos como aquel hipergrafo que se obtienen primero aplicando
la operacién como disefio y luego borrando bloques miltiples (dejando un representante por clase de incidencia) y
luego borrando aristas vacias. Es decir,

D/X =(V\X,{B\X: B & X CB}).

Ejercicio 3. Demostrar que la derivacion y el borrado de vértices de disefios (resp. de hipergrafos) conmutan. Es decir si
I y J son conjuntos disjuntos de vértices entonces (D/I)\ J = (D\ J)/I, (D/J)/I =(D/I)/J, (D\J)\I=(D\I)\J.

Definiremos 4 disefios asociados a un hipergrafo: Sea H = (V, &), I C V.

1. Diseiio residual de H en [
Res(H,I) = (V\I,{B: BNI=0})=H\I.

2. Diseno derivado de H en [
Der(H,I) = (V\I,{B\I:1C B}\{0})

(Es igual al hipergrafo obtenido al primero borrar las aristas que no contienen a I, y luego contraer I.

3. Disemno residual interno de H en I

ResInt(H,I) = (V\I,{B\I: Be&}\{0})

4. Diseiio derivado interno de H en I

DerInt(H,I) = (I,{BNI: B €Y\ {0})

Como ejemplo, para el sistema de Steiner S(3,4,16) dado por H = (F,, {{w,z,y,2}: w+z+y+2z = 0}), su derivado en
0 es el S(2,3,15) dado por Der(H, {0}) = (Fp\ {0}, {{z,y, 2} 24+ y +2=0}).

Corolario 3. Sea H es un S\(t,k,n) (no trivial). Entonces Der(H,I) es un Sx(t — i,k —i,n —14) (no trivial).
Demostracion. Basta ver que |V\ I| = n—1i, que todo bloque tiene tamafio k—i y que para todo X C V\ I con | X|=1t—1,

degy, (X)=|{B\I: ICBe&XCB\I}|=|{B€&: XUICB} =degy(IUX)=A\. O

Teorema 4. Sea 0 < j <ty JC (1])) El nimero de bloques de un Sx(t,k,n) que no contienen a ningin punto de J es

iqual a .
()
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Demostracion. Llamemos d; a la cantidad buscada y usemos inclusién-exclusion. Usando que el grado de un conjunto de

tamaiio i es lambda (}_7)/ (’f:;), se tiene

dj=m— Y ()" Bee:1C B}
I:0#ICJT

(PG
HV‘(Z?) (Zii 2)

%

(=1
=0
A
7t

(n

n t

( - 37%)
((1—w =)
_ (n:t> £y (n]ij>$i+j

A n—j
= n—t( ’ ) O
(k7t> n—k—j
La demostracion anterior se puede hacer mas corta. De la segunda linea de la demostraciéon anterior sabemos que d; sélo

depende de la cardinalidad de J y no de sus puntos. Llamemos d; a este nimero en comun y creemos un grafo bipartito G
con biparticién ((‘;) ,&) y aristas (T, B) con TNB = (). Tenemos que el ntimero de aristas de este grafo es d, (?) = m(”fk).

Es decir ° | ]
v (5N~ (G

J

Podemos extender el teorema anterior aiin mas.

Teorema 5. Sean I y J dos subconjuntos disjuntos de V en un Sx(t,k,n), con |I| = i,|J| = j,i+ j < t. Entonces el
numero de bloques que son incidentes a todos los puntos de I y a ningin punto de J son

n—1it—j n—t
A .
("G
Demostracion. La cantidad buscada es exactamente el niimero de bloques que no tocan a J en el sistema derivado con

respecto a I, que es un Sy(t — i,k — i,n —4). Usando el teorema anterior para estos pardmetros se concluye. O

Corolario 4. Sea H un Sx(t,k,n). Si J CV, |J| <t entonces el hipergrafo residual Res(H,J) es un S,(t — j,k,n — j)
con = M)/ (4.

Demostracion. Recordemos que Res(H,J) = (V\ J,{B € £: BN J = 0}). Tenemos que |V \ J| = n — j, que todo bloque
tiene tamatio k y que para todo X C V\ I con |X|=1t—j,

deg s (X)=|{B€&: X CB,BNJ =0} :A(kﬁ_t )/(Z:D :A(”;k>/(k_(t._j)) O

t+7J J
Ejercicio 4. Pruebe que el complemento uniforme de un Sy (¢, k,n) con n > k+t es un t-disefio y encuentre sus pardmetros.

Antes de proseguir mencionemos una extension del corolario 1 de este apunte
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Corolario 5. Si existe un Sy(t,k,n) entonces para todo 0 < i,j <t tal que i + j < t los nimeros

(")

(=)

A = A(n—1)

son enteros positivos.

Mas sobre 2-disefios

Volvamos nuevamente a 2-disefios ¢t = 2 (BIBD). Es decir, disefnos para los cuales cada par de puntos pertenecen al mis-
mo ntmero de bloques. Ya vimos algunos 2-disefios simétricos con A = 1 (planos proyectivos), veamos un ejemplo con A > 1.

Ejemplo: Consideremos como puntos los casilleros de un tablero de 4 x 4 casilleros. Para cada casillero z, definimos un
bloque B, que contiene a todos los cuadrados que estdn en la misma fila o en la misma columna de z (exceptuando a x).
Este diseno tiene n = 16, m = 16, k = 6. Veamos que es (2, A)-balanceado para algin A.

Sean x,y dos casilleros.

1. Siz e y estdn en la misma fila (o columna), entonces los bloques que contienen a ambos son exactamente los bloques
asociados a los otros dos casilleros de la fila (o columna).

2. Si z e y no estan en la misma fila ni columna entonces los tinicos bloques que contienen a ambos son los asociados
al casillero determinados por la fila de x y la columna de y, y al casillero dado por la fila de y y la columna de x.

Luego, el disefio anterior es un S2(2, 6, 16) simétrico.

Una propiedad importante que cumplen los 2-disenios es la llamada desigualdad de Fisher que es una generalizacion de la
desigualdad de Erdos y de Brujin (para disenos de lineas, donde A = 1).

Teorema 6. En todo 2-diserio, m > n.

Demostracion. La demostracién es algebraica. Tomemos la matriz de incidencia M del disefio (M € {0,1}"*™). Recor-
demos que rn = km y que A(n — 1) = r(k — 1). Como k < n, se tiene que A = r(k —1)/(n — 1) < r. Como cada punto
estd en r bloques y cada bloque tiene k puntos, la matriz M M7 vale

A, siz#y
MM (z,y) = M(x,B)M(y, B) = T
it r, six=y

Es decir, si J es la matriz de unos e I es la diagonal,
MMT = \J+ (r — NI

Como J tiene un valor propio igual a n, y el resto son 0, se concluye que la matriz M M7 tiene n — 1 valores propios
iguales a 7 — A y un valor propio igual a (r —\) +An = r+ A(n — 1) = rk. Luego M M7 tiene rango completo n. Con esto,
M tiene rango n de lo cual m > n. O

De la desigualdad de Fisher y las igualdades rn = km, A(n — 1) = r(k — 1) se deducen otras. Por ejemplo

r=km/n>k
Ek—1)/A<n—-1<r(r—1)/A

con igualdad en el caso simétrico.

La desigualdad de Fisher nos permite obtener cotas para los pardmetros de t-disefios con ¢t > 2, usando disenos derivados.
Por ejemplo, si H es un Sy(3, k, n) entonces su derivada en un punto cualquiera es un Sy(2,k — 1,n — 1). Recordando que
el ntimero de bloques del disefio derivado es [{B € £: B D {*}}| = r, se concluye que r > n — 1.

Una de las preguntas fundamentales es la (no)-existencia de planos proyectivos de ciertas parametros.

Usando las ideas de la demostracién anterior podemos probar el siguiente teorema.
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Teorema 7 (Bruck-Rysen-Chowla). Supongamos que existe un 2-disefio simétrico S\(2,k,n)

1. Sin es par, entonces (k — \) es cuadrado perfecto.

2. Sin es impar, entonces la ecuacion 2> = (k—N)x? +(—=1)"~D/2 w? tiene solucion (z,w,z) € Z* no trivial (distinta
de (0,0,0)).
Usando el siguiente lema de teorfa de ntimeros (que no demostraremos) “Todo entero que se puede escribir como la suma
de dos cuadrados racionales también se puede escribir como suma de cuadrados enteros”, se concluye el siguiente corolario.
Corolario 6. Si existe un plano proyectivo de orden q igual a 1 o 2 modulo 4, entonces q es la suma de dos cuadrados.
Demostracién. Notemos que n = ¢> + ¢+ 1 =3 (méd 4). El teorema BRC nos dice que existe (z, z, w) no trivial tal que
2 2

z? = qz* —w?, o bien gz? = z* +w?. De aqui tenemos que = # 0y luego ¢ = 2 + % es suma de dos cuadrados racionales.
Por lo tanto, es suma de cuadrados enteros. O

El corolario anterior garantiza que no existen planos proyectivo de orden 6 o 14 por ejemplo.
Volvamos a la demostracion de BRC. Para esto necesitaremos dos resultados de Lagrange:

Lagrange: Todo ntimero entero n se puede escribir como la suma de 4 cuadrados, es decir n = a} + a3 + a3 + a3. Més
aun, si ¢ # 0, la matriz

ai a2 as a4
H(q) — —az ai —Qyq as

—as Qg4 ay —as |’

—a4 —a3 ag ai

es invertible, H(q)™! = %H(q)T y ademds, para todo x = (21, %9, 73,24) € Z*, el vector y = (y1,¥y2,¥y3,y4) = xH(q)
satisface
q(af + a3 + a3 + %) =y +y5 +y5 + i
Demostracion de BCR. Como la matriz de incidencia M es cuadrada, tenemos que
det(M)? = det(MM™) = (rk)(r = N =72(r — \)" L.

Como det(M) es un entero, concluimos el caso n par. Veamos ahora el caso impar. En adelante sea x = (z1,...,2,) una
variable n-dimensional y llamemos a ¢ = r — A el orden del diseno. Definamos para todo 1 < j < n, las variables

Lj:=Lj(x) = Y Myxz; = (z" M),
1=1

La ecuacién M M7 = \J + ¢I implica que
j=1
= el Jz + qzx
n 2 n
/\<in> Y2 M)
i=1 i=1
Veamos primero el caso n =1 (mdd 4). Separemos las variables en grupos de a 4 y definamos:
(yl7 Y2,Y3, y4) = (xlv T2,T3, $4)H(q)
(Y5, Y6, Y7, Ys) = (5, 6, v7,78) H (q)

(yn—47 Yn—3,Yn—2, yn—l) = (xn—4a Tn—3, Tn—2, $n—l)I_I(Q)

Yn = Tn

n
u = g Ty
i=1
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Luego,
n n—1
YLi=x ) v ayn (2)
i=1 i=1

Recordemos ahora que la matriz H(q) es invertible (y su inversa es racional), por lo tanto cada L; es una funcién lineal
a coeficientes racionales de los y;, esto también es cierto para u. En otras palabras, la expresién (2) es una identidad
que vale para todo vector y = (y1,...,¥yn) € R™. Modifiquemos esta ecuacién para obtener otras identidades. Escribamos
Ly = iy + > ili- Sea y' = (Yo, ..., yn) € R™ arbitrario.

Si p; # 1 entonces definamos

Y1 = Z?:z ,uiyi'
(1 —pa)
De modo que Ly = pyy1 + (1 — pa)yr = y1-
Si g1 = 1, definamos
n
Y= — D imo Hili
2
De modo que L1 = y; — 2y; = —y1. En cualquier caso, L} = 3% y luego
n n—1
SNLE=x+)) i +aq? (3)
=2 =2

Es decir, tenemos la misma identidad pero con una variable menos (donde naturalmente reexpresamos los L; y u como
funciones lineales en (yo, ..., y,) a coeficientes racionales). Repitiendo el mismo argumento n — 2 veces tenemos que

Ly, = Ad® + gy,

donde tanto L, como w son multiplos racionales de y,. Supongamos que L, = ay,, y © = by, con a,b € Q, y finalmente
fijemos y, = 1.

a? =\ +q.
Escribiendo a = ay/ag, b = b1 /by con aq,az,b1,bs € Z, y ba,as # 0, tenemos que
(a1be)? = A(b1az)? + q(azby)?.
Llamando z = a1bs, w = bias, £ = asbs concluimos que
2% = qz® + \® = gz + (71)(”*1)/211)2,

donde z # 0. Con esto finalizamos la demostracion del caso n =1 (méd 4).
Para el caso n = 3 (méd 4), primero agregamos una nueva variable z,41 y sumamos gz2_; a ambos lados de (5). Para
obtener,

n n 2 n+1
ZL%-#—qxiH:)\(in) +q2xf. (4)
i=1 i=1 i=1

Creando variables y; hasta y,4+1 (n + 1 es multiplo de 4 ahora), se obtiene la identidad

n n+1
S L4 qrl =M +q) v (5)
i=1 i=1

donde ahora consideramos x,,41 como funcién racional de los y;.
Eliminando como antes, se obtiene que
2,2 2
qanrl - /\U + yn+l
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Tenemos ahora que z,11 = (a1/a2)Yn+1, ¥ = (b1/b2)yn+1, cOn ay, az, by, by € Z, az,bs # 0. Fijando y,+1 = 1 se tiene que:
q(a1b2)? = A(bras)? + (agbs)>.
Llamando z = agby # 0, w = byas y * = a1by tenemos que

22 = qa? —w? = qa? + (—1)("D/22,

Cuadrados Latinos

[DEF]Tablero: Para nuestros propdsitos llamaremos tablero de orden n a una matriz cuyas filas, columnas y simbolos
estan todos indexados por Z,.

[DEF]Cuadrado latino: Un tablero A es un cuadrado latino de orden n si cada elemento de Z,, aparece una vez en cada
fila y una vez en cada columna.

0 1 2
1 2 0] esun cuadrado latino de orden 3.

2 01

[DEF]|Superposicién de tableros: Si A y B son tableros de orden n, definimos A B como la matriz de orden n tal que
Ax B(i,j) = (A(i,§), B(i,4))-

Ejemplo:

[DEF|Tableros ortogonales: Dos tableros A y B de orden n se dicen ortogonales si todos los pares (a,b) € Z, X Z,,
aparecen como simbolos en A x B.

Proposiciéon 1. Definimos los siguientes tableros de orden n

0 0 0
1 1 1

n—1 n—-1 ... n—1

Un tablero X de orden n es cuadrado latino si y solo si X es ortogonal a R, y X es ortogonal a Sy,.

Ejemplo:
012\ /000 (0,0) (1,0) (2,0)
12 0«11 1|=(@11) 21 (01)
2 0 1) \2 2 2 2,2) (0,2) (L2)
01 2\ [0 1 2 0,00 (1,1) (2.2)
12 0ofl«lo 1 2)|=((0 @1 (02
2 0 1 01 2 (2,0) (0,1) (1,2)
Demostracion. Directa. O

Problema de los oficiales de Euler. Euler propuso el siguiente problema. Pueden 36 (resp. n?) oficiales de 6 (resp. n)
regimientos con 6 (resp. n) rangos distintos ser puestos en una formacién de 6 por 6 (resp. n por n) de modo que en cada
fila y columna haya un oficial de cada rango y un oficial de cada regimiento.

Llamando a cada oficial (i, j) donde i es el rango (en Z,,) y j el regimiento (en Z,,), el problema se reduce a encontrar una
matriz M que contenga a todos los pares ordenados (7, j) de modo que en cada fila y columna aparezca exactamente una
vez cada simbolo ¢ en la primera coordenada y lo mismo para la segunda coordenada.

En términos de nuestra notacién anterior, el problema de Euler consiste en encontrar dos cuadrados latinos de orden n
ortogonales. El problema especifico de Euler es el caso n = 6, también conocido como el de los 36 oficiales.

10
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Notemos que el problema tiene solucién para n = 1 y para n = 3. Pero no lo tiene para n = 2 (pues los unicos cuadrados

latinos que existen son A = (? (1)> ,B= <(1) (1)) y los pares (A, A), (A, B), (B, B) no son ortogonales.

Obs: La superposicién de dos cuadrados latinos ortogonales también se conoce como cuadrado greco-latino.

[DEF] Un conjunto L de cuadrados latinos de orden n tales que cada par de ellos son ortogonales se dirdn MOLS (Mutually
orthogonal Latin Squares).

Veamos una manera de construir algunos conjuntos de MOLS.

Teorema 8. Sea n entero positivo y r elemento invertible de Z,, (es decir, primo relativo con n). Sea A = Alrm) el
tablero tal que
Entonces la matriz A es un cuadrado latino.

Demostracion. Notar que:

Qi,j = @ik
=S ritj=ar-i+k
= j=, k.
y ademas, como r es invertible,
Ajq = Ak g

= rjti=,r-k+1
<= r-j=,r-k
— j=, k.

Teorema 9. Sea p primo, entonces {A(l’p), e A(p_l’p)} es un MOLS de orden p y cardinalidad p — 1.

Demostracidn. Ya sabemos que son cuadrados latinos. Veamos que A = AP) y B = A(5P) son ortogonales. En efecto,
supongamos que algtiin par ordenado se repite en la yuxtaposicién, digamos, que la fila ¢ y columna j se repite con la fila
k y la columna ¢. Es decir tenemos la siguiente igualdad en Z?,:

(ri+gj,s-i+j)=@-k+4ls-k+70)
Reescribiendo tenemos que
ri— k)= (=), y s(i— k) = (€= )
Si ¢ # k, concluimos que r = s, cancelando i — k. Luego debemos tener que ¢ = k. Pero entonces, deducimos de la primera

ecuacion que j = £. Es decir, la unica forma que dos posiciones tengan el mismo par ordenado es que las posiciones sean
iguales. O

La construccién anterior se puede hacer también si en vez de indexar los simbolos y posiciones con el cuerpo Z, lo
indexamos con el cuerpo finito I, donde g es una potencia de primo. En este caso tambien podemos construir un MOLS
de orden ¢ y cardinalidad g — 1.

Teorema 10. Para todo q potencia de primo existe un conjunto de g —1 MOLS de orden q.

Como ejemplo veamos que pasa con el cuerpo de 4 elementos: (0,1,z,2 4+ 1), donde z +z =0,z -z =1+ z.
Las 3 matrices del MOLS son:

0 1 z z+1 0 1 x r+1 0 1 z z
A4 — 1 0 z+1 x Al — x z+1 0 1 AO+e4) _ r+1 T 1
T z+1 0 1 ’ Tz +1 T 1 0 ’ 1 0 z+1
r+1 T 1 0 1 0 rz+1 x T 1+2x 0

11
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Reetiquetando obtenemos 3 cuadrados latinos (tableros) mutualmente ortogonales de orden 4.

Notemos que siempre podemos reetiquetar los simbolos de un cuadrado latino mediante una permutacién. Decimos que un
cuadrado latino esta en forma estdndar, si su fila 0 es (0,1,2,...,n —1). Si quisieramos contar cuadrados latinos, bastaria
con primero contar cuadrados latinos estdndar (;por qué?)

Dado un entero n > 2, llamemos N(n) al ntimero mdximo de MOLS que podemos encontrar. Sabemos que N(2) = 1y
que si ¢ es potencia de primo, N(q) > g — 1. jEs posible encontrar un n tal que N(n) > n? La respuesta la da el siguiente
teorema.

Teorema 11. Para todon >2,1 < N(n) <n-—1.

Demostracion. Supongamos que para cierto n, existen MOLS Ay, ..., A con k > n. Observemos primero que podemos
suponer que los cuadrados latinos estan en forma estdndar y eso no afecta la propiedad de MOLS. En particular, para
cada par A;, A;, su superposicién tiene fila 0: (0,0), (1,1),...,(n —1,n —1).
Notar que A;(1,0) # 0 pues A;(0,0) = 0. En particular, el conjunto de los simbolos en la posicién (1,0),
{A4;(1,0): % € {1,...,k}} debe ser un subconjunto de {1,...,n —1}. Si k > n, entonces hay deben haber dos elementos
repetidos en el conjunto, es decir

Al(l, O) = Aj(l,O) =T,

para cierto i # j, y cierto r € Zj,. Pero entonces la superposicién de A; con A; tendria el par (r,r) dos veces: Una vez en
la posicién (0,7) y otra en la posicién (1,0). Esto contradice la ortogonalidad de A; y A;. O

Luego, sabemos que para ¢ potencias de primo, N(gq) = ¢ — 1. Esto tiene relacién con los planos afines que se definieron
en auxiliar.

Recuerdo: Un plano afin de orden ¢ es un S1(2, ¢, ¢?) simple. De las condiciones de divisibilidad, sabemos que r = ¢+ 1,
m = q(¢+ 1), y ademds se puede probar que para todo punto z, y toda linea A existe una tnica linea A paralela a A (Es
decir, igual o disjunta) que contiene a x, y que toda linea tiene exactamente ¢ lineas paralelas (incluyéndola). En auxiliar
se vio como construir un plano afin de orden ¢ a partir de un plano proyectivo y viceversa.

Teorema 12. N(q) = q — 1 si y solo si existe un plano proyectivo (o afin) de orden q.

Demostracion. Suponga que L;, 1 < i < g son es un conjunto de k MOLS de orden ¢q. Definamos V = ZZ como el conjunto
de las ¢? posiciones. Definamos los siguientes bloques:

S(i, k) = {(a,b) € Z": L;(a,b) = k}  color k del tablero 4
H(a)={(a,b): b€ Z,} filaa
V(b) ={(a,b): a € Z,} col. b

Llamando & = {H(a): a € Zp} U{V(D): b € Zp} U U;cp {S(3,k): k € Zy}, tenemos que el disefio (V, ) es g-uniforme,
tiene ¢® puntos, ¢(¢ — 1) + 2¢ = q(q + 1) bloques .

Veamos que (V,€) es (2, 1)-balanceado. Consideremos un par de puntos (a,b) y (a’,b’) distintos de V. Veamos que existe
a lo méas un bloque que contiene a ambos. Si estdn en la misma fila o columna, esto es claro, asi que supongamos que no
estdn en la misma fila ni columna. Si existieran 2 bloques que los contienen, digamos S(i, k) y S(j, ¢), entonces

Li(a,b) =k = Li(a’,b'),Lj(mb) =/{= I/J'(G,/J)/)7

con lo cual la sobreposicion de L; con L; tiene el par (k, ) en las posiciones (a,b) y (a’,b’), lo que es una contradiccion.

Hemos probado que cada par de puntos estdn en a lo mas un bloque. Como hay exactamente ¢(¢ + 1) bloques, cada uno
de ellos teniendo ¢ puntos (es decir (‘21) pares), sabemos que hay ¢(¢+ 1)q(q — 1)/2 = ¢?>(¢*> — 1)/2 pares de puntos que
definen bloques. Como esto es igual a (lgl) se concluye que cada par de puntos estd en exactamente un bloque.

Con esto, (V,€) es un plano afin de orden ¢q. Para la reciproca tomemos un plano afin (V,€) de orden ¢q. Sean L y L'
dos lineas no paralelas y llamemos H = {H(0), H(1),...,H (¢ — 1)} (por horizontal) a las ¢ lineas paralelas a Ly V =
{V(0),V(1),...,V(¢g—1)} (por vertical) a las ¢ lineas paralelas a L'. Llamemos ademés E; = {E;(0), E;(1),..., F;(¢g—1)},
con 1 <i<gq—1alas otras ¢ — 1 clases de paralelismo del plano afin.

12
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Con esto podemos etiquetar (coordinatizar) los elementos de V. Es decir, podemos considerar V = Z; X Z,, donde (3, )
es el tinico punto de V que pertenece a H (i) NV (j).

Para finalizar, para 1 <14 < g—1, y todo (a,b) € V, definimos L;(a,b) = ¢ donde ¢ es el tnico indice tal que (a,b) € E;(c).
Es fécil ver que {L1,...,Lq—1} son ¢ — 1 MOLS de orden g¢. O

Volvamos al problema de los oficiales de Euler. En nuestra notacién, el problema tiene solucién para n si N(n) > 2.
Teorema 13. Sin es impar, N(n) > 2.

Demostracion. Notemos que si n > 3 entonces en Z,, los nimero 1 y —1 = (n — 1) son invertibles y distintos. Luego los
tableros A := A" y B := A™=11) son cuadrados latinos. Veamos que son ortogonales. Recordemos que A(i,j)=1i+7]
y que B(i,7) = j —i. Supongamos que en el tablero superpuesto hay un par que aparece dos veces, digamos:

(i+7,7 —1) = (aij, bij) = (are, bre) = (K + £, — k),

de aqui se deduce que i +j = k+£,j —i = £ — k. Sumando y restando se tiene que 2j = 2¢ y que 2i = 2k. Como n es par,
2 es invertible, y esto implica que 7 = ¢ y que i = k. O

A continuacién veremos un resultado importante de MacNeish. Para esto es 1til definir una nocién de producto de
Kronecker de dos matrices. Si A es una matriz de orden n cuyas filas, columnas y simbolos estan indexados por Z, y B
es una matriz de orden m indexada por Z,,, entonces la matriz A ® B es la matriz indexada por Z, X Z,, tal que

A® B((z,y), (2, w)) = (Alx,2), By, w))

Teorema 14 (MacNeish). (i) Vn,m > 2, N(nm) > min{N(n), N(m)}

(ii) Si la factorizacion prima de n es n = [],_, pj*, entonces

> mi “—1).
N(n) > 1I£i1£r(pl 1)

Demostracion. Primero veamos que (i) implica (i7). En efecto, por induccién y usando que para potencias de primos,

N(g)=q—1,

> = i
N(n) 1311137,1\7 (pi") @g(p

).

)

Ahora probemos (i). Sean {4;}% | un conjunto de MOLS de orden n y {B;}¥_; un conjunto de MOLS de orden m.
Entonces:

1. A; ® B; es un cuadrado latino de orden nm (reindexando se puede hacer tablero). En efecto,
Ai®Bi((z,y), (2,w)) = Ai@Bi((z,y), (z,0') <= (Ai(z,2), Bi(y,w)) = (Ai(2,2), Bi(y,w')) <= (z,w) = (¢, w).
A@Bil(2,y), (2,0)) = A@B((@,y)), (2, w)) <= (Ailw,2), Byly,w)) = (Ai(a’, 2), Bily/yw)) = (2,) = (@,).
2. A; ® B; es ortogonal con A; ® B;. En efecto,

(4; ® By((,y), (2,0)), 4; © By((2,y). (z:w))) = (4 ® Bi((a', ), (+',w), 4; ® By (&, y/), (', u)))

— ((Ai(z,2), Bi(y, w)), (A;(z, 2), B (y, w))) = (A ( '), Bily',w')), (4;(a",2), B; (', w')))
< (A; x Aj(x,2),B; x Bj(y,w)) = (A; x A; (2, 2"), B; * B;(y',w"))
= ((z,2), (y,w)) = (2", 2), (¢, v))

Usando el teorema anterior podemos deducir lo siguiente.

Teorema 15. Sin >4 es miltiplo de 4, entonces N(n) > 2.

13
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Demostracion. Escribamos n = 2%b con b impar, y a > 2. Por el teorema de MacNeish, N(n) > min{N(2%), N(b)} Como
N(2*)=2*—12>3,y N(b) > 2, se concluye. O

Con esto tenemos que para todo n > 3 tal que n £ 2 (mé6d 4), N(n) > 2. El caso n =2 (mdd 4), con n > 10 fue resuelto
afirmativamente N(n) > 2 por una multitud de autores, pero sus construcciones nos tomarian bastante tiempo. Enuciamos
el siguiente teorema sin demostracion.

Teorema 16. Sin € N\ {0,1,2,6}, N(n) > 2. Ademds N(2) = N(6) = 1.
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