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Capitulo 0

Prefacio

Este texto surge como un borrador de las clases del curso de Combinatoria realizada los afios 2014 y 2015 en la
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas de la Universidad de Chile y puede ser usado como un apunte o guia
de referencia para cursos futuros. El texto estd en gran medida basado en la versién del curso realizada por Martin
Matamala los dos anos anteriores y complementado con material usado en cursos para profesores de educacion media
en combinatoria organizados en conjunto con el CMAT (campeonato nacional de matematica). También incluye
bastante material no visto explicitamente en clase, sino que discutido con alumnos y auxiliares fuera de clase.

El material estd pensado para ser usado por alumnos de pregrado que ya hayan alcanzado cierta madurez
matematica. El ritmo del apunte es mucho mas lento que el ritmo de un curse: en una clase es posible cubrir muchas
péaginas de material, esto es particularmente cierto para las secciones introductorias. No obstante lo anterior, gran
parte del material puede ser adaptado a un nivel avanzado de ensefanza media preuniversitaria. Asimismo, este
material puede ser usado para un curso inicial de combinatoria a nivel de postgrado.

De vez en cuando apareceran comentarios que relacionan este texto con material mas avanzado o con otras
areas de la Matemédtica. Estos comentarios aparecerdn en texto azul y/o en secciones de discusion al final de cada
capitulo. Recomiendo fuertemente saltarse estas secciones en una primera lectura y solo volver a
ellas en caso de interés ya que en la mayoria de los casos, éstos son absolutamente ortogonales al
objetivo del curso.

Ota advertencia: muchos de los ejemplos iniciales de cada seccién son rudimentarios y simples. Estos no deben
ser usado como una medida de la dificultad de los problemas que pretendemos atacar, sino mdas bien como una
forma de digerir nociones nuevas.

Este borrador puede (con alta probabilidad) contener errores de tipeo y formato. Si usted encuentra alguno por
favor inférmeme al correo electronico jsoto@dim.uchile.cl.

José A. Soto.
Junio 2015.
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Capitulo 1

Principios Basicos.

La combinatoria es un drea de la mateméatica muy amplia, por lo cual es dificil definirla con detalle. Habitual-
mente se le asocia el estudio de estructuras finitas o discretas. Aspectos de la combinatoria incluyen el conteo de
estructuras de cierto tipo y tamano, decidir la ezistencia de alguna estructura que satisfaga ciertas condiciones,
encontrar estructuras optimas y el estudio de estructuras que aparecen en contextos algebraicos.

En estas notas nos enfocaremos, en un principio, en problemas de combinatoria enumerativa. Es decir, problemas
relacionados con determinar la cardinalidad de ciertos conjuntos o secuencias de conjuntos.

1.1. Terminologia

En este curso supondremos conocidas estructuras béasicas en matematicas, como el uso de conjuntos, funciones
y relaciones. Asimismo, usaremos elementos basicos de dlgebra, calculo y probabilidades, sin llegar a ser estos
requisitos fuertes. Cada vez que necesitemos notacién especial la definiremos. Por ahora, damos la notaciéon que
usaremos con mayor frecuencia y aclarar ciertos vicios de notaciéon

Definicién 1.1 (Conjuntos tipicos). Usaremos los siguientes simbolos para denotar conjuntos.

N : Conjunto de niimeros naturales (usando la convencién habitual que 0 € N).
: Conjunto de ntimeros enteros.
: Conjunto de ntimeros racionales.

: Conjunto de ntimeros reales.

a ® o N

: Conjunto de nimeros complejos.
Para un conjunto X cualquiera, usamos

P(X)={A: AC X}, para denotar su conjunto potencia.
Ademés, para n € N, denotamos:

n]={jeN:1<j<n}={12,...,n}
Zp=1{j€N:j<n}={0,1,...,n—1}.

Notamos en particular que Zg = [0] = 0. Finalmente, si deseamos restringirnos a los niimeros positivos de un
conjunto usamos el super-indice +, asi, NT = Z*, QT,R* denotan el conjunto de los enteros positivos, racionales
positivos y reales positivos respectivamente.

Otra notacién que aparece con tanta frecuencia que es mejor definirla de inmediato es el corchete de Iverson:

Definicién 1.2 (Corchete de Iverson). La expresién [P] vale 1 si P es una proposiciéon verdadera, y vale 0 en
cualquier otro caso.

Es increible la versatilidad que provee esta notacién. Por ejemplo, la funciéon f: N — N, dada por

f) = {(x—i—l) si x es par,

T si ¢ es impar,
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se puede escribir simplemente como f(z) = x + [« es par]. La primera forma de definir f es mejor en claridad,
mientras que la segunda es mas compacta
Otro ejemplo de su utilidad es que permite manipular sumas multiples con facilidad:

N

Zij=zzjﬂj§iﬂﬂi§Nﬂ =Y Y ili<i<NI=) ) <N <i<N[=) i) L

i=0 j=0 ieN jeN ieN jeN jEN ieN j=0 i=j

1.2. Cardinales finitos y principio biyectivo.

Cuando le pedimos a alguien que cuente los elementos de un conjunto probablemente esta persona comenzara
a marcar cada elemento diciendo iterativamente por cada elemento marcado un nimero: uno, dos, tres,... hasta
terminar con los elementos. De seguro responderda que la cantidad de elementos corresponde al iltimo nimero,
digamos n, dicho'. Ahora bien lo que en verdad est4 haciendo esta persona es encontrar una correspondencia entre
los objetos a contar y un conjunto basico de referencia (el conjunto [n]). Este proceso se puede hacer ciertamente
sin necesidad de usar este conjunto de referencia: Al contar un conjunto pequeiio, un nifio pequenio habitualmente
no diréd su cantidad de elementos sino que, por ejemplo, levantara tantos dedos como elementos ha visto.

Asi, vemos que la definicién méas basica para contar no es la de “declarar una cardinalidad” sino mas bien la de
“poner en correspondencia dos conjuntos”.

Definicién 1.3. Equipotencia.

Dos conjuntos A y B se dicen equipotentes o equinumerosos si existe f: A — B funcién biyectiva. Anotamos en
este caso |A| = |B|. También decimos (informalmente) que A y B tienen el mismo nimero de elementos.

Otra forma de interpretar la definicion de equipotencia es la siguiente

Definicién 1.4. Principio Biyectivo. Probar que dos conjuntos tienen el mismo nimero de elemento equivale a
encontrar una biyeccién entre ambos.

Deseamos también poder declarar cuantos elementos tiene un conjunto. Para esto usamos la siguiente definicion.

Definicién 1.5. Cardinales finitos.

Sea A es un conjunto y n € N. Decimos que |A| = n si |A| =|[n]]. En este caso decimos que la cardinalidad de A
esn o que el cardinal de A es n.
Decimos que el conjunto A es finito si-existe n € N tal que |A| = n. De otro modo decimos que A es infinito.

Observacién 1.6. Para que la expresion |A| = n esté bien definida, se hace necesario probar que n es el tnico
nimero natural para el cual |A| = |[n]|. De otra forma la notacién deja de ser 1til ya que podriamos tener que
|A] = n # m = |A|. Dejamos esta demostracién como ejercicio al final de la seccién.

Informalmente, podemos pensar que |- | es una funcién “cardinalidad” cuyo valor, al menos para conjuntos
finitos, esta bien definido.

Comentario 1.7. La definicién anterior es poco rigurosa y no es util para cardinales infinitos. En este curso
podemos suponer que existe un conjunto universal U cuyos elementos son todos los conjuntos finitos que se usaran
en nuestro estudio (este mo es un conjunto de “todos los conjuntos finitos posibles”, ya que es demasiado grande
para ser conjunto), y declarar que existe una funcién de cardinalidad | - |: U — N que satisface la definicién dada
mas arriba. Esta solucién es mas que suficiente para la combinatoria que necesitamos pero es muy limitante para
el estudio de cardinales generales. Otra solucién, un poco mejor, es pensar que la equipotencia es una relaciéon de
equivalencia y que |A| no es mas que un representante de la clase de A. Esto funciona salvo por el hecho que la
coleccién de conjuntos equipotentes con A no puede ser un conjunto. Hay maneras de corregir esto, pero hacerlo no
es el objetivo de este curso. En la seccién de discusion al final del capitulo damos una pincelada sobre la definicién
moderna de cardinales (no finitos), y algunas referencias para los interesados.

1Si no alcanza a decir nada, entonces responders que hay cero elementos.
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Observacién 1.8. Cuando decimos que A tiene n elementos, lo que en verdad estamos haciendo es afirmar que
existe una biyeccién entre A y [n]. En varias ocasiones es 1til numerar los elementos de A, es decir escribir A =
{a1,a2,...,a,}. Esto no es otra cosa que enunciar la existencia de una biyeccién [n] — A dada por i — a;.

Veamos un par de ejemplos para ejercitar las nociones anteriores.
Ejemplo 1.9. Pruebe que |Z,| = n.
Solucion. En efecto, la funcién Z,, — [n] dada por i — i + 1 es biyectiva (su inversa es j — j — 1). O

Ejemplo 1.10. En un campeonato de fatbol juegan n equipos en una modalidad de eliminacién: cada vez que un
equipo pierde un partido, sale del campeonato. Ademés, cada partido debe tener un ganador y un perdedor (no
hay empates). ;Cudl el niimero minimo y maximo de partidos que se deben jugar para que quede un solo equipo
no eliminado?

Solucion. La pregunta estd formulada de manera que no entregue pistas hacia su solucién. La verdad es que la
respuesta es que se deben jugar exactamente n — 1 partidos. Para ver esto, basta notar que existe una biyeccién
entre el conjunto de partidos jugados y el conjunto de equipos eliminados (hay un perdedor por cada partido que
es eliminado, y estos no se pueden repetir). Por lo tanto si deseamos que hayan n — 1 eliminados, deberén jugarse
n — 1 partidos. O

El ejemplo anterior muestra lo simple, pero poderoso, que es el principio biyectivo. Otro ejemplo similar se
encuentra en el primer ejercicio de este capitulo.

1.3. Principios de la suma y el producto.

En esta secciéon enunciamos dos principios basicos para el conteo: el principio de la suma y el principio del
producto.

Definicién 1.11. Principio de la suma. Sean A y B conjuntos finitos disjuntos entonces
|AUB|=|A| + |B|.
Definicién 1.12. Principio del producto. Sean A y B conjuntos finitos.
Ax B = |4]-|B].
Los principios de la suma y el producto tradicionalmente se enuncian de manera intuitiva de la siguiente manera.

Definicién 1.13. Principio de la suma (informal) Si una actividad se puede realizar de a maneras y una segunda
actividad se puede realizar de b maneras, y ambas actividades no se pueden hacer a la vez, entonces existe un total
de a + b maneras de realizar alguna de las dos actividades.

Definicién 1.14. Principio del producto (informal) Si hay a formas de hacer una actividad y b maneras de
hacer una segunda actividad entonces existen a - b formas de realizar ambas actividades.

A continuacién damos una demostracién simple de ambos principios.

Demostracion del principio de la suma. Sean A = {ay,...,a,} v B = {b1,...,by} conjuntos finitos disjuntos. La
) , a; si ¢ € [n] . )
funcién f: [n +m] — AU B dada por f(i) =< ° ’ es una biyeccién. O
fol ] por f(i) {bi—n Gntl<i<nim y
Demostracion del principio del producto. Sean A = {ay,...,an} y B = {b1,...,bn} conjuntos finitos. La funcién
f: Ax B — [n-m] dada por f(a;,b;) = (i —1)m + j es una biyeccién. O

Ejemplo 1.15.

1. Una alumna debe elegir un ramo electivo para llenar su curriculum. El departamento de matematicas ofrece
12 ramos electivos que ella puede tomar y el departamento de fisica ofrece 9. Como los cursos son distintos,
el principio de la suma nos dice que ella 12 + 9 = 21 opciones.
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2. Un menu simple en el casino consiste de un plato de entrada y un plato de fondo. El casino ofrece cada dia 3
opciones de platos de entrada y 2 de platos de fondo. Luego el nimero de mentus simples distintos es 3 -2 = 6.

Los principios de la suma y del producto se generalizan inmediatamente a multiples conjuntos.

Proposicién 1.16 (Principio de la Suma). Si{A1,..., Ax} es una particion finita de un conjunto finito A entonces
k

|A| = Zi:l |Ai‘-

Proposicién 1.17 (Principio del Producto). Si (Ay,...,Ag) es una secuencia finita de conjuntos finitos y A =

(- ((Ap X Ag) x A3) x ...) x Ay, entonces |A| =T[5, | 4.
Los principios anteriores se prueban por induccién.
Ejemplo 1.18.

1. ;Cuéantos nimeros naturales entre 1 y 1000 comienzan por la cifra 67
Solucién: Separemos estos niimeros por cantidad de cifras. De una cifra, hay 1 nimero que comienza por 6
(el 6). De dos cifras, tenemos los 10 nimeros entre 60 y 69. De tres cifras tenemos los 100 nimeros entre 600
y 699. Luego en total hay 1 4 10 4+ 100 = 111 nimeros que satisfacen lo pedido.

2. ;Cuantos nimeros naturales de a lo mas 5 cifras se escriben sin usar la cifra 57
Solucién: Hay al menos dos formas de contar este conjunto. Una de ellas involucra contar mediante el principio
de producto la cantidad de nimeros de i cifras que se escriben sin el 5, y luego sumar las cardinalidades sobre
todo i. Esta manera si bien es vilida, es algo larga y merece cuidado: Se debe recordar que los ntimeros de i
cifras (con i > 2) no pueden empezar con la cifra 0.

Una solucién alternativa es hacer una biyeccién entre el conjunto contado y las secuencias (a1, ag, as, a4, as)
donde cada a; puede ser uno de los 9 elementos de Z \ {5}. La biyeceién consiste en completar cada nimero
con 0’s a la izquierda. El principio del producto nos garantiza entonces que hay 9° ntimeros.

La notacién de producto cartesiano iterado usado en la Proposiciéon 1.17 si bien es correcta, es algo tediosa de
utilizar. En rigor, en el dltimo ejemplo (a1, as, as, as, as) no es un elemento de un producto cartesiano iterado, sino
que una secuencia. Formalizamos los conceptos de secuencias y palabras sobre un alfabeto en la siguiente seccién.

1.4. Secuencias y palabras sobre un alfabeto

Definicién 1.19. Sea A un conjunto finito o infinito. Una secuencia o palabra sobre A, de largo k € N, es una
funcién w: [k] — A. Usamos la notacién w; en vez de w(i) para la evaluacién de w en 7, y decimos que w; es el
i-ésimo simbolo de w. Formalmente no hay diferencia entre secuencias y palabras, més alld de la notacion: Para
escribir w como secuencia se usa w = (wy, wa, ..., W) = (wz)f:1 Para escribir w como palabra, se escriben sus
simbolos sin separadores entre ellos: w = wyws . .. wy.

Denotamos A* = {w = wywy ... wy: w; € A} al conjunto de las palabras (secuencias) sobre A de largo k. En
este curso denotaremos a la palabra vacfa (el tinico elemento de A°) por () 6 € indistintamente.

Por ejemplo, si A = {a,b,c,d}, se tiene que aba € A3, cada € A*, etc. Ademds, es importante aclarar qué pasa
para A = (). En dicho caso,
ok — {(7], sik>1.

{e}, sik=0.

Definicién 1.20. El conjunto de todas las palabras sobre un alfabeto A se denota por A*. Es decir

A* = UA’“.

keN

Siw € A*, denotamos al largo de w como |w].
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Teniendo el concepto de palabra podemos ahora reemplazar el producto cartesiano iterado por el de producto
inderado siguiente. Sean Aj,..., A; una secuencia de conjuntos y B = Ule A; su unién, entonces se define el
producto de la secuencia de conjuntos como todas las palabras sobre B, de largo k, tal que su i-ésimo simbolo esta

en A;. Es decir,
k

[4i = {weB*: w; € A;,vi e [k]}.
i=1
Siempre sera importante detenernos a entender para que valores de k tiene sentido la definicién anterior. Cier-
tamente tiene sentido para k > 1. El caso k = 0 se ve un poco extraiio pero también funciona:

[]4: = {we B w, € A, Vi€ [0]} = {e}.

En otras palabras el producto vacio de conjuntos resulta tener un elemento: la palabra vacia.

Observacion 1.21. En particular, si todos los A; son iguales a un conjunto dado, digamos A, entonces se obtiene
la siguiente propiedad natural. Para todo k € N

k
HA = A",
=1

Usando la biyeccién natural f: (... ((A1 x A2) X Ag) x...)x Ay — Hle A; dada por f((((a1,a2),as3),...),ar) =
aias . ..ag y el principio del producto, se concluye la siguiente proposicién.
Proposicién 1.22. Para toda secuencia de conjuntos finitos (A, ..., Ag),

k

[T4

i=1

k

=TT 14l

i=1

En particular, si A es finito y k € N, entonces

k

A =TT 14l = 1A

i=1
Ejemplo 1.23.
1. ;Cuéntas palabras de A* tienen a lo mas k simbolos?

Ufeo Al = Zf:o |A|*. La cantidad anterior depende del cardinal de A y se

simplifica usando suma geométrica a ser:

Solucién: Estamos buscando

|A|k+1 -1

+ [1A] = 1](k + 1).

2. ;Cudntas nimeros naturales de a lo mas k cifras se escriben sin usar la cifra 07
Solucién: El conjunto que deseamos contar estd en biyeccién con las palabras en [9]* que tienen entre 1y k
simbolos. Usando el ejercicio anterior, éstas son exactamente

9k+1 -9

g+l —1
Z — 9] =
01 = —

9-1

3. Una palabra es palindroma si al leerse de derecha a izquierda se obtiene la misma palabra. ;Cudntas palabras
palindromas hay en A*?
Solucion: La solucién depende de si k es par o impar.
Si k es par, entonces toda palabra palindroma en A* se escribe como ww®, con w € A¥/2, donde w® es la
palabra w escrita de derecha a izquierda.
Si k es impar, entonces toda palabra palindroma en A* se escribe como wzw®, con w € A*R=D/2 2 ¢ A,
Luego la cantidad pedida es:

[k par] - [A*/2| 4 [k impar] - [A®=D/2| . |A] = AT/,
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1.5. Demostraciones Combinatoriales

Una aplicacién importante de los principios anteriores es que nos permiten en varios casos demostrar identidades
usando argumentos combinatoriales.

Para probar una identidad del tipo r = s, donde r y s son expresiones aritméticas que se evalian a nimeros
naturales, podemos encontrar conjuntos Ry S, con |R| =1y |S| = s y luego encontrar una biyeccién entre Ry S.
A este tipo de demostraciones se le conoce como demostracién combinatorial.

En esta seccién damos un par de ejemplos muy basicos. El poder de este tipo de demostraciones se verd mas
adelante.

Ejemplo 1.24. Probar combinatorialmente que para todo nimero n € NT,
n?=(n+1)(n—-1)+1.

Solucién: El lado derecho es la cardinalidad de Y = [n]?, mientras que ellado izquierdo es la cardinalidad del
conjunto X = ([n+ 1] x [n —1]) U{(n + 1,n)} Se puede obtener una biyeccién de X en Y notando que
X=h|x[n-1U{n+1} x[n].
Y =[n] x [n—1]U[n] x{n}.

es facil entonces escribir la biyeccion
(LU y) — (Z‘,y) si (xay) € [’I’L] X [’I’L - 1]7
’ (y,n)  si(z,y) =(n+1,y) € {n+1} x [n].
La demostracién anterior es algo forzada, ya que realmente es muchisimo méas simple probarla de manera

algebraica. En un ejercicio anterior, usamos la suma geométrica para encontrar la cardinalidad de un conjunto.
Veamos que, de hecho, la formula para la suma geométrica se puede probar combinatorialmente.

Ejemplo 1.25. Pruebe combinatorialmente que para todo n, m nimeros naturales con m > 2, se tiene

n ; mrtl 1
E m = ———7 .
, m—1
1=0

n

Solucién: Demostraremos la expresion equivalente (m —1) - >0 m’ = mT! — 1,

El lado izquierdo cuenta el conjunto X = {w = w'a: w’ € [m]*,0 < |w'| < n,a € [m — 1], }. Mientras que el lado
derecho cuenta el conjunto Y. = [m]" 1\ {(m,m,...,m)}. Considere la funcién ¢: X — Y, que toma cada palabra
de X y le agrega al final simbolos m hasta que la palabra tenga largo n 4 1, es decir:

o(w) = wm™ Tl

Como la palabra w termina en un simbolo distinto de m, ¢ es biyectiva (su inversa consiste en eliminar letras m
del final de la palabra hasta que ésta no termine en m).

Un ejemplo importante de-demostraciéon combinatorial consiste en probar que el conjunto potencia de [n] tiene
exactamente 2" elementos.

Ejemplo 1.26. Probar que para todo n € N
[P(n)] = 2"

Solucién: Considere la biyeccién ¢: P(n) — {0,1}" dada por
o(X); = [i € X].

Con esto, [P(n)| = [{0,1}"] =2". N

Observamos que A* no es més que una notacién agradable para denotar al conjunto de funciones de [k] en A.
Esta notacién es muy flexible y se puede extender un poco.
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Definicién 1.27. El conjunto de funciones de A en B se denota como B*.

Proposiciéon 1.28. Para A y B finitos,
B4 =B,

Demostracion. Sea A = {ay,...,a,}, con n = |A|. La funcién ¢: B4 — B" dada por o(f); = f(a;) es una
biyeccién. O

1.6. Ejercicios

Ejercicio 1.29. Felipe tiene una barra de chocolate pre-picada en nm cuadritos (n filas'y m columnas). Esta barra
es bastante dura por lo cual para comerla debe antes separar los cuadritos. Felipe puede en cada paso romper
una de las piezas que tenga (él parte con una sola) y, mediante un fuerte golpe, dividirla a través de una de las
filas horizontales o verticales. ;Cual es el nimero minimo de pasos que Felipe debe realizar para separar la barra
completamente en nm cuadritos?

Ejercicio 1.30. Sean n,m € N. Demuestre que n = m si y solo si existe biyeccién entre [n] y [m]. Concluya que si
un conjunto A es finito entonces existe un solo valor n tal que |A| =n. Indicacién: Suponga que n < m y pruebe
la afirmacién por induccién en m.

Ejercicio 1.31. Sea A un conjunto. Demuestre que si A es finito entonces

(VBC A), |A|=|B| — A=B.

Comentario 1.32. Este ejercicio da una manera alternativa de definir conjuntos finitos que no depende de la
existencia del conjunto de los nimeros naturales. Se dice que un conjunto es Dedekind-finito si no es equipotente
con ninguno de sus subconjuntos propios. El ejercicio anterior dice que todo conjunto finito es Dedekind-finito. La
reciproca también es cierta pero requiere asumir el axioma de eleccién.

Ejercicio 1.33. Demostrar combinatorialmente (no por induccién) que para todo a,b, ¢ € N,

Discusiones

(jsoto. Seccién en construccién ]
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Capitulo 2

Principios generales y selecciones de elementos.

[jsoto. Hablar del principio general del producto ]

2.1. Principio general del producto

(jsotOA Incluir ejemplo de Winkler de izquierda a derecha )

2.2. Selecciones de objetos de un conjunto fijo

Hay dos pardmetros importantes a considerar para clasificar selecciones de elementos de un conjunto dado A. (1) Si se
permiten repetir elementos. (2) Si el orden importa. Cuando el orden importa, hablamos de listas o secuencias sobre
Ay usamos notacién de palabras (ej: abe # acb). Cuando el orden no importa hablamos de combinaciones sobre A
y usamos notaciéon de conjuntos (si no se permite repetir) o de multiconjuntos. En particular, cuando deseemos
considerar elementos repetidos, es 1til poner los elementos en un paréntesis_cuadrado (ej: [a,a,b] = [a,b,a]). La
siguiente tabla nos ayudard a introducir notacién.

Selecciones de k objetos. | Sin repeticion Con repeticién
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.
(Listas) Ak A*.
No importa el orden k-conjuntos. | k-multiconjuntos.
A A
(Combinaciones) < k> . (( i )) .

Nota: En varios textos, A% se denota por (A)j. Usamos la primera notaciéon para evitar confusién con el uso de
subindices:

Ejemplo 2.1. Para A = {a,b, c}, listamos a continuacién las k-variaciones, k-conjuntos y k-multiconjuntos de A,
para k € {2,3,4}.

aaa

A2 = {ab, ac, ba, bc, ca, cb}, A2 = {abe, ach, bac, bea, cab, cba}, At =.

(3) = tahfaaoat (5)=tasal (1) =0
()=
) -

[a,8], [a, c], [b, al, [b, 0], [b, ¢, [¢, al, [e, b, [e, ] }-
il

A

2
((g) a,a,bl,[a,a,c],a,b,b],[a,b,c,[a,c,c], bbbl [bbd,becd,cccl}.
<<:11)> ={l[a,qa,aqa,dl],[a,a,a,b], |a,a,a,d,...}.

Observacién 2.2. Caso especial: k = 0.

Para todo A, A = A% = (’3) = ((‘3)) = {e} donde € representa la lista/combinacién vacia.

11
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Observacion 2.3. Caso espemal A=10.

Para todo k > 1, 0¥ = (0), = ( ) = (( ) =0.

En lo que resta de la seccion estudiaremos la cardinalidad de los conjuntos anteriormente definidos. Para ello,
la siguiente notacién es de utilidad.

Definicién 2.4. Para todo n, k € N, definimos

nk .= | [n]* | (Potencias naturales)
n= = ||n|~ actorial decreciente
: . P\ 1d
)= (Combinatorio de n sobre k, o coeficiente binomial de n sobre k)
((Z)) = (( [Z] )) ‘ (Multicombinatorio de n sobre k)
n! :=ntt (n factorial)
Observacién 2.5. Si |A| = n entonces |A¥| = n*  |AE| = nk l(‘:)’ ‘ ‘ = . Estas igualdades se

prueban usando la biyeccién entre A y [n].

Puede parecer extraiio que hayamos definido las potencias naturales siendo una operacién tan habitual (para
algunos detalles ver la discusién al final de la seccién anterior). Sin embargo al hacerlo de esta manera respondemos
de inmediato la siguiente duda natural ;Cémo definimos 0°? En general, jcomo definimos los valores anteriores

cuando n = 07

Observacién 2.6. Usando las definiciones y observaciones anteriores; se concluye que para todo n € N:

et (5) 46D -

En particular,

Por otro lado, para todo k > 1

=)= ()

Como es de esperar, la definicién de potencias naturales coincide con la definicién habitual.
Proposicion 2.7.
(Vn,k € N) nF = Hn

Demostracién. Aplicaciéon directa de n* = |[n]*|, de la biyeccién natural entre [n]* y el producto cartesiano de [n]
consigo mismo k veces. O



2.3. Variaciones y permutaciones de un conjunto. 13

2.3. Variaciones y permutaciones de un conjunto.

Prosigamos con las variaciones de un conjunto. Recordamos que si A es un conjunto con n elementos, entonces
directamente ‘AEI = nk. La préxima proposicién da una férmula para esta cantidad.

Proposiciéon 2.8.
Vn,keN: nf=n-(n—1)-----(n—k+1) = H i.
i=n—k+1

En particular,
Vn € N: n!:nﬂ:no(n—l).-u.l:Hi.

y luego,
Vn,k € N: nl=nt=[k <n]——

Demostracion. Considere la biyeccién

[n] x [n—1] x - x [n—k +1] = [0},

donde la secuencia cjcacs . ..cn—kt1 es llevada a la k-variacion cuyo i-ésimo sfmbolo es el ¢;-ésimo elemento de [n]
. , . . . k

que no haya sido usado atin. La segunda parte es directa de la anterior. Y la fercera se obtiene pues [n]* = ) para

k > n+ 1, y de combinar las dos expresiones anteriores para el caso k < n: O

Al igual que las secuencias estan en biyeccién con cierto conjunto de funciones, las variaciones estdn en biyeccién
con cierto conjunto de funciones inyectivas.

Definicién 2.9. El conjunto de funciones inyectivas de A en B se denota como Iny(A, B) = {f € B4 | f inyectiva}.

Proposiciéon 2.10. Para A y B finitos,
|Iny(A, B)| = | B,

Demostracion. Sea A = {ai,...,an}, con n =|A|. La funcién ¢: Iny(A4, B) — BZ dada por ¢(f); = f(a;) es una
biyeccién. O

Definicién 2.11. Una permutacién de A es una funcién biyectiva de A en si misma. Denotamos al conjunto de
permutaciones de A como Sa = {f € A4 | f biyectiva}. Ademés, denotamos S,, := NOE

Proposiciéon 2.12. Para A finito,
|Sal = |A[!

Demostracion. Directo del hecho que S4 = Iny(A, A), v de la definicién de factorial. O

Observaciéon 2.13. Como las permutaciones de un conjunto A de cardinal n estan en biyeccién con las n-variaciones
de A, es comun llamar también permutacién de A a las n-variaciones de A, es decir a las palabras que se pueden
obtener ordenando los elementos de A.

Dadas las proposiciones anteriores, es tentador denotar Iny(A, B) como B4, y Sy como A!. Nos resistiremos a
esa tentacién pues la tltima notaciéon no es estandar.
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2.4. Combinaciones: subconjuntos y multiconjuntos

Prosigamos con las combinaciones de un conjunto. Al igual que antes notamos que si A tiene n elementos,

entonces directamente ’(’2)) = (Z) La préxima proposicién nos da una féormula para esta cantidad.

Proposicién 2.14.
n'

k
n n< !
: = — = < _—
Vn,k € N (k) I [k <n] I

Demostracion. Considerar la biyeccién natural: ([Z]) xS, — [n]*, donde cada k-variacion en [n]” se obtiene eligiendo
primero un subconjunto de [n] de tamaifio k y luego eligiendo un orden de dicho subconjunto. O

Antes de proseguir con los multiconjuntos, detengamonos a resolver algunos problemas.

Ejercicios resueltos 2.15. De una demostraciéon combinatorial de las siguientes identidades-

n n
1. <k<n: = .
nsrse: ()=(.0)
n+1 n n
wmen: (P12 (7 )+ (2).
n n .
3.2(0:2.
k=0
Demostracion.

1. Usar la biyeccién ([Z]) — (n[f]k) dada por X — [n] \ X (complemento).

1
2. Basta notar que <[Z i 1]) = (k[j—]l) U {{n +1}UuY:Y e <[Z]> } vy que la unién es disjunta.
—_———
Conjuntos sin n + 1
3. Directo de P([n]) = Uj_, ([Z]), y del hecho que 2" = |[P([n])]. O

Uno de los ejercicios anteriores nos permite dar una definicién alternativa de los coeficientes binomiales en
funcién de una recurrencia. Esto aparecera con cierta frecuencia en el curso.

Proposiciéon 2.16. Los ndmeros ( (Z) )n k>0 €stdn definidos por la siguiente recurrencia:

ez ()= () ()

con valores de borde, (g) =1, paran>0y (2) =0, para k > 1.

Tratemos ahora los multiconjuntos. Un multiconjunto de A es una seleccion de objetos de A donde cada elemento
puede aparecer més de una vez y el orden no importa. Asi [a, b, a] es un multiconjunto donde a aparece 2 veces y b
aparece 1 vez. Para poder tratar con ellos necesitamos una definiciéon formal.

Definicién 2.17. Un multiconjunto 2 de A es una funcién z: A — N, donde z(a) representa el niimero de veces
que se selecciona a € A. La cantidad )¢ popy () #(@) se denomina tamario de x.

Recordemos que ((‘2)) es la familia de multiconjuntos de A de tamaino k, y que si A = [n], ((Z)) representa su

cardinalidad. En particular, es directo notar que ((J)) =1, ((})) = ((})) = 0 si n,k > 0. Ahora estamos listos para

encontrar el valor de ((Z))
n+k—1
f .

Proposicion 2.18.

()
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Demostracion. Considere la biyeccién que a un multiconjunto = de [n] de tamafo k le asocia la palabra a2’ €
{e,|}"**~1 dada por

¥=e...0|0. .. 0| --|e.. . 0|0 . .
—— | —— |
z(1) z(2) z(n—1) z(n)

La asignaciéon x — 2’ es una biyeccién entre los multiconjuntos de [n] de tamafio k, (([Z])) y las palabras en

{e, [}"*T* =1 con exactamente k simbolos e y n — 1 separadores |. El tiltimo conjunto, a su vez, est4 en biyeccién con

(["+£_1]), va que cada palabra 2’ estd definida exactamente por el conjunto de indices ¢ en [n + k — 1] tales que
!

T, =e. O

Al igual que antes, podemos dar una definicién alternativa de los niimeros ((Z)) via una recurrencia.

Proposicién 2.19. Los numeros ( ((Z)) )n k>0 €Stdn definidos por la siguiente recurrencia:

szt ()= ()0

con valores de borde, ((3)) =1,paran>0y ((2)) =0, para k > 1.

Demostraciéon. Propuesta. O

Gracias a las proposiciones anteriores podemos completar el siguiente cuadro con las cardinalidades de las
selecciones de k objetos de un conjunto A de n elementos.

Selecciones de k objetos. Sin repeticién Con repeticién
Importa el orden k-variaciones. k-secuencias.
(Listas) AE|=nk=" T[] 4 |AF| = nk,
i=n—k+1
No importa el orden k-conjuntos. k-multiconjuntos.
A A k—1
(Combinaciones) ‘ (k) = <Z) ’ << k >> ‘ = ((Z)) = <n + i >

2.5. Ejercicios

Ejercicio 2.20. Probar combinatorialmente. Es decir, encuentre biyecciones (explicitas o implicitas) entre 2 con-
juntos con las cardinalidades requeridas. Para todo n,m,k € N:

> (") - ()
()= (i)
() =
)

n
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Capitulo 3

Composiciones y Particiones de enteros

3.1. Composiciones de un entero.

Definicién 3.1. Una composicion de n en k partes es una soluciéon a la ecuacion xy + z2 + -+ + zx = n con
T; € N+t.

Una composicion débil de n en k partes es una solucién a la ecuacién &y + -+- + xp = n con z; € N.

Al conjunto de los x: [k] — [n] composiciones de n en k partes lo denotamos por COM(n, k).

Al conjunto de los z: [k] — [n] U {0} composiciones débiles de n en k partes lo denotamos por CD(n, k).

Notemos que CD(n, k) = (([Z])) Gracias a esto prodemos probar el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.2. Para todo n,k € N,

|CD(n, k)| = ("+k_1).

n

| COM(n, k)| = | CD(n — k, k)| = [k < 1] (Z:;)

Demostracion. La primera igualdad viene del hecho que cada multiconjunto de [k] largo n se puede ver como una
composiciéon débil de n en k partes. La segunda igualdad sale de que al restar uno de cada parte de una composicion
de n + k se obtiene una composicion débil de n. O
Observacién 3.3. No es bueno tentarse a usar la identidad (Z:,lc) = (Zj) y escribir que | COM(n, k)| = (Zj)
pues la expresién de la izquierda tiene sentido para todo k > 0 pero la expresién de la derecha no estd definida
cuando k£ = 0. Por otro lado la expresion (Z:}C) tiene sentido incluso para k = 0 (més adelante le daremos un sentido

al caso n = k = 0 donde tendremos (_01) =1).

3.2. Particiones de un entero

Definicién 3.4. Una particién! de n € N es un vector (ay,...,ax) con Zle a; =n,a; > az > ...a > 1.
Denotamos por pg(n) al ntimero de particiones de n en exactamente?, y al total lo denotamos p(n).

Definicién 3.5. El Diagrama de Ferrers (también conocido como Diagrama de Young) de una particién
a=(ay,...,ar) de n es un arreglo de cajas cuadradas ordenadas en k filas horizontales (justificadas a la izquierda)
de tamanos ay, ..., a, respectivamente ordenadas verticalmente.

Por ejemplo, el diagrama de Ferrers de (5,4,4,1) es

Definicién 3.6. La particién conjugada de a es la particién a* cuyo diagrama de Ferrers es el transpuesto del
[ |
diagrama de a. Por ejemplo, (5,4,4,1)* = (4,3,3,3,1). —

LiCuidado! El nombre es similar a las particiones de un conjunto pero el sentido es distinto.
20jo, algunos autores llaman pg(n) a las particiones en a lo més k partes.

16
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Notemos que (-)* es una biyeccién (de hecho una involucién) del conjunto de particiones de n.

Proposiciéon 3.7. El ndmero de particiones de n en k partes es igual al nimero de particiones de n cuya parte
mds grande tiene largo k.

Demostracion. Basta notar que ()* es una biyeccién entre ambos conjuntos. O
Podemos usar Diagramas de Young para probar otras relaciones sorprendentes.

Lema 3.8. El numero de particiones de n autoconjugadas es igual al numero de particiones de n con todas sus
partes impares y distintas.

Demostracion. Sea m una particién autoconjugada. Crearemos una nueva particién f(m) con todas sus partes
impares. Borremos el primer gancho (primera fila y columna) y agreguemos los cuadrados borrados como pri-
mera fila de f(7). Repitamos el proceso borrando (borrar ganchos y agregar filas). Con esto el objeto creado
f(m) = (2m — 1,2m3 — 3,...) (donde el nimero de partes es tal que su tltima entrada no es 0), es una particion
con todas sus partes impares y distintas. Claramente el proceso es reversible.

1[1]1]L]1]
1[2]2]2 I[1J1]1]1]1]1]1]1]
Ejemplo: (5,4,4,3,1) — (9,5,3) y graficamente 1[2[3[3] ~ [2]2]2]2]2] O
1(2]3 313
1]
[jsoto. Codificacién de una particién a de n como un vector de multiplicidades: a’. ]

Proposicién 3.9. El nimero de soluciones enteras de Y ,_, kx; = n es ezactamente p(n)

3.3. Ejercicios
Ejercicio 3.10. Muestre que la siguientes recurrencia definen a CD(n, k), x>0
VYnyk >1: CD(n,k) = CD(n,k — 1)+ CD(n — 1, k).

con valores de borde, CD(0,k) = 1, para k > 0 y CD(n,0) =0, para n > 1.
Muestre ademds que la siguientes recurrencia definen a COM(n, k), k>0

Vn >k >1: COM(n,k) =COM(n — 1,k — 1) + COM(n — 1,k).
con valores de borde, COM(0,0) = 1, y COM(n,0) = COM(0,k) = 0 para n,k > 1.
Ejercicio 3.11. Muestre que la siguiente recurrencia define a (pr(n))n k>0
Yn>k>1: pp(n) =pr(n — k) +pr_1(n —1).

con valores de borde, pp(0) =1, y po(n) =0 paran > 1, y pr(n) =0 para 0 < n < k.
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Capitulo 4

Permutaciones de palabras. Particiones de
conjuntos

4.1. Permutaciones de palabras

En esta seccién nos interesa estudiar cuantas palabras se pueden obtener al permutar las letras de una palabra
dada.

Definicién 4.1. Sea w € A* una palabra, y a € A un simbolo. Denotamos por |w| al largo de w es decir, el tinico
valor k tal que w € A* y por |w|, al niimero de veces que a aparece en w, es decir |w|, = |{i € [Jw]]: w; = a}|.

Definicién 4.2. Sea w € A*. Llamamos permutacién de w a toda palabra w’ que se puede obtener de w al permutar
sus letras, y usamos Per(w) para denotar al conjunto de todas las permutaciones de w. Es decir

Per(w) = {w' € A*: |u'|, = |wl|, Va € A}.
Proposicién 4.3. Para toda palabra w € A*,

|wl!
HaeA |U)Ia!.

Daremos dos demostraciones de esta propiedad. Una por induccién y una combinatorial

| Per(w)| =

Demostracion.

1 _ o

(Induccion en |A|)|1] Para |A| < 1, la demostracion es directa, pues Per(w) = {w}y 1= 7 = si que supongamos

10 @
que |A| > 2. Sea a* un simbolo cualquiera de A y sea B = A\ {a*}. Para una palabra v € Per(w), llamemos v' € B*
[lwl]

[w]qx

a la subpalabra de v obtenida al borrar las apariciones de a*, y o(v) € ( ) al conjunto de posiciones j tal

que v; = a*. La asignacién v — (v’,a(v)) es una biyeccion entre Per(w) y Per(w’) x (l[xr”) Usando principio del
producto e induceién tenemos que

Per(w)] = =1 ( [w] ) -0 o' wl_____Jul

HaEB |w/|a! |w a* ac€B |w,|a |w’|!|w a*- HaeA |w|a!.
(Demostracion combinatorial),
Colguemos a cada letra a de w un indice i que representando el nimero de aparicién de la letra a en w. Mas
formalmente, para todo k € [|w|] sea ¢(k) = (a,j) donde la j-ésima aparicién de a en la palabra w se encuentra en
la k-ésima posicién de w. Con esto, P := p([|w]]) es un conjunto de |w| pares ordenados distintos.
Considere la funcién

p: P Per(w) x ] [fw]o] =
a€A
dada por
@((v1,11)(v2,82) -+ (Vjw)s ifw])) = (v, (Sa)aca)
donde v = v1vz ...V}, ¥y para cada a € A, s, es la subpalabra de iyis ... i|w| obtenida al quedarse solo con los i;
tales que v; = a. Esta funcién es biyectiva y prueba que

jw]! = [z P2 = [Pex(w)| [ I[w]a]=] = [Pex(w)| [T lwla!

acA a€A

18
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La expresion calculada en la proposicion anterior aparece con relativa frecuencia, por lo cual recibe una notacién
especial.

Definicién 4.4. Si (n1,ng,...,n;) es una composicién débil de n € N, definimos

( n > n!
ny,ne,...,Nk Hle nz'

La proposicién anterior indica que ( ) es exactamente el nimero de permutaciones de una palabra con

n; simbolos de un tipo i.

ni,mn2,...,Nkg

4.2. Particiones de un conjunto

Definicién 4.5. Una secuencia (A1, ..., Ax) de conjuntos no vacios y disjuntos par a par tal que Ule A; = A se
conoce como particion ordenada de A.

Las partes de una particién se conocen como bloques.

Definicién 4.6. A cada particién ordenada IT = (A4, ..., Ax) de A en k bloques le asociamos la composicién z de
|A| en k partes que satisface z; = |A;|, para ¢ € [k].

Proposicién 4.7. Sea ¢ = (c1,...,c) una composicion de [n]. El nidmero de particiones ordenadas (Ai, ..., Ag)
de [n] asociadas a la composicion c es igual a
< ! )
Clye..,Ck

Demostracion. Basta notar que cada particion ordenada descrita se puede codificar de manera tnica como una
permutacién w de la palabra 1122 ...k donde w; € [k| representa el tinico indice tal que j € A,,. O

Definicién 4.8. Un conjunto { A1, ..., A} formado por conjuntos no vacios y disjuntos par a par tal que Ule A=
A se conoce como particién (no ordenada) de A.

Definicién 4.9. A cada particién no ordenada P = {Ay,.:., Ax} de A en k bloques le asociamos la particién
(entera) = de |A| que codifica los tamaifios (ordenados de mayor a menor) de los bloques de P. Ademas, si m; denota
el nimero de bloques de tamafio 4 en P (es decir, (m;);en es el vector de multiplicidades de z), diremos que P tiene
tipo m = (m;)ien.

Proposicién 4.10. Sea a = (ay,...,ax) una particion de n y sea m = (my;);en su vector de multiplicidades (es
decir, nimero de veces que aparece i en a). Bl nimero de particiones de [n] de tipo m (o equivalentemente, el
nidmero de particiones de [n] asociadas a la particion a) es

( ; ) :
ay,...,ax) myl---my!’

Demostracion. Hay ( formas de elegir una particién ordenada de [n], (es decir, la parte i tiene a; elementos).

n
al,...,ak)
Sin embargo si reordenamos las partes que tienen el mismo tamafio obtenemos la misma particién de [n]. O

Estudiemos un poco mas las particiones.

Definicién 4.11. Denotemos por P(n, k) al conjunto de todas las particiones no ordenadas de [n] en k bloques no
vacios.

Definicién 4.12. Nameros de Stirling del segundo tipo. Los valores S(n,k) = |P(n, k)| se conocen como
nimeros de Stirling del segundo tipo®.

Calcular estos niimeros no es una tarea directa. Algunos casos son simples:

IEsta cantidad también se denota en algunos libros como {Z}
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Observacion 4.13. Se cumple que:

Para todo n € N, S(n,n) = 1.
Para n,k > 0, S(n,0) = S(0,k) =0
Para todo k > n, S(n,k) = 0.
Para todon > 1, S(n,n—1) =

Ll e

Proposicién 4.14. Los nimeros ( S(n, k) )n,kZO estan definidos por la siguiente recurrencia:
Vk,n>1: S(n,k)=kS(n—1,k) +S(n—1,k—1).
con valores de borde, S(0,0) =1, S(n,0) = S(0,k) =0 para n,k > 1.

Demostracion. Sea A el conjunto de las particiones de P(n, k) donde {n} es un bloque en s{ mismo y B = P(n, k)\ A.
Claramente A estd en biyeccién con P(n—1,k— 1) (borrando el bloque {n}). Ademads, hay una funcién k a 1 desde
B hasta P(n, k + 1) (dada por la operacién “borrar n de su bloque”). O

La siguiente propiedad relaciona las particiones no ordenadas con las particiones ordenadas
Proposicién 4.15. El nimero de particiones ordenadas de n en k bloques es k!lS(n, k).

Demostracion. Cada particiéon ordenada de [n] en k bloques se obtiene tomando una particién (normal) en P(n, k)
y luego ordenando las k partes. O

En particular, concluimos la siguiente importante propiedad:
Proposicién 4.16. El nimero de funciones sobreyectivas de [n] — [k] es k!S(n, k).

Demostracién. Cada funcién f sobreyectiva se puede ver como (f=(1),...; f~!(k)) que es una particién ordenada
de [n] en k bloques. O

Discutamos un poco maés las particiones de [n].

Definicién 4.17. Llamamos B(n) al nimero total de particiones de [n]. Los nimeros (B(n))nen se conocen como
numeros de Bell

Tenemos B(0) =1y B(n) = Y _yS(n, k). La siguiente proposicién nos da otra recurrencia para calcular B(n).

Proposicién 4.18. Los nidmeros B(n)p>o estan definidos por la siguiente recurrencia:

n—1
Yn>1: B(n):Z(n;1>Bkz
k=0

con valor de borde B(0) = 1.
Demostracion. Para II particién de [n] llamemos ¢ (II) al bloque que contiene a n.

B(n) = [{II': particién de [n]}

— i Z [{IT: particién de [n], p(IT) = AU {n}}|

k=0 Ac(In1))
72 Y B(ln-1\4) = Z( kl)B(nlk)Z<nk1>B(k). O
k=0 4c(I"1) k=0

Definicién 4.19. Llamamos T'(n) al nimero total de particiones ordenadas de [n]. Los ntimeros (T'(n))nen se
conocen como numeros ordenados de Bell o nimeros de Fubini.
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4.3. Ejercicios

Ejercicio 4.20. Sea (ni,...,nx) € CD(n). Demuestre que:

) = G007 ()

Ejercicio 4.21. Pruebe que los nimeros de Fubini T'(n),>¢ estan definidos por la siguiente recurrencia:

n n—1

Va>1: T(n)=Y_ (Z)T(n K=Y (Z)T(k).

k=1 k=0

con valor de borde T'(0) =1
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Capitulo 5

Las doce formas de repartir n pelotas en k£ cajas.

Queremos estudiar las maneras de repartir n pelotas en k cajas. Lo que hace el problema interesante es si las
pelotas son todas iguales o no (distinguibles o indistinguibles), si las cajas son distinguibles o indistinguibles, y si
imponemos alguna condicién sobre la asignacién. Las tres condiciones mas interesantes son si la asignacion es libre
(irrestricta), sobreyectiva (en cada caja hay al menos una pelota) o inyectiva (en cada caja hay a lo més una pelota).

Con lo que llevamos estudiado en el curso podemos llenar la siguiente tabla.

Libre

Pelotas distintas

Pelotas iguales

Cajas distintas

k’n
(k-variaciones de [n])

|CD(n, k)| = () = ("5

(composiciones débiles de n en k partes)

Cajas iguales

Zf:o S(”? Z)

(particiones de [n] en a lo més k bloques)

S pi(n)

(particiones de n en a lo més k partes)

(particiones de [n] en k bloques)

Sobreyectiva Pelotas distintas Pelotas iguales
Cajas distintas S(n, k)k! [COM(n, k)| = (I ~,)
(funciones sobreyectivas) (composiciones de n en k partes)
Cajas iguales S(n, k) pr(n)

(particiones de n en k partes)

Inyectiva

Pelotas distintas

Pelotas iguales

Cajas distintas

(F)n

(funciones inyectivas)

()

(elegir las n cajas con 1 pelota)

Cajas iguales

[n < k]
(todas son iguales)

[n <]
(todas son iguales)

Observacién 5.1. Muchas de las expresiones anteriores se simplifican cuando n = k.

Libre

Pelotas distintas

Pelotas iguales

Cajas distintas n"

)

Cajas iguales B(n)

p(n)

Inyectiva=Sobreyectiva

Pelotas distintas

Pelotas iguales

Cajas distintas n!

1

Cajas iguales 1

1

(jsoto. También tiene sentido hacerse la pregunta, si debo repartir n pelotas en un ntimero arbitrario de cajas, de manera sobreyectiva

(jsoto. Ejercicio sobre multiasignaciones

22
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Capitulo 0

Permutaciones y ciclos

En esta seccién estudiaremos un poco mas las permutaciones de [n].
Definicién 6.1. Decimos que (a1, as,...,ax) es un ciclo de # € S, si w(a1) =aq, 7(az) = as,. .., 7(ax) = a;.

Sea 7 € S,,. Es fcil ver que cada elemento i € [n] pertenece a exactamente un ciclo de 7. Esta observacién nos
dice que cada permutacién estd definida por sus ciclos.

Definicién 6.2. Las permutaciones de S,, que contienen un solo ciclo se conoeen como permutaciones circulares
Proposicién 6.3. Sea n > 1. El numero de permutaciones circulares de S, es (n — 1)!.
Demostracion. Sea C(n,1) el conjunto de todas las permutaciones circulares de.S,,. Consideremos la funcién
v: S, — C(n,1)
o) = (m1,...,7p)

La funcién ¢ no es inyectiva. Notamos que para cada (7) := (71,...,7,) € C(n,1), las tnicas palabras 7 tal que
o(m) es igual a T son rotaciones de la palabra 7y ...7,. De aqui se concluye que |¢~1((7))| = n, y usando que
Sn=Umecmn 0~ 1((7)) se deduce que n! = |C(n,1)|n, es decir, |C(n;1)| = (n — 1)\ O

Consideremos ahora el siguiente problema: Sean c1, ¢s; . . ., ¢, nimeros naturales. ;De cudntas formas podemos
ubicar n = Zle ic; personas en ¢; mesas redondas para 1 persona, ¢, mesas redondas para dos personas, etc.;
donde dos configuraciones se consideran iguales si en ambas configuraciones cada persona tiene el mismo vecino a su
derecha y el mismo vecino a la izquierda? En el lenguaje de permutaciones, lo que estamos preguntando es cuantas
permutaciones tienen exactamente ¢; ciclos'de tamaiio ¢ para cada i € [n].

Definicién 6.4. El tipo de una permutacién = € S, es el vector (my,...,m,) donde m; es la cantidad de ciclos
de tamano i en .
Notar que directamente se tiene que

n
E ic; = n.
i=1

Proposicién 6.5. El nimero de permutaciones de tipo m = (my,...,my,) es

n! 1

ml'm’n' 1m19m2 ...nmn'

Demostracion. Daremosdos demostraciones de este hecho. Sea S(m) el conjunto de permutaciones de tipo m. En
la primera demostracién codificamos cada permutacién 7 como

7= (%) - () (y k) e (kyok) e (kg oy k) oo (e, %)), (6.1)
———

m1 mao Mn

donde los paréntesis codifican los ciclos de m. Si reemplazamos los asteriscos por una palabra w € S, = ([n])n
obtenemos una permutacién ¢(w) con el tipo deseado. Sin embargo cada permutacién puede provenir de varias
palabras. De esta forma
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Calculemos |¢~!(m)|. Notemos que si permutamos los ciclos de largo i de w entre si obtenemos la misma
permutacién. Esta operacion se puede hacer de mq!ms!...m,! maneras. Finalmente, podemos rotar cada ciclo
individual decidiendo quien es su primer elemento (1325) = (3251) = (2513) = (5132). Esto se puede hacer para
cada ciclo de largo i de i maneras. Esto muestra que |~ 1(7)| = (my!ma!---my,!) - 1m12m2 ... g,

De la féormula arriba se obtiene que n! = (mqlmg!---my,!) - 1m272 ... p™Mn . |S(m)|, lo que prueba lo pedido.

En la segunda demostracién notamos que cada permutaciéon de tipo m se puede obtener seleccionando primero
una particién de tipo m y luego eligiendo una permutacién circular de cada uno de sus bloques. Sea a = (aq, ..., a)
la particién de n asociada al vector de multiplicidades m, es decir a; es el tamano del bloque mas grande, as es el
siguiente y asi sucesivamente. Lo anterior nos dice que

n 1
—_— " —1)!... — 1\
(ah...,ak) mq!---my,! (al ) (ak )

n! 1 n! 1 ¥
B mll...mn!al...ak B ml!...mn!1m12m2...nmn'

|S(m)]

Estudiemos un poco mas las permutaciones con un nimero fijo de ciclos.
Definicién 6.6. Sea C(n, k) el conjunto de permutaciones de [n] con 'k ciclos.

Definicién 6.7. Numeros de Stirling sin signo.
Llamamos [Z] (algunos autores usan c(n, k)) al conjunto de permutaciones en S,, con exactamente k ciclos. La

familia (|7 se conoce como numeros de Stirling sin signo.
k

n,keN

Definicién 6.8. Numeros de Stirling del primer tipo. Los valores s(n, k) = (—=1)"7*[}] se conocen como
numeros de Stirling del primer tipo.

Al igual que con los nimeros de Stirling del segundo tipo, estos niimeros no son necesariamente simples de
calcular.

Observacién 6.9. Se cumple que:

1. Para todo n € N, [Z] =1.
2. Para n,k >0, [g] = [2] =0.
3. Para todo k > n, [Z] =0.

4. Para todon > 1, [ 4 ] — (;L)

n—1

La siguiente recurrencia define los nimeros de Stirling sin signo.

Proposicién 6.10. Los nimeros ( [Z] In.k>0 estdn definidos por la siguiente recurrencia:

e R i

con valores de borde, [8} =1, [g] = [2] =0 para n,k > 1.

Demostracion. Sea A el conjunto de de permutaciones en C(n + 1,k 4+ 1) donde n + 1 es un ciclo en si mismo y
B=Cn+1k+1)\ A

Para cada permutacion # € C(n+1,k+1), definamos ¢(7) como la permutacion obtenida de eliminar el simbolo
n + 1 del ciclo en el que estd. Notemos que ¢() tiene k ciclos (si m € A) o k + 1 ciclos (si m# € B). Es ficil ver
que ¢: A — C(n, k) es biyectiva. Por otro lado, cada 7 € C(n,k + 1) puede provenir de varias permutaciones en
Cn+ 1,k +1). {De cudntas? Si 7 estd escrita como una lista de ciclos en orden entonces podemos insertar n + 1
en n lugares: justo antes de cada simbolo. De aqui se tiene que ¢: B — C(n,k + 1) es una funcién n a 1 (i.e.
lo~1(7)] = n). Con esto |C(n + 1,k + 1)| = |A| + |B| = |C(n, k)| + n|C(n, k + 1)|. O

Ejercicio 6.11. Pruebe que la siguiente recurrencia define los nimeros de Stirling del primer tipo.
Vn,k>1: s(n,k)=(1—n)s(n—1,k) +s(n—1,k—1).

con valores de borde, s(0,0) =1, s(n,0) = s(0,k) = 0 para n,k > 1.
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Capitulo 7

Polinomios

7.1. Polinomios formales.

Hemos definidos varios objetos de manera combinatorial: ((n)g, (}), ((7)),<. ). Estas definiciones tienen sentido
para todo n y k natural. Hay formas naturales de extender estas nociones a otros dominios. La més natural es usar
polinomios. Supondremos cierta familiaridad con polinomios a coeficientes reales o complejos. Si necesitamos algin
resultado especifico de algebra abstracta, lo enunciaremos.

Recordemos que C[z] denota el anillo de los polinomios en la variable x a coeficientes en C. Mds precisamente
suponemos que existe una variable indeterminada z, y su conjunto infinito de potencias naturales {1,z,22%,...}
llamados monomios. Los elementos de C[z] se llaman polinomios. Cada polinomio p(z) se obtiene como una com-
binacién lineal con coeficientes en C de un subconjunto finito de monomios. Es decir, para cada polinomio p(z),
existe un entero k € N tal que

k
pl@) = anz",
n=0

donde a; € C es el coeficiente i-ésimo de p. En otras palabras, cada polinomio esta definido por una secuencia infinita
(ag,ai,...) de coeficientes donde solo una cantidad finita de ellos son distintos de 0, y sin pérdida de generalidad
escribimos p(x) = >°, ~ ana™. Decimos que dos polinomios p(x) y ¢(x) en C[z] se dicen iguales como polinomios
si todos sus coeficientes son iguales. La suma y producto de dos polinomios se define de la manera natural

Z anz” + Z bpx” = Z(an +by)x"

n>0 n>0 n>0
n
E anpT™ - E bpx™ = E " E (anbn—i)
n>0 n>0 n>0 =0

Las operaciones anteriores convierten a C[z] en un anillo conmutativo con unidad (el neutro del producto es el
polinomio 1); donde los tinicos elementos invertibles son las constantes distintas de 0. C[z] también es un espacio
vectorial sobre C, cuya base candnica es, precisamente, la base de monomios.

Observamos que si p(z) = >, 5y anz™ € C[z], entonces podemos definir para todo A € C, la evaluacién de p(x)

en A, como p(A\) = Zf:o a;\'. En otras palabras podemos interpretar p como una funcién de C en C. De hecho, el

siguiente resultado de dlgebra abstracta es muy util:

Proposicién 7.1. Sean p(x),q(x) € Clz]. Se tiene que p(x) = q(x) como polinomios si y solo sip=q como
funciones.

Comentario 7.2. Es posible definir polinomios sobre cualquier anillo conmutativo con unidad R. El conjunto
resultante no es un espacio vectorial necesariamente (para esto necesitamos que R sea un cuerpo), sino que solo un
anillo, llamado R|[z]. Sus elementos son de la forma p(z) = Y. a,2" con a,, € R. Aligual que antes, dos polinomios
son iguales si y solo si todos sus coeficientes son iguales. También podemos evaluar polinomios en elementos de R
pero no es necesario que la proposicién 7.1 se tenga. Por ejemplo, si R = Zs, los polinomios p(z) = z+2% y g(x) =0
son distintos, pero sus evaluaciones son iguales en Zs: p(0) =0+ 0=0=¢(0),p(1) =1+1=0=¢q(1).

Es importante notar que si R es un anillo conmutativo infinito y sin divisores de 0, por ejemplo, R €
{Z,Q, R, C}, entonces dos polinomios son iguales si y solo si sus funciones de evaluacién son iguales.

25
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7.2. Teoremas del binomio y multinomio

Para los siguientes teoremas, sera también ttil el uso de polinomios a varias variables, es decir elementos del
anillo C[z, y] := C[z][y], o0 en general C[xz1, ..., zx]. En estos anillos las operaciones de suma y producto son andlogas
al caso univariado y similarmente, dos polinomios son iguales si y solo si el coeficiente que acompana a cada posible

monomio z{" --- " son iguales.

Proposiciéon 7.3. Teorema del binomio y del multinomio. Para todo n € N, se tienen las siguientes igualdades de
polinomios.

(z+y)" z”: (?) xiyn

=0

n
al .,as af
E ( )ml Ty "‘.’,Ck .
a1,0a2,...,0k

a€CD(n,k)

(1 + a2+ +ag)"

Demostraciéon. Notemos que

3 < " )x“@“zi(?)z@"ﬁ

ai, a2 .
aeCD(n,2) i=0
por lo que nos basta probar la segunda identidad. En efecto, sea el alfabeto X = {x1,...,z;}. Luego:
(@ +aa+-dz)" = Y vy yn= > itk
yeXk (a1,...,ar ) ENF yeXx®:
ylyz"'yn:w(fl---izk

En la segunda suma interpretamos la igualdad y1ys - -+ yn = 27" - -- 3" no como igualdad de palabras, sino como
igualdad de producto de variables asociativas y conmutativas (por ejemplo, sidos y; y los x; son nimeros naturales
entonces la igualdad es simplemente verificar que los productos en N son iguales).

Ahora bien, notemos que si y € X*, e y; -y, = xile--al* , debemos tener que a; + az + -+ + ar = n,
i.e. a € CD(n, k). Con esto tenemos que:

(31 + T2+ - +ap)" = Z x‘fl...x‘gk.‘{yexn;ylyz...yn:x‘fl...xzk}‘.
a€CD(n,k)
Para concluir, notemos que {y € X* : yyyo-- -y, = it - wpk} = Per(zft - alt) = (alﬁ,ak). O

. . . jsoto. Agregar ejercicios sobre el teo del binomio y multinomio
Ejercicio 7.4. € gregar @ i

7.3. Bases factoriales y niimeros de Stirling

Recordamos que el grado de un polinomio p(z) € Clz] \ {0} es el mayor entero i tal que el coeficiente que
acompana a z* es distinto de 0. El grado del polinomio 0 es —oc.

Definicién 7.5. Definimos los siguientes polinomios de grado k:
k
ok = (z) = a(z—1)(@—2)- (- k+1). (i) = %

o= (@) =z +1)(z+2)---(x+k—1). ((aj)) =2

Bl

Donde naturalmente definimos ¢ = 2% como el polinomio z° = 1.

Comentario 7.6. Las definiciones anteriores también tienen sentido en un anillo conmutativo abstracto R. Pero
para ello, necesitamos definir objetos como 1, 2, etc. Aqui 1 := 1y es el neutro multiplicativo de R, 2 =1g + 1y, y
en general para k € N es la suma de 1z consigo mismo k veces. De este modo, z% y z estdn bien definidos en la
medida que R tenga unidad. Por otro lado, para que (i) y ((i)) tengan sentido, necesitamos que k! sea invertible.
Esto ocurre por ejemplo, si R es un cuerpo infinito.
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Al evaluar los polinomios recién definidos en ntimeros naturales recuperamos los objetos que teniamos antes.
Pero ahora se permite escribir cosas como

(

w \

0)" = (=10)(=9)(=8) = —720.
) 1—|—)z(z—1)—i(i2—1):O.

()
(2)- 1

( 1/2) 1/2 ~3/2)(=5/2) ... (—=1/2 = (k—1)) _ (=1)-(=3)--- (1 —2k) (=1)F1:3---(2k —1)
. .

\ w

+1

= 20.

k! h 2k k| 2k |

C(=DF @k-1! (=D @k-D! =1\ 21
B 2kk! 2-4--(2k—2) 2Kk 2k—1(k—1)!_2<4> ( k )

)

para todo m, k € N en funcién de coeficientes binomiales con parametros naturales.

Ejercicio 7.7. Encuentre férmulas cerrada para

Proposiciéon 7.8. Una propiedad interesante que serd usada con cierta frecuencia es la siguiente. Para todo k € N,
se tiene las siguientes igualdades de polinomios en Clz],

(—D)F(—z)f = aF = (2 + k — )&
()0

Demostracion. Notamos que la segunda serie de igualdades se deduce de la primera dividiendo por k!. Para ver la
primera basta notar que

(1) (=)= () (=)o —1) .. (—z=(k—1)) =a(z+1)...(x+ k—1).
y que el lado derecho es, por definicién igual a z* va(z+k— 1)&. O

Ejercicio 7.9.

k ; . — Nk _ k
1. Dos puntos x e y en Z* se dicen adyacentes si || — y||1 := >_,_; |x; — y;| = 1. Un paseo de largo £ en Z* es
una secuencia z°, z', ...z’ donde cada punto es adyacente al anterior. Si el paseo no repite vértices, decimos
ue'es un camino. Si ademds tenemos que para cada ¢ > 1, z'~! < z* coordenada a coordenada, decimos que
) b

el paseo es un camino creciente. Encuentre:

a) El nimero de paseos de largo £ en Z* que parten en el origen.
b) El niimero de caminos crecientes de largo ¢ en ZF que parten en el origen.
¢) El ntimero de caminos crecientes en Z* de (0,0) a = (x1,...,2}), donde z; > 0 para todo i.

2. Encuentre el nimero de soluciones de la ecuaciéon x1 + xo + -+ -+ xp = n con: a) x; > 2. b) x; > i.

Recordemos que C[z] es un espacm vectorial sobre C con base canénica {1,z,22,...}. Observamos ademéas
que {1,71, 22 ... an}y {1,:10 w2, ..., 2"} son dos bases del espacio generado por {1,96,962, ...,2"}. Una pregunta
interesante resulta ser como expresar los polinomios anteriores en la base candnica de C[z], es decir como hacer un
cambio de base.

Sorprendentemente, los nimeros de Stirling que definimos en capitulos anteriores apareceran de manera natural.

Proposicion 7.10.

(i

k=0
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., . ey . . . n] __ n—1 n—1
Demostmcz/on. De?mostremos esta proposicién por induccién, usando la recurrencia [k] =(n-— 1)[ & ] + [kq] que
se demostro anteriormente. B

Para n = 0, tenemos que [8] 29 =1 = 20, Por otro lado para n > 0,

n -

R

k=0 *-

Sl £l

- T +Zn T
Lk — k

k—l]x —i—Zn{k]x

1t k=0

0] ne1 N~ [Pk n|l o
e[ o)

Z} 2F (x4 n)

k=1
- [n+ 1] "
= . ,
k=0
donde usamos que [Z] =1= [Zﬁ] y que n[’g] =0=(n+1) [nJorl]- =

La proposicion anterior dice que la matriz de coeficientes asociadas a los nimeros de Stirling sin signo [Z] es la
matriz de cambio de base de la base de factoriales ascendientes a la base de monomios.

Proposicién 7.11.
n

at = Z s(n, k).

k=0

Demostracién. Notemos que 2™ = (=1)"(—2z)". Luego, aplicando la proposicién anterior a (—z) obtenemos:

k=0
n
_ Z k
= s(n, k)z”. O
k=0
Lo anterior dice que la matriz de nimeros de Stirling del primer tipo s(n, k) es la matriz de cambio de base de
la base de factoriales descendientes a la base de monomios.

Observacion: Gracias a las proposiciones anteriores tenemos demostraciones alternativas de ciertas igualdades
que se pueden probar combinatorialmente (tomando x = 1):

n

S v Sstb-keo
k=0

k=0

Proposicién 7.12.
n

" = Z S(n, k)zk.

k=0

Demostracion. Esta proposicion se puede probar usando la recurrencia 4.14 e induccién. En vez de hacer eso,
daremos una demostracién “semicombinatorial”. Probaremos que la igualdad de la propoxicién 7.12 se tiene para
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todo z natural. Como dos polinomios en C[z] que son iguales en infinitos puntos son iguales como polinomios
concluimos la igualdad. Notemos que si z € N,

2" = |[z]"] = {f: [n] = [z] funcién}|

= Z Z [{f: [n] = Y funcién sobreyectiva}
k=0 Yg([z])

0 (z) k1S(n, k)

2ES(n, k). O

[
NE

k

8 |

dop :=Ja=10] = S(a, k)s(k,b) = iS(a,k)s(k‘,b).

k=0 k=0

Alternativamente, si tomamos las matrices de n x n, S, = (S(4,7))1<ij<n ¥Sn = (5(4,7))1<i,j<n entonces S, y s,
son inversas: I, = S,, - s,,.

La demostraciéon consiste en notar que S, y s, son las matrices de cambio de base entre {1,z,...,2"} y
{1,z,...,22}.

Ejercicio 7.14.

1. De una demostracién alternativa de la Proposicién 7.12-usando la Proposicién 4.14 e induccién.

2. Encuentre una demostracién semicombinatorial para la Proposicion 7.10. Para esto siga los siguientes pasos.
Sean n,z € N. Una n-permutacién z-coloreada es un par (f, g) donde f es una permutacioén de [n] y g: [n] — [z]
es una funcion de “coloreo” tal que cada ciclo de f; recibe el mismo color (igual valor de g). Pruebe que ambos
lados de la igualdad en el lema cuentan las n-particiones x-coloreadas. Para la parte dificil piense en como
pasar de una (n — 1)-particién z-coloreada a una n-permutacién z-coloreada.
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Capitulo 8

Principio de Inclusién-Exclusién

El principio de Inclusiéon-Exclusién es una extension del principio de la suma aplicado a conjuntos que no son
necesariamente disjuntos. En lo que sigue sean Aj,..., A, una secuencia de conjuntos finito. Para todo I C [n],

llamemos Aj al conjunto ﬂie ; Ai, donde interpretamos Ay como U:L:l A;.

Teorema 8.1 (Principio de Inclusién-Exclusion).

0= (-n"A,.

IC[n]
En particular,

Jail= > plfi+ay

i=1 0#IC[n]
= A1+ +|An] = |A1NAg| — - = |Ap_1 N AL ¥ A1 N AN Az + ...

Demostracion. Probaremos algo un poco mas general. Veamos que para todo x,

[x€ Ag] — 1= Z (- 1z e Af].

IC[n]

Si sumamos la expresién anterior sobre todos los posibles x € Ay tendremos la igualdad que queremos probar.
Sea x elemento cualquiera, y sea I(x) = {i € [n]: © € A;} los indices de los conjuntos que contienen a x. Notar que
para I # 0, z € Ay siy solo si I C I(z). Con esto tenemos que la expresién de la derecha es

(D"zedl+ Y DI CI@]=lre A+ Y (-1

0CICn] P£ICI(z)

|1 ()]

=[zed]-1+> > (M
=0 1))
[I(z)]

e

=[ze ] -1+ Z (—1)/ ( ST))

j=0

= [z e Ag] =1+ (=1 + )@

donde la ultima igualdad viene del teorema del binomio.
Para concluir, notamos que si z € Ay, entonces I(x) # 0 y luego la expresion de arriba se evaltaa 1 —1+40 = 0.
Por otro lado, si z & Ay entonces 0M(®) = 0% = 1 y luego la expresién de arriba se evaliaa 0 — 141 = 0. O

Observacion 8.2. La demostraciéon anterior usa el teorema del binomio. Mas adelante daremos una segunda
demostracion que no requiere de este teorema.

Es facil extender la demostracion anterior a contextos mas generales como lo muestra las siguientes proposiciones.
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Proposicioén 8.3. Sean Ai, ..., A, conjuntos finitos y w: X = J_; A; = G, donde (G,+) es un grupo abeliano.
Para todo Y C X, llame w(Y') = Y .y w(x) donde la suma es la operacion de G. Entonces:

wlJA)= 3 D),

0£1C[n]
donde para todo g € G, (—1)g = —g es el inverso aditivo de g en G.

Proposiciéon 8.4. Sean Ay, ..., A, eventos en un espacio de probabilidad, luego

n

Pr(| JA) = > (-1 Pr(4)).

i=1 0£IC[n]
Demostracion de las proposiciones 8.3 y 8.4. Anteriormente demostramos que
[z e 4] —1= > (-)[z € Af]. (8.1)
IC[n]

donde Ay = X. Para todo z € X, el lado izquierdo vale 0. Luego, podemos multiplicar por w(z) para z € X, la
igualdad anterior. Sumando sobre x € X se tiene

0=> > (-)zeAJuwE) = > (DY [ze AfuwE)= Y (D' w(A)),
z€X IC[n] IC[n] zeX IC[n] reX

lo que concluye la demostracién de la primera proposicién.
Para la segunda proposicién basta integrar (8.1) sobre todo x en Ay.

0= >_ (=D Pr(A)).

IC[n]
O
Veamos un ejemplo de uso del Principio de Inclusién y Exclusién (PIE).
Ejercicio resuelto 8.5. Sean py,...,pr primos y n € N. Contar el conjunto de elementos menores que n que no

son multiplos de ningin p;.

Definamos A; como el conjunto de multiplos de p; en [n]. Luego lo pedido es exactamente n — |Ui6[k] Apgl.
Aplicando el PIE tenemos que esto es-igual a

=Y ED) A = Y ()

1K) 0AICK] [Lier P J

Por ejemplo si queremos contar los elementos menores que 10000 que no son multiplos de 2, 3 ni 5 obtenemos

10000 — | 10000/2] — [10000/3]|10000/5] -+ | 10000/6] + | 10000/10] + |10000/15| — |10000,/30]
= 10000 — 5000 — 3333 — 2000 -+ 1666 + 1000 + 666 — 333 = 2666.

Un corolario simpético es que si llamamos f(n;p1,...,px) como la proporcién de elementos en [n] que no son
multiplos de p; satisface

nli_)rrgof(n;pl,...,pk =1+ Z |I| ZH H 1—H<1—>

0£IC[k Hlefpl IC[K] zEI biek\I i=1

Notemos que si n es suficientemente grande y elegimos un niimero 4 € [n] uniformemente al azar, la probabilidad
de que ese niimero no sea multiplo de p; es esencialmente 1 —1/p;. La férmula recién descrita nos dice que los eventos
“no ser miiltiplo de p;” son esencialmente independientes. Por otro lado, notemos que el estimado es bastante ttil
incluso para valores relativamente pequefios de n. Por ejemplo para el caso de (2,3,5) tenemos que la proporcién

1.2 4 _ 4 _
es s -5 % = 75 = 0,2666. ..

Para concluir el capitulo, veamos una ultima aplicaciéon del P.I.LE: una férmula exacta para los nimeros de

Stirling del segundo tipo.
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Proposicion 8.6.
1o~ [k .
S(n,k) = > <2) (=1)%(k — i)™
T =0

Demostracion. Recordemos que k!S(n, k) es la cantidad de funciones sobreyectivas de [n] a [k]. Llamemos A; al
conjunto de funciones f de [n] a [k] tal que f~1(i) = 0. Con esto k!S(n, k) = k™ — |J_, 4;|. Al igual que en el caso
anterior llamemos A; = [;c; Ai. En este caso A es el conjunto de funciones f: [n] — [k] tal que ningtin elemento
de I tiene preimagen. Es decir A son las funciones de [n] — [k]\ I y luego |A;| = (k — |[I|)". El P.LLE. nos dice que

KIS k) =k = > Y (=1)"H 4]

i=1 e (1K)
= k" + zj; (f) (—1)i(k —i)" = Zj:o (’f) (=1)i(k — o)™ O

Ejercicio 8.7. Sean k,¢,n € N. Pruebe que:
1. El ntiimero de soluciones de la ecuacién 1 + 29+ -+ =ncon 1 < x; </ es
k .
. i k—1
=0
2. El nimero de soluciones de la ecuacién 1 +a9 + -+ xp =ncon >z > 29 > --->x1 > 1 es
k
(k ‘
> (F)out - e
i=0

Indicacién: Puede resolver los dos problemas simultaneamente, llamando f(n — £i, k) al coeficiente que acompana
a (k)(—l)i en cada caso e interpretando f de acuerdo al problema.

AL - (5

Concluya que
Z(_l)iG)pk(” —2) =[1<k<n].

[jsoto. Desigualdades de Bonferroni J
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Capitulo 9

Mas principios basicos

9.1. Principio Inyectivo y Principio Sobreyectivo
En esta seccién enunciamos dos extensiones naturales del principio biyectivo.
Proposicién 9.1 (Principio Inyectivo). Sean A y B conjuntos donde B es finito.
A es finito y |A| < |B| si y solo si existe una funcién inyectiva de A a B.

Demostracion. La direccién hacia la derecha es simple. Sean f: A — [m] y g: [n] — B biyecciones, donde m < n.
Como ambas funciones son inyectivas, la funcién h: A — B dada por h(z) = g(f(x)) es inyectiva.

Veamos ahora la otra direccién. Probemos primero por induccién en n que todos los subconjuntos de [n] son
finitos. En efecto, esto es cierto para n = 0 pues el Gnico subconjunto de [0] = (-es [0] = 0. Sea entonces n > 1,
y sea X C [n]. Si X = [n] entonces |X| = n y X es finito. Asi que supongamos que existe a € [n]\ X. Sia =n
entonces X C [n—1], y por induccién X es finito y | X| < n —1. Luego supongamos a < ny sea Y = X \ {n}U{a}.
La biyeccién f: X — Y dada por f(n) =ay f(x) = x para todo z € X\ {n} muestra que |X| = |Y|. Por otro lado
Y C[n—1],Y es finito. Por lo tanto X es finito y | X| = |Y|[<n —1.

Terminemos la demostracién de la proposicién. Sea h: A — B una funcién inyectiva y sea g: B — [n] una
biyeccién. Luego la funcién f = goh: A — [n] es inyectiva. Usando que f(A) C [n] y que f es biyeccién entre A y
f(A), tenemos |A| = |f(A)| <n = |B|. O

Comentario 9.2. El principio inyectivo enunciado anteriormente para cardinales finitos, puede ser modificada a
una definicion de orden para cardinales generales: |A| < |B| se define como la existencia de una funcién inyectiva
de A en B.

Otra forma de interpretar el principio anterior es el siguiente.

(Principio Inyectivo) Para probar que un conjunto (finito) tiene una cantidad menor o igual de
elementos que otro, basta encontrar una inyeccién (i.e., una funcién inyectiva) del primer conjunto al
segundo.

En particular, si se encuentra una inyeccién de A en B, y una inyeccién de B en A, entonces A y B
tienen el mismo cardinal.

Comentario 9.3. La ultima afirmacién también es cierta para conjuntos infinitos, y se conoce como el Teorema
de Cantor-Schroder—Bernstein (este teorema no requiere del axioma de eleccién).

Una variante del principio anterior es la siguiente
Proposicién 9.4 (Principio Sobreyectivo). Sean A y B conjuntos donde B es finito.

A es finito y |A| < |B| si y solo si existe una funcidn sobreyectiva de B a A.
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Demostracion. La direccién hacia la derecha es similar a la de la proposicién anterior. Sean f: [n] = Ay g: B — [m]
biyecciones, donde n < m. Definamos ademés la funcién f': [m] — A como f'(z) = f(min(xz,n)). Como f es
sobreyectiva, f/ también lo es. Como la composicién de funciones sobreyectivas es sobreyectiva, concluimos que
f'og: B — A es sobreyectiva.

Para la otra direccién sea B = {by,...,b,} v f: B — A una funcién sobreyectiva. La funcién h: A — B dada
por h(a) = b; donde i es el minimo indice tal que f(b;) = a estd bien definida (siempre existe este indice pues
f71(a) es no vacfo y N es bien ordenado). Ademas es facil ver que h es inyectiva. Por la proposicién anterior A es
finito y |A4| < |B. O

Comentario 9.5. El principio sobreyectivo también funciona para conjuntos infinitos, pero. su demostracion re-
quiere el uso del axioma de eleccién (interesantemente, es equivalente al axioma de eleccién).

Podemos rescribir el principio sobreyectivo de una manera mas coloquial como sigue.

(Principio Sobreyectivo) Para probar que un conjunto tiene una cantidad menor o igual de elementos
que un segundo conjunto (finito), basta encontrar una sobreyeccién (i.e., una funcién sobreyectiva) del
segundo conjunto al primero.

En particular, si se encuentra una sobreyeccién de A en B,y una sobreyecciéon de B en A, entonces A
y B tienen el mismo cardinal.

Los principios anteriores nos permiten dar distintas maneras de probar que dos conjuntos tienen el mismo
cardinal.

Corolario 9.6. Sean A y B dos conjuntos finitos. Los siguientes son equivalentes.
1. |A| =|B|.
2. Existe una inyeccion de A en B y una inyeccion de B en A.
3. Existe una sobreyeccion de A en B y una sobreyeccion de B en A.
4. Existe una inyeccion de A-en B y una sobreyeccion de A en B.

Demostracion. Directo. O

9.2. Ejemplo: Principio del palomar y metodo probabilista

Al principio del curso estabamos interesados en saber contar conjuntos finitos. En esta seccion nos interesa algo
mucho mas debil, determinar si un conjunto es vacio o no.

El principio del palomar (o de Dirichlet, o de los casilleros) es una herramienta muy util para probar la existencia
de un conjunto. Enunciamos y demostramos varias versiones del mismo a continuacion.

Teorema 9.7. Sean n objetos distintos repartidos en m casilleros (llamemos f: [n] — [m] a la funcion tal que f(i)
es el casillero en el cual i es asignado).

1. Sin > m+1 entonces hay un casillero que recibe al menos 2 objetos (i.e. f no es sobreyectiva).
Sin < m+1 entonces hay un casillero vacio (i.e. f no es inyectiva).
Ejemplos basicos: Si hay 367 personas en un salon, hay 2 de cumpleanos el mismo dia.
Si S es un conjunto de 5 puntos en Z2, entonces hay un par cuyo promedio esta en Z2.
En cualquier grupo de n personas hay al menos 2 con el mismo numero de amigos.
St se tira un par de dados 10 veces existe una suma que no ha salido

2. Sin > km+41 entonces hay un casillero que recibe al menos k + 1 objetos.
Sin < km — 1 entonces hay un casillero que recibe a lo mas k — 1 objetos.
En Santiago hay un conjunto de 6000 personas con las mismas iniciales.
Hay un dia del ano donde no mas de 20000 personas de Santiago estan de cumpleanos.

3. Eiste un casillero con > [n/m] objetos y un casillero con < |n/m] objetos.
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4. Stay+ -+ am <n—1 entonces existe un casillero i con al menos a; + 1 objetos.
Sia;+ -+ am, >n+1 entonces existe un casillero i con a lo mds a; — 1 objetos.

En general todas las versiones (finitas) del principio del palomar son corolarios del llamado principio probabilista
del primer momento que dice lo siguiente:

Sea X una variable aleatoria real sobre un espacio de probabilidad €2, luego siempre existe w € 2 tal que
X (w) > E[X] y siempre existe w € Q tal que X (w) < E[X].

Demostracion.

E[X] = . X (w)dP(w)

Si para todo w € Q, X(w) < E[X] — € para € > 0, tendriamos que

B[] < Elx] -9 ([ dpw) <Blx] 4

€N

lo cual es una contradiccion. O
Con esto podemos probar los PP.
1. Sea g(i) = f~1(i), y E[g) = £ Y™, g(i). Entonces existe un ¢ con g(i) > [E[g]] y un i con g(i) < |E[g]].

2. Sea g(i) = f1(i)/a;, y sean \; = a;/ Y~ a;. De modo que Ex[g] =Y"7"  Nig(i) = >0, f7H6)/ > ai =
n/ Y iv, a;. Entonces existe un ¢ con g(i) > [E[g]] y un i con g(i) < |E[g]].

Veamos algunos ejemplos interesantes del principio del palomar y del principio prob. del primer momento.

Teorema 9.8 ( Teorema de Erdos-Szekeres). Sea s € R™ L una secuencia de mn + 1 nimeros reales. Entonces
existe una subsecuencia (debilmente) creciente de s con m+ 1 numeros o una subsecuencia (debilmente) decreciente
de s con n+ 1 numeros.

Demostracion. Supongamos que el resultado es falso. Para todo i € [mn + 1] defina a; como el largo de la subse-
cuencia creciente mas larga que parte en la posicion i y b; como el largo de la subsecuencia decreciente mas larga
que termina en la posicion 1.

Como supusimos que el resultado es falso que los pares (a;, b;) € [n] x [m]. Como hay mn + 1 posibles 4, el ppio
del palomar dice que existen i < j con (as, b;) = (aj, b;).

Si s; < s; entonces la secuencia s; concatenada con la'secuencia creciente mas larga que parte en la posicion j es
creciente y de largo a; +1 = a; + 1 y empieza en 7 lo que contradice la defn. de a;. Similarmente si s; > s; entonces
la secuencia decreciente que termina en la posicion ¢ concatenada con s; es decreciente de largo b; +1 =b; + 1y
termina en la posicion j lo que contradice la definicién de b;. O

Otro ejemplo infinito del principio del palomar.

Lema 9.9. Sea n un numero natural cualquiera y b un numero coprimo con 10. Probar que existen infinitas
potencias positivas de. b que termina (en decimal) en la secuencia 0™1.

Demostracion. Consideremos los casilleros B = Zygn+1 y A = N. Defina f: A — B como f(m) es igual al resto de
dividir m por 10"+, Claramente (ppio del palomar infinito") f no es inyectiva y de hecho debe existir un j € B tal
que f~1(j) es un conjunto infinito.

Sean a1, asg, . . ., los elementos de f~!(j) ordenados de menor a mayor. Para todo j > 1,

Luego 0 =jgn+1 b% — b4 = b1 (b% =% —1). Como b es coprimo con 10"+, tenemos que

baj_al =10n+1 1,

es decir, para todo j > 1 %~ termina en la secuencia 0" 1.
O

Nota: Lo anterior prueba una version débil del pequenio teorema de Fermat: Si b y m son coprimos, existen
infinitas potencias de b congruentes con 1 modulo m.
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Capitulo 10

Conjuntos Parcialmente Ordenados:
Introducciéon y Férmulas de Inversion

[jsoto. Este capitulo esta sin tocar desde el 2014 J

10.1. Definiciones basicas

[DEF]

P = (X, <p) es un orden parcial si < es refleja, transitiva y antisimétrica.
[DEF|

P = (X, <p) es un orden estricto si < es irreflexiva y transitiva (y por lo tanto, asimétrica).
Obs 1: A veces escribiremos 2 € P en vez de z € X (cuando no hay confusiéon confundiremos Py X)
Obs 2: En ocasiones diremos “sea P un orden” para denotar al orden parcial (P, <p).
Obs 3: Hay una relacion natural entre ordenes parciales y ordenes estrictos.
En efecto, dado <p orden parcial se puede definir x <p y <= x <p yAx # y orden estricto asociado. Similarmente
si x <p y es orden estricto entonces definiendo x <p y <= & <, y V& =y se obtiene un orden parcial asociado.

Ejemplos 10.1. En adelante usamos X* para referirnos al conjunto  J; .y X i de todas las palabras sobre el alfabeto
X.

s (R, <), (Q,<), (Z,<),(N, <), ([n], <), etc. donde < es el orden habitual de R.
t

= D, = ({t € [n]: (tn)},]|) donde pl|g si-p divide a ¢:

s B, = (P([n]), C) (se conoce como orden booleano).

= II,, := (particiones de [n], <) donde o < 8 si «v refina a 3.

» (X*, <) donde @ QS si f=~ad con v,0 € X* (decimos que « es factor de ).

(X*,<)donde a < Bsia=x129...2%, x; € X y B =y1T172%2 . . . VeTkVr+1, con v; € X* (decimos que « es
subsecuencia de ).
= Genéricamente, si hay una relacién sub* hay un orden subyacente (subgrupos, subespacios vectoriales, etc).

Es costumbre llamar a los érdenes “poset” (del inglés, partially ordered set).

Conceptos en 6rdenes parciales

Sea P un orden. En lo que sigue daremos varias definiciones con subindice P, si no produce ambigiiedad, dichos
subindices se pueden borrar.

= Siz <py o6y <p xr decimos que x e y son comparables y anotamos x ~p y. Si no, decimos que son
incomparables y anotamos = L p y.

= [DEF|
Una anticadena en P es un conjunto de elementos incomparables dos a dos en P.
= [DEF|

Una cadena en P es un conjunto de elementos comparables dos a dos en P (muchas veces lo anotamos como
una secuencia, mas que como un conjunto).
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= Un elemento z € P es maximal si no existe y # « con ¢ <p y. € P es minimal si no existe y # x con
y <p x. Al conjunto de maximales y minimales se les denota por méax P y min P.

= Definimos el intervalo [z,y]p :={z € P |z <p 2z Az <p y} (consideramos [z, y]p como un orden con relacién
<P ljw,ylpx[e,)p)-

= Decimos que P es localmente finito si ||z, y]p| < oc.
= Decimos que y cubre a z si  <p y y ademds [z,y]p = {x,y}. En ese caso escribiremos z <p y.

= Diagrama de Hasse de P. Es una representacion de P en el plano donde si x < p g entonces x aparece mas
abajo que y y hay una flecha (o una linea) desde x a y.

Observaciones.
1. Si z < y no es necesariamente cierto que existe z tal que x < z. El ejemplo més claro es (R, <).

2. Si P es localmente finito entonces <p define a <p. En efecto, <p es la envoltura transitiva de <p (la
interseccién de todas las relaciones transitivas que contienen a <p). Otra forma de decir esto es que z <p y
si y solo si existe una secuencia r = zg <p 21 <p -+ <p 2 =4.

Funciones monétonas

Una funcion ¢: P — @ se dice

1. monétona (que preserva el orden) si z <py = p(z) <g ¢(y).
2. fuertemente mondétona (incrustacién de orden) si z <p y <= ¢(z) <g @(y).
3. isomorfismo si ¢ es monétona fuerte y sobreyectiva.

Ejemplos:

1. ¢: B, = [n], ¢(X) = méx(X) es una funcién mondtona pero no fuertemente mondétona. (Esto es decir,
X CY implica max(X) < max(Y))-

2. ¢: [n] = By, ¢(x) = [z] es una funcién fuertemente monétona (decimos que [n] se incrusta en B(n)).
3. ¢: By — Dsg, (X )= 2MEXIZREX]5I3€X] o5 un isomorfismo.

Decimos que P es un suborden (débil) de @ siVaz,y € P,z <py = z < y. En otras palabras, la identidad
en P es una funcién monotona de P en Q.

iCuidado! La existencia de una funcién monétona y biyectiva de P a @ no garantiza que P sea isomorfo a Q.
(Pensar en un ejemplo infinito)

10.2. Particiones en cadenas y anticadenas

Proposicién 10.2. Si C es una cadena de P y A es una anticadena, entonces |[ANC| < 1..
Demostracion. Trivial O

Observemos que de cualquier forma podemos tener cadenas y anticadenas maximales que no se intersectan.

Lo siguientes vale en 6rdenes parciales finitos.
[DEF]

El alto de P es la cardinalidad de su cadena maés larga. Esto se denota por h(P).
[DEF]

El ancho de P es la cardinalidad de su cadena més larga. Esto se denota por w(P).
Siempre podemos particionar un orden parcial en cadenas (resp. en anticadenas) pues los singletons son simul-
taneamente cadenas y anticadenas.
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Proposicién 10.3. Sea P una particion en cadenas de P, Q una particion en anticadenas de P. Entonces

|P| > |A| VA anticadena
|Q| > |C| VC cadena

Demostracion. Se deduce de la observacién que |C'N A| < 1 para toda C cadena y A anticadena. O
En particular, se tiene que

h(P) < |P| VP particién de P en cadenas,
w(P) < |Q| VQ particién de P en anticadenas.

Teorema 10.4.

(1) Teorema de Mirsky
h(P) = min{|Q|: Q particion de P en anticadenas.}

(2) Teorema de Dilworth
w(P) = min{|P|: P particion de P en cadenas.}

Demostracion. (1) Debemos probar que todo orden se puede particionar en h(P) anticadenas. El teorema es
trivialmente cierto si h(P) = 1 (pues entonces P es una anticadena), asi que supongamos que h(P) > 1.
Notemos que el conjunto A = méax P consistente en los elementos maximales de P es una anticadena. Tomemos
el suborden P’ = P\ A, entonces h(P’) = h(P) =1, pues |ANC| =1 para toda cadena C maximal.

Por induccién, existe una particién de P’ en a lo mds h(P) — 1 anticadenas. Esto junto a A muestra una
particién de P en a lo més h(P) anticadenas. Por la proposicién anterior, debe ser en exactamente h(P)
anticadenas.

(2) Debemos probar que todo orden se puede particionar en w(P) anticadenas. La demostracién anterior funcioné
pues existe una anticadena especial A que intersecta a todas las cadenas maximales. Esto no ocurre para
cadenas necesariamente (;Puede encontrar un ejemplo de un orden donde para toda cadena C existe una
anticadena maximal que no la intersecta?)

Continuemos la demostracién. El teorema es cierto si w(P) = 1 pues P es una cadena. Asi que supondremos
que w(P) > 2. Sea C una cadena maximal. Notemos que

w(P)—1<w(P\C)<w(P).

Si w(P.\ C) = w(P) — 1 entonces podemos usar induccién y obtener una particién de P\ C en w(P) — 1
anticadenas, lo que junto a C' termina la demostracién. Luego podemos suponer en lo que sigue que w(P\C) =
w(P) y que A = {ai,...,a,(p)} es una anticadena de tamafio maximo en P\ C.

Definamos AT ={zx e P|Jac A,a<z}y A  ={z€P|Ja€ Az <a}.

Observemos que:

a) AT UA™ = P.pues A es maximal. (si existiera x € P\ (AT N A™) entonces AU {z} serfa anticadena).

b) At N A~ = A, pues si existiera z € (AT N A7)\ A, entonces también existirfan a; € Ay az € A con
a1 <p x <p as lo que implica que a; # az y que ambos son comparables.

c) At£Py A~ #P.

La tercera propiedad se cumple pues el elemento méximo z* de C estd fuera de A~ (si estuviera dentro,
existirfa a € A con * < a y luego C U {a} serfa cadena contradiciendo su maximalidad). Anélogamente, el
elemento minimo de C est4 fuera de A™.

Gracias a la tltima propiedad podemos usar hipétesis de induccién en A~. Sea C7, ..., C’;( p) una particién

de A~ en cadenas, enumeradas de tal forma que a; € C; (y luego a; debe ser el maximo de C; ). Hagamos
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exactamente lo mismo para A*. Por razonamiento andlogo podemos encontrar una particién de A1 en cadenas
ct,ox, ..., C’+(P) de modo que a; € C’j (v luego a; es el minimo de Cf)

w

Como a; es el maximo de C; y el minimo de Cj podemos definir la cadena C; = C; U Cj . Con esto,

C1,...,Cy(p) s una particién de P en exactamente w(P) cadenas.
O

En auxiliar veran aplicaciones de los teoremas de Mirsky y Dilworth.

Ejercicio 10.5.

1. Demuestre que en todo orden parcial finito

W(P) - w(P) > |P|.

2. Demuestre la desigualdad de LYM siguiente. Sea F una anticadena del orden booleano B,,. Pruebe que
n\ !
<.
% ()

Indicacién: Para cada A € F, defina el conjunto Cad(A) = {C cadena maximal en B,, | A € C}. Calcule el
tamafo de Cad(A) en funcién de n y |A|. Luego pruebe de otra forma que ), »[Cad(A)| < n!y concluya.

10.3. Algebra de Incidencias y funcién de Moebius

En esta secciéon hablaremos de una poderosa técnica que, en particular, implica el P.I.E.
Definimos las incidencias de un orden parcial localmente finito P sobre los complejos como el conjunto de
funciones f que mandan intervalos [z,y]p de P a ntimeros complejos. Por tradicién, se prefiere escribir f(z,y) en

vez de f([z,y]p).
Para nuestros propdsitos

I(P)={f:PxP—>Cladpy = f(z,y) =0}

con operaciones

(f +9)(=,y) = f(z,9) + 9(g,v), Vf,g € I(P),
(cf)(x,y) = cf(z,y), Vf e I(P),ceC,
Frgley)= Y fl@,2)9(zy) Vf g€ I(P).

zE€[z,ylp

Nota: jComo el orden es localmente finito todas las sumas son finitas!

Es f4cil ver que la suma, ponderacién y convolucién son operaciones cerradas en I(P). Por otro lado la suma
hereda todas las propiedades de (C,+) (i.e., es una operacién de grupo).

La convolucién puede ser interpretada como multiplicacién de matrices cuadradas posiblemente infinitas. Para
ver esto, asocien a cada f € I(P) una matriz M(f) de P x P de modo que la entrada x,y de M(f) es igual a
f(z,y). Con esto es sencillo ver que M(f x g) = M(f)M(g). De aqui se deduce que la convolucién es asociativa,
distribuye sobre la suma y tiene como identidad la funcién delta de Kronecker

dp(z,y) = [z =y].

En otras palabras, f* (gxh) = (f*xg)«h, fx(g+h)=fxg+ fxh, ydpxf=f*dp=f.
Obs: Para los mas algebristas, la estructura (I(P),+, %) se conoce como &lgebra asociativa sobre C.
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No todos los elementos de I(P) tienen inversa. Pero de nuestros cursos de algebra sabemos que si f tiene una
inversa izquierda y f tiene una inversa derecha entonces son iguales, y en ese caso la inversa es tnica. De hecho, f
tiene inversa izquierda ssi f tiene inversa derecha (;Por qué?).

Notemos que f*g=0p = g* f siy solo si para todo z < y,

Z f(I,Z)g(Z,y) :5P(I7y)a

z: x<z<y

o alternativamente,

1
g(x,y) = o)

z,T)

Sp(my)— Y f@,)g(zy)

z: x<z<y
Esto nos da una férmula para la inversa g de f en la medida que f(z,z) # 0 para todo = € P.

Obs: De hecho, pruebe que f es invertible si y solo si f(x,z) # 0. Anotamos g = f~! a la inversa de f para la
convolucién.

En I(P) hay dos elementos muy especiales llamadas la funcién zeta (p y la funciéon pp de Moebius.

CP(xvy) = [[1[,’ SP y]]a Hp = C;l

Si usamos la formula de méas arriba tenemos que para = <y,

pe(y) = 0@y — Y pe(zy)

z: x<pzlpy
Es decir,
0 sixz Ly,

pp(z,y) =141 six =y,
_Zz:a:<Pz§Py/~LP(zyy) Sil‘<y

-1 0 0
L 1 0 1 -1 0
0 1 - 1
Ejemplo 1. Tenemos que M((p,)) = ;v luego M (ppy) = M ()™t = | 0 0
00
0 0 1 0 1 -1
0 0 0 1
1 siz=y
En otras palabras, pp,)(2,y) =4 -1 siy=x+1.
0 en otro caso

De hecho, esta expresién también describe la funcién de Mobius para el orden localmente finito (N, <).

Teorema 10.6 (Férmula de Inversion de Mobius.). Sea (P, <) un orden parcial localmente finito con elemento
minimo 0. Para todo f,g: P — C.

f@y="> gv) = 9= > [fuay).
y: 0<y<z z: 0<x<y

Demostracion. Tomemos la matriz M[(]. Notemos que la primera expresién dice que f = M[(] - g (como producto
matriz vector). La segunda dice que g = M|[u] - f. El resultado sigue del hecho que u = (=1 y luego M|[u] =
(M)~ O
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Veamos que dice esto de nuestro ejemplo para [n]. Sean f,g: [n] = C. Luego

l l
Fk)=>g(l) == gO) =D ppuy(k, (k) = i (k1) f(K) = f(1) = (1= 1[I > 0]
k=0 k=0

Recupramos la propiedad “telescépica” de las diferencias sucesivas.
Esto no es muy sorprendente. Veamos que pasa para B,,.

Proposicion 10.7.

(-)IM\SI g sCT

0 S1 no

B, (Sv T) = {

Demostracion. Sea S C T. Probemos la proposicién por induccién en [T\ S|<Si |T'\ S| = 0 entonces T = S y luego,
ug, (S, T) =1=(-1)° asi que la proposicién es cierta. Supongamos entonces que [T\ S| =k > 1.

Tenemos que para todo S C R C T, [T\ R| < k y luego g, (R, T) = (— 1)\l Usando la férmula para calcular
4 tenemos que:

pe,(S,T)=—= > up,(RT)
R: SCRCT

- _ Z (_1)|T\R|
R: SCRCT

- _ Z (= DI (Tomando R = WUS)
W:0CWCT\S

_(_1)|T\S| Z (_I)IW\

W: QCWCT\S

Sy 'y (To )
w=1
— _(_1)IT\S|((_1 + 1)|T\S| —1) = (_1)|T\S|. 0

En otros 6rdenes parciales, la formula‘de inversién resulta sumamente 1til para combinatoria y teoria de niimeros.
Lo interesante son los corolarios de la férmula de Inversion:

Corolario 10.8.

1. Formula de Inversion sobre B,,.

FT) =" g(8) < g(T)=>_ (-8 ¢(1).

scT SCT

2. Formula de Inversion binomial.

r =3 (1o = o =3 (1) 0r=500,

=0 i=0

Ejercicio 10.9. Se define la funcién de M6bius numérica como p: N — R tal que p(t) = 0 si ¢ es miltiplo de un

primo al cuadrado, y p(t) = (—1)* si t es libre de cuadrados y tiene exactamente ¢ factores primos distintos.
Pruebe que para todo t|n, u(n/t) = pp, (t,n), donde pp, es la funcién de Mébius asociada al orden D,,.
Concluya la formula de Mébius siguiente:

f) =3 g(d) = g(n) =) p(n/d)f(d).
d|n

d|n
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Definamos ahora el orden dual de P, llamado P* como x <p+ y ssi y <p x. Un corolario interesante del Teorema
de Inversién es el siguiente.

Corolario 1. Sea P orden parcial localmente finito con elemento mdzimo 1. Para todo f,g: P — C.

fay=" > 9w = gw= >  fWuxy).
y: <py<pl z: z<py<pl
Demostracion. Basta ver que up«(z,y) = up(y, z) (ejercicio). O
Veamos que el corolario anterior, aplicado al orden B,,, implica el principio de inclusién exclusiéon (P.LE.).

Demostracion (Férmula de Inversién implica P.LE.).

Sean Aj,..., A, conjuntos finitos cualquiera. Para S C I definamos A(S) = [);cg4i N ﬂiew\s Af, donde el
complemento es con respecto a cualquier universo finito U que contenga a Uie[n] A;.

Notemos que A(S) es el conjunto de los elementos del universo que estan exactamente en los conjuntos con
indice en S.

Nota: Es 1til hacer un diagrama de Venn con n = 3, darse cuenta que cada zona indivisible del diagrama
corresponde a un conjunto de indices S C [3].

En particular, si S # T, S, T C [n], se tiene que A(S) N A(T) = (. Ademads, para todo S C [n] ,

U Am =) A

T:TDS ieS

Definamos ahora las funciones g, f: P([n]) = R como

9(5) = [A(S)], ¥

8= 9@ =|JAD|=

TDS 728

N

La férmula de inversion nos permite despejar g en funcién de f:

g(8)y="_ (=1TSp(D).

T:TDS

En particular, tomando S = 0,

9@ =r®+ Y (~DTFD).

AT C[n]

Recordando que g(#)) = [A(@)| = | ;¢ Al = [U| = [U,¢pn) Ail, aue f(0) = |UJ, y reordenando tenemos

Jal= Y -yt

i€[n] 0£TC[n]

4

€T

que es el principio de inclusién-exclusién. O
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10.4. Operaciones en 6rdenes

Sean Py Q dos 6rdenes. Definimos:

1. P+ @: Suma cardinal (o disjunta) de P y @ es el orden sobre el conjunto P UQ (copias disjuntas de P y Q)
x<prgyssi(r,ye P,x<py)o (r,y € Q,z <gy). La suma de P consigo mismo n veces se denota nP.

El diagrama de Hasse de P+ Q) se obtiene dibujando los diagramas de Hasse de P y de @) independientemente.

2. P ® Q: Suma ordinal de Py @ es el orden sobre PUQ dado por  <p g yssiz <pigyo(zc€PeyecQ)

Notar que la suma ordinal no es conmutativa: En P @ @, todos los elementos de P son menores que los
elementos de Q.

3. P x Q: Producto cartesiano de P y @ es el orden en el conjunto P x @ dado por (z,y) <pxg (2',y’) ssi
z <pa' ey <oy El producto de un orden P consigo mismo n veces se denota P".

4. PN Q: Interseccion de P y @ es el orden dado por z <png y ssi * <p y & < y. Esta operacién tipicamente
se usa en ordenes sobre el mismo conjunto.

5. P*Q: Funciones monétonas de @ en P. Este es el orden sobre el conjunto {f: @ — P, monétona } donde
f <pw@ gsiysolosi f(t) < g(t) para todo t € Q.

Obs: La suma disjunta, el producto y la interseccion de familias arbitrarias de 6rdenes se definen analogamente.
Obs: El “punto” en el exponente estd alli para diferenciarlo de P9 que son todas las funciones de Q en P. Pero
muchos autores no hacen la diferencia y escriben P? en vez de P*?.

Nota: Como ejercicio, ilustrar las 3 primeras operaciones con P = [2] y @ =[3] (cadenas de 2 y 3 elementos)
dibujando los diagramas de Hasse de [2] + [3], [2] @ [3] y [2] x [3].

Veamos un par de ejemplos para entender la ultima operacion:

Ejemplo 1:
Sean P = n[l] y Q = k[1] (Es deeir, P y @ son anticadenas de largo n y k resp.). Entonces P*¥ es isomorfo a n*[1].

En efecto, toda funciéon de @ a P es trivialmente monétona. Ademés, si f,g € P*? tenemos que f < g ssi
ft) < g(t), para todo t € Q. Como @ es'una anticadena, ésto es si y solo si f = ¢g. En otras palabras los elementos
de P*? son par a par incomparables.

Ejemplo 2:
El orden [2]*?! es isomorfo a [3].

Hay solo 3 funciones monétonas de [2] a [2]: f1, la funcién constante igual a 1; fo, la identidad; y f5, la funcién
constante igual a 2. Y tenemos que f1 < fo < fs.

Ejercicio 10.10. Escribimos P = @ si P es isomorfo a () como orden.

= Probar que [2]" & B,,.

= Probar que [2]°l" = [n +1].

s Probar que P*(@+5) o peQ  pei,
= Probar que (P*Q)*f = pe(@xE)
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Capitulo 11

Introduccién a funciones generatrices.
Recurrencias lineales

El concepto de funcién generatriz es una de las invenciones més utiles y sorprendentes en Matematicas Discretas.
De una manera informal, las funciones generatrices nos permiten aplicar herramientas analiticas sobre problemas
de sucesiones a: N — C.

11.1. Sucesiones y funciones generatrices
Normalmente podemos codificar un problema de conteo parametrizado por un nimero natural, mediante una

sucesién. Por ejemplo, las siguientes sucesiones, a, b y ¢ son las sucesiones asociadas a la cardinalidad de [n], al
nimero de permutaciones de [n] y al nimero de subconjuntos de tamaifio n de un conjunto fijo de tamaifio 3:

a=1(0,1,2,3,...,n,...) an =M,
b=(1,1,2,6,...,nl...) by = nl,
3
= (1,3,3,1,0,... =(7).
e=(, ) o= (1)

En el caso que una sucesién tenga sélo un niimero finito de valores no nulos, es costumbre cortar la sucesion en
el Ultimo término distinto de 0. En este caso decimos que la sucesion es finita. Por ejemplo, la sucesién ¢ definida
antes se escribe ¢ = (1, 3,3,1). La sucesién constante igual a 0, se puede escribir como (0) o como ().

Definicién 11.1. El conjunto de todas las sucesiones es CN = {a: N — C}. El grado' de una sucesién a € C" es
el maximo n tal-que a, # 0. Si a no es finita entonces decimos que tiene grado infinito. Denotamos el grado de a
como deg(a). El grado de la sucesién 0 se define como —oo.

A toda sucesiéon s de grado k < +oo le podemos asociar un polinomio a coeficientes complejos, Fi(z) =
Zf:o s;z' de grado k (usando la notacién estdndar de grado de polinomio donde el grado del polinomio 0 es —oo
y el grado de un polinomio no nulo es la mayor potencia de x que aparece con coeficiente no nulo). Por ejemplo la
sucesién ¢ = (1,3, 3,1) de grado 3 se puede identificar con el polinomio 1+ 3z + 322 + 23, el que podemos escribir
compactamente usando el producto estandar de polinomios como (1 + x)3. Extendemos esta notacién a secuencias
infinitas de la siguiente manera.

Definicién 11.2. (Funcién generatriz ordinaria). Dada una variable indeterminada z, y una sucesién a € CY,
llamamos funcién generatriz ordinaria (FGO) asociada a a a la serie formal

F.(z) = Zanz".

n>0

Algunos autores denotan G(a;x) a la FGO de la secuencia a con indeterminada z. Denotamos por C[[z]] al conjunto
de FGO a coeficientes complejos, con indeterminada x.

IEsta definicién no es estdndar, pero su uso se justifica en el siguiente parrafo.
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Los objetos en C[[z]] son series formales pues estdn definida como un concepto algebraico (abstracto), no como
un concepto analitico donde tenga sentido evaluar. Por ejemplo, para la sucesion b definida al principio del capitulo,
Fy(x) =), cynla™. Esta expresion, vista como funcién de C en C sélo converge si x = 0: [4(0) = 1. Lo mismo pasa
con la expresion G(z) = >, on(2n)!2". Es decir, Fy, y G son iguales como funciones pero nosotros las consideraremos
como objetos distintos pues tienen distintos coeficientes. La siguiente notacién serd util para aclarar esto.

Definicién 11.3. Dada una serie formal F(z) € C[[x]] y un niimero k € N, denotamos por [z¥]F(z) al coeficiente
asociado a z*

Definicién 11.4. Dos elementos F, G € C|[[z]] son iguales si y solo si [z*]F(z) = [2¥]G[z] para todo k € N.

Definicién 11.5. La sucesién asociada a F' € C|[[z]] es la sucesién s(F) = ([#¥]F(x))reny € CN. Es decir, la tnica
sucesiéon tal que F' es FGO de s.

Definicién 11.6. A pesar que no evaluaremos simbélicamente F(z), denotamos por conveniencia F(0) = [z°]F(z).

En otras palabras (hasta ahora) una FGO no es mas que otra forma de expresar sucesiones. Desde el punto de
vista de la combinatoria, las series formales mas interesantes son las FGO de secuencias asociadas a las secuencias
que cuentan la cardinalidad de familias de conjuntos (en particular; todos los coeficientes son niimeros naturales).

Como ya dijimos, normalmente no veremos las series formales como funciones sino como objetos abstractos sobre
los cuales podemos hacer ciertas operaciones.

Definicién 11.7. (Operaciones sobre sucesiones y series formales) Las siguientes operaciones unarias y
binarias se definen en CY y en C[[z]]. Sean a y b en CY, y sus FGO asociadas F, y Fj. Sea ademés \ € C.

Operacién En secuencias En FGO
Suma (a+b)n =a, +bn (Fo + Fp)(z) = ano(an + by)z™.
Ponderacion (Aa)n = Aay, AF,(z) = ano Aa,x™

Convolucién/Producto | (a-b)n = >0 g arbn—k | (FaFp)(@) = 3,50 O koo akbn—k) 2"
Escalamiento —— (Az) =7, 50 anA"a".

Observacién 11.8. La multiplicacion esta definida de modo que las reglas habituales de algebra de polinomios se
cumplan, por ejemplo z'z? = z'T7. Notemos que la suma y multiplicacién de series estdn definidas de tal forma
que el coeficiente que aparece frente a z* en el resultado se obtiene operando una cantidad finita de coeficientes
de los dos operandos. Por esta razon uno puede sumar y multiplicar sin preocuparse de las tipicas preguntas de
convergencia absoluta, condicional o uniforme que son tipicas en calculo y analisis.

Dadas las operaciones anteriores, tiene sentido definir ciertas secuencias especiales.

Definicién 11.9.

Llamamos 0 a la secuencia (0) € C y también a su FGO asociada.
Llamamos 1 a la secuencia (1) € CY y también a su FGO asociada.
Llamamos A a la secuencia (0,1) € CN. Su FGO asociada es Fa(z) = .
Para A € C, llamamos

A= (1L,A 020,
a la secuencia con (A), = A™.

Proposicién 11.10. La estructura (C[[z]],+,) es un anillo conmutativo con unidad. Es decir, la suma es asocia-
tiva, conmutativa, tiene neutro aditivo 0, y todo elemento F tiene inverso —F := (—1)F, el producto es asociativo,
conmutativo, tiene neutro multiplicativo 1, y distribuye sobre la suma.

Ademds, no hay divisores de 0 (si F(xz)G(x) =0 entonces F(x) =0 o G(x) = 0) por lo cual, en particular hay
cancelacion: si F(x)G(z) = F(x)H(z) entonces G(x) = H(x), sin importar si F(x) tiene o no inverso.

(Cl[z]],+) es un espacio vectorial sobre C (es decir, la ponderacion por escalar es compatible con el producto, y
también distribuye sobre la suma), cuya base candnica (infinita) es (x°, a1, 2%, ...). Gracias a esto (C[[z]],+,") es
un dlgebra sobre C.

Demostracion. Propuesta como ejercicio. O
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Veamos una caracterizacién de los elementos invertibles de Cl[z]].
Proposicién 11.11. F(z)~! eziste si y solo si F(0) # 0.

Demostracion. Sean F' = F,,, G = F}, para a,b € S, tales que F'(z)G(z) = 1. Entonces, apby = 1, y para todon > 1,
> r—o aibp—i = 0. De aqui se tiene que by = 1/ag y que b, = ;—01 > orey bk O

Cuando F(x)~! existe, la escribimos como 1/F(z) sin problemas. También lo hacemos para la sucesién asociada.

Enunciamos algunas propiedades de las series formales.

Antes de estudiar més propiedades de las series formales. Veamos mediante ejemplos que sucede al multiplicar
una sucesién por una sucesién finita. Sea a € CN.

(a-(1,-1))n
(a' ) (13 -1, _1)n = 0p — Op—1 — Ap—2-
(a-(1,-2,1))p = ap — 2ap-1 + an_2:

Ap — Ap-1

Donde estamos suponiendo que a, = 0, para n < 0. De aqui se ve que si el tltimo término no nulo de b es b,
entonces el término n-ésimo de (a - b) es combinacién lineal de los términos ay; . .., a,—g. Es decir:

Proposicién 11.12. Sean a, f € CN dos sucesiones, donde a es una sucesion finita de grado k

(jsota. Introducir el concepto de grado y orden antes j

. Entonces
(a ’ f)n = fnao + fn—1a1 + -+ fn—kaka

donde interpretamos fy =0 si t < 0.

Lo interesante de lo anterior es que nos permite escribir de manera compacta recurrencias lineales como
ecuaciones.

11.2. Recurrencias lineales

(jsotOA Agregar definicién de recurrencia lineal )

Proposicion 11.13. Toda recurrencia lineal para a se.puede escribir como una ecuacion en Secuencias ab = c.
Luego, su solucion es a = cb™!.

Ejemplo 11.14.

ap — Ap-1

} a-(1,=1) = (k). (R1)

ao

0
k.
Ay — 2@p-1 + ap_o =0
k
/

ag = a-(1,-2,1) = (k, £ — 2k). (R2)
a =

(p — Qpel — Ap_g = m

ag =k a-(1,-1,-1) = (k,—k,m,m,...)=(k—m,£—k—m)+m(1). (R3)
a1 =/

Calcular el inverso de una secuencia puede llevar a resolver una nueva recurrencia. Sin embargo en ocasiones
resulta ser simple.

Proposicién 11.15. (A)™' = (1,-)). O equivalentemente =~ = D onso AT
Demostracion.

A= A"=0, paran>1,

0 ~ O
AV =1, para n = 0.
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De aqui tenemos la solucién a nuestra la recurrencia trivial (R1): a = (k) - (1,—1)"! = (k) (1) = k(1). También
pudimos haberla resuelto usando FGO’s como sigue: F,(z) - (1 — 2) = k implica que F,(z) = kY., ~,n*. Por lo
cual a, = [z"]F,(z) = k. -

Veamos como resolver (R2). Es facil ver que (1,-2,1) = (1,-1)2. Y que ((1,-1)7%), = ((1)?), = n + 1.
Luego la segunda recurrencia tiene por solucién a = (k,£ — 2k) - (1,—1)"2 = (k,£ — 2k) - (1?). Es decir a,, =

k(12), + (€ — 2k)(1%)p—1 = k(n+ 1) + (£ — 2k)n = k + nl — kn.

Resolveremos (R3) mediante FGO. Sabemos que

1

F, = — — — k- &
w(2) — k—m+({—k m)x—&-mnzmx
1
A+ Bz + Cz?

- (1—az)(1-Bz)(1—1)’

donde A, B, C son constantes en C y (1 — az)(1 — fz) = (1 —@& — 2?). Es decir, , 8 son las raices de 2% — x — 1.
(a = 1+2\/5 B = 172\/5)-

Usando fracciones parciales, F,(z) se puede escribir como

A/ B/ C/
Fao) = a0y Y a—am T 1
= Z(A'a” + B+ C")a".

n>0

— X

Con A’, B’, C' constantes a determinar de las condiciones iniciales.
Por ejemplo, para la sucesion de Fibonacci, fo =0, f1 =1, f, = fn—1 + frn—2- La FGO nos da

_ Q¢ /T L1 Yy @=6Y0
F<x)_1x—x2_aﬁ(l—ax 159:)_2 a—f v

n>0

De aqui uno deduce la férmula de Binet:

PR 1+v5\" [1-v5\"
" a-B8 B 2 2 '
Cabe notar que la deduccién de la funcién generatriz asociada a una recurrencia lineal no requiere mucho trabajo.

No es necesario deducir la convolucién como lo hicimos antes sino que podemos manipular la ecuacién formalmente.
Por ejemplo, para la recurrencia a, = Ca,_1 + Da,_o + E, podemos escribir la FGO de a como sigue

Fa(‘r) - Z anZEn =ag+a1x + Zanxn
n>0 n>2
=ap+a1xr+ Z(Can_l + Day—2 + E)x"
n>2
=ap+axz+ Cx Z ap_12" ' + Dx? Z ap_22" 2+ E Z e
n>2 n>2 n>2

E

_x.

= ag + a1z + Cx(F,(x) — ag) + Dx?F,(x) + 1
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Despejando, se tiene

ap +z(a; — Cag) + E/(1 — x)
1—Cz — Dx?

F,(x) =

Usando la técnica anterior podemos resolver cualquier recurrencia lineal, en la medida que sepamos invertir
polinomios (es decir, series formales con finitos términos).

Sea a = (ag,...,ar) con ag # 0y F,(x) su FGO (polinomio) asociado. Como F,(x) € Clz] C C[[z]] (es decir
es un polinomio complejo), se puede factorizar completamente en términos lineales. De hecho es mds conveniente
factorizarlo de la siguiente manera.

Fo(x) =C(1 — A2)™ (1 = Agx)™2 -+ (1 = Agz)™s,

De aqui,

mj

Fo(z)™! = é [T@=x) = é I = %  Fop @™ = é [T Ew )™
j=1 j=1

n>0 j=1 j=1

Es ttil entonces estudiar las potencias de Fi(z) = >, ~, 2"

[.’EJ] (Z l'n)m — [l’j] Z 201 p02 | pQm

(a1, ENT ST i

= | CD(j,m)| = <(79n))

Luego

En otras palabras, param > 1,
m n+m-—1
1 _ —m — n — ’I’L.
a=a =3 () Z( n )w
n>0 n>0

O bien, escalando z por —1 y usando que (™)) = (7)(—1)", concluimos que

denrm =3 () o= (7)o

n>0
Esta es una generalizacion del teorema del binomio para exponentes negativos.

Proposicién 11.16. Para todo m € 7Z:

1+ =Y <7:Z)x"

n>0

Sigamos nuestra discusién de FGO con un problema de caminos.
Problema. Encuentre el niimero de caminos en el reticulado Z? con n pasos, que partan en (0, 0), cuyos pasos
sean del tipo N = (0,1), E = (1,0), u O(—1,0) y que no se autointersecten.

Demostracion. Codifiquemos los caminos pedidos como palabras sobre {N, E, O}. Como en la direccién vertical el
camino es mondtono, la condicién que no se autointersecte es equivalente a que la palabra no posea a FO ni a OF
como factor.
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Sea a,, el ntmero pedido. Sea b,, el nimero de palabras validas de largo n que no empiezan por E (= a las que
no empiezan por O). Condicionando en el primer sfmbolo, hay a,,_1 palabras vdlidas de largo n que empiezan por
N, hay b,_1 que empiezan por E y b,_1 que empiezan por O. Luego, para n > 1,

Qp = Qp_1 + 2b,_1.
Ademas, por un razonamiento analogo, para n > 1,
bp = apn—1 +bp_1.
Luego, an—1 = by, — b—1. De la primera ecuacion iterada dos veces tenemos que para n >.2:

Ap — Ap—1 = (anfl + anfl) - (an72 + an72)
=ap-1 —ap-2 + 2(bn—l - bn—2)
=0p-1— An-2 + 20p—2 = Gp—1 + Ap_2.

Luego, a satisface la recurrencia, a,, = 2a,—1 + ap—2, para n > 2, ag = 1, a;3.= 3. O bien, a(1,-2,—1) = (1,1).
Resolviendo tenemos que

1+ 1+

Fal@) 1-2x—22 (1-oax)(l-px) R @ V2.5 V2
Es decir,
F,(z) = Z az" Z Bz | (1+x)
n>0 n>0

= 1+mz Zo/ﬁ”l* 1+xz ”Za/ﬂ
n>0 =0 n>0 =0

y . nQn 1- (a/ﬁ)n-l-l
n>0

n+1 n+1

=(1+ux) Za: B k. §

n>0
O bien,

et ptoat (14 +at(1lta)
8 —a 8 — « 242
B"(V2B) +a"(V2a) _ " 4t
- 5 - o
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Capitulo 12

Operatoria en series formales

Como ya hemos dicho, es bastante 1til trabajar con funciones generatrices debido a nuestra experiencia con
series de potencias (A posteriori, serfa méds adecuado diddcticamente primero aprender a usar series y polinomios
formales y luego trabajar con funciones seriales o funciones polinomiales). Por ejemplo, podemos definir la serie
formal

n

exp(z) = Z %

n>0

Y deducir que exp satisface que exp(z) exp(—x) = exp(0) = 1. En efecto en C[[z]],

[x"] exp(z) exp(—x) = Z lw = %Z(fl)”*j <n> - ﬂ = Son

=it (n—j)! J n!

que se prueba jmediante el teorema del binomio!

Asi uno estéd “tentado” a usar todo lo que sabe de series de potencias convergentes y aplicarlo aqui. Sin embargo,
hay que ser cuidadoso como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo: La identidad

x4+ 1" T
S ey T

n>0 ’ n>0

que uno reconoce como e**! =¢* - ¢, no tiene sentido en Cl[z]], pues 3-, - (12!1)” ¢ Cl[[z]].

Para ver esto, notar que el término constante de la suma anterior es >, - %, cuya interpretaciéon como ntimero
complejo requiere conceptos de convergencia en C que nosotros no usaremos (propiedades de variable compleja
pueden ser ttiles en algunos casos, pero para nuestros propositos, trataremos de evitarlos).

A pesar que no usaremos convergencia en C, necesitaremos en el futuro hablar de ciertos procesos infinitos en
C[[x]], el m&s importante es que queremos componer series. Para esto vamos a tener que introducir un concepto
muy estricto de convergencia en C[[z]].

[DEF]

La sucesién F;(x) € C[[z]] converge' a F(z) € C[[z]] si para cada k, la sucesién [2F]F;(z) es, a medida que i
se va a infinito, eventualmente constante e igual a [z*]F(x). Es decir, para todo k, existe m (k) tal que para todo
i > m(k), [v*]F;(x) = [2*]F(x). Nuestra definicién de convergencia es muy estricta. Por ejemplo, (1 + z/§)? no
converge a exp(z), pues paran > 2, [z"](1+x/j)7 = (7) /4" no se estabiliza (no es eventualmente constante) cuando
j — 00.

Ahora que sabemos escribir sucesiones convergentes de FGO, podemos definir sumas infinitas de elementos de

Cl[=]]-

IPara los més topolégicos o analistas: dotamos a C[[z]] con la topologia producto de CN = CJ[[z]] donde en cada factor usamos la
topologia discreta de C.

50
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[DEF]

Decimos que ), Fj(z) vale F(z), si la secuencia Z;':o F;(x) converge a F(x) en C[[z]] cuando i — oo.
Dicho de otra forma, la suma } -, F};(x) tiene sentido solo cuando para cada k, el coeficiente [2¥] Z;:o Fj(x) es

. . . . . k _ k .
eventualmente consFante a mf)dld& que 7 se va a infinito. Es decir, [2"] 32,5 Fj(z) = X2 ;50[2"|Fj(2) es en realidad
una suma con un nimero finito de terminos no nulos.

Ejercicio 12.1. [DEF|

El orden de F(x) (denotado ord(F(x))) es el indice k méds pequeiio tal que [z¥]F(z) # 0. Ejemplo, 22 + 23 +
% + ... tiene orden 2. Notar que ord(F(x)G(x)) = ord(F(z)) + ord(G(x)).

= Pruebe que (Fj(z)); converge a F(x) en C[[z]] ssi

lim ord(F(x) — F;(x)) = co.
1—> 00
= Pruebe que (F;(z)); converge en C[[z]] ssi

lim ord(F;y1) — ord(F;) = oo.

71— 00
= Pruebe que ) -, Fj(z) converge ssi lim;_,o ord(F(z)) = 0.
Ahora estamos listos para definir correctamente la composicién de series como sigue.

Sean F(x),G(x) € C[[z]] con F(x) =", +¢anz", y G(0) = 0. Definimos la composiciéon (F o G)(z) = F(G(x))
como la suma infinita -
Z anG(x)".

n>0

Esto es lo que uno espera. Notar que como ord(G(z)") = mord(G(z)) > n, tenemos, por el ejercicio que F(G(x))
estd bien definido como serie formal y por lo tanto, cada coeficiente de F/(G(x)) se calcula mediante una suma finita.
xT »

Por ejemplo, como la serie “G(z) =2 + 2% +2° +--- = 72=" no tiene término constante, podemos escribir

—x
n

e () = o0 [ X

n>0 "~ \m>1

Comprobemos que los coeficientes se expresan como sumas finitas en C:

n

[xi]exp(lf:]j) :Z[%] Sam| =

n>0  \m>1
i (i—1
1 . i—n
= Z m|COM(Z,n)| = Z (n')
n>0 n=0

La restriccién que G(0) = 0 es importante para que la composicién esté bien definida. Por ejemplo, ya vimos
que la expresién exp(x +1) no tiene sentido pues su suma no estabiliza ni siquiera para el coeficiente asociado a
n = 0.

Ahora que tenemos la composiciéon podemos usar nuestros teoremas del binomio anteriores para decir que para
todo F(x) € C][z]] con F(0) =0, y todo m € Z

1+ r@m =3 ()P,

n>0

Lo dltimo que nos falta en nuestra caja de herramientas es una operaciéon natural que tienen las series de
potencias y que nosotros podemos definir en C[[z]] que es la derivada formal.
Si F(z) =Y, 50anx™ entonces F'(z) = > o na,z" ' =3 (n+ a2
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Es facil ver que tenemos las reglas habitual de derivacién:
(F(z) + G(z)) = F'(z) + G'(x).
(F(2)G(x)) = F'(2)G(x) + F(2)G'(x).
F(G(x)) = F'(G(2))G (x).
Y de hecho, tenemos que cada serie formal es igual a su serie de Taylor en el origen, es decir

(n)

n!
n>0

Aprovechemos este momento para definir la potencia compleja. Vimos que para todo m € Z,
mo__ m n
1+x)" = Z (n)x .
n>0
Demos un paso méas y definamos para A € C,
A
1 A= n, )
I+a)t =) <n):1: (12.1)
n>0
Usando composicion, esta definicién se extiende a
A
1 A= "
1+ r@P =3 () F@
n>0
en la medida que F(0) = 0. Notemos que,

((1 +$)/\)/ _ Z <)‘>nxn—l _ ﬁ\)_”_'mn—l = Mxn—l — )\(1 _,r_x)/\—l

n
n>1

Este es el tinico momento de nuestra discusién sobre Cl[[z]] en que usaremos “evaluacién”. Damos la siguiente
propiedad cuya demostracion omitimos.

Propiedad: Si F(z), G(«) son dos series formales en C[[z]] tales que, vistas como funciones satisfacen F(z) =
G(z) para todo x € C en un abierto (en la topologia habitual de C) alrededor del cero. Entonces F(x) = G(z) como
series formales.

Ojo que la reciproca no es cierta pues existen series formales F(x) € C[[z]] que vistas como funciones sélo
convergen para x = 0. Un ejemplo es > <, n!lz". De la propiedad anterior se desprende que para todo A, u € C:

(L +2) "= (1 +2) (1 +2)
(T+2)M)" =1+ ((L+2)* —1)* = (1+a)M
pues ambas expresiones son vélidas para x € C, con |z| < 1, interpretando ambos lados como sus series de Taylor.
Como corolario, tenemos que las mismas propiedades valen si reemplazamos x por cualquier serie F(z) € C[[z]]
con F(0) =0 (aqui estamos usando composicién).
La discusiéon anterior nos permite interpretar cualquier funciéon que tenga serie de Taylor convergente en un

abierto alrededor del origen como una serie formal que satisface sus mismas propiedades (en la medida que todas
las expresiones involucradas estén en C[[z]]). Asi podemos definir, por ejemplo

L(z) ;:1n(1+x)zzwz_2#

n>1 n>1
(_1)n 2n+1
sen(z) = Z oL "
= (2n + 1)!
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y tenemos que sen?(x) + cos?(x) = 1, In(exp(z)) = 1, y exp(In(1 + x)) = 1, pero curiosamente, no podemos escribir
In(x) pues esto no estd en C[[x]].

Usando potencias complejas podemos dar una demostracion alternativa de la identidad de Chu-Vandermonde
siguiente:

Proposicion 12.2. Para o, € C, n € N.

Demostracion.
£ (5 (s (0
= [2"](1 +2)*(1 +2)")
= [z"](1 + z)**F
e
O
Binomiales

En ocasiones es util considerar series formales en més de una variable (es decir, trabajar en el anillo C[[z, y]] o
en Clzy,...,zx]], etc.)

Ya sabemos que la FGO de la secuencia aj, = (}) es (1 + 2)*. (Cudl esla FGO de a,, = (})?

Para esto es mejor definir by, ,, = (Z) y trabajar con

Az, y) =3 bpaaty =33 (Z) oy

n>0k>0 n>0 k>0

= Z(l +x)"y"

n>0

Veamos que se deduce de aqui.

1.
(MA@ y) = 3 [y A y) = Sy (Z)

n>0 n>0

Luego [z*]A(z,y) es la FGO que buscamos. Desarrollemos tratando de aislar x*.

- 1 _ /-y
Az, y) = (1fy)fxy_ 1—ay/(1-y)

k k
:L < Y > Zl(y) Pl
1_yk2() 1=y kzol_y L=y

Es decir, la FGO de a = ((2), (11)7’(2)’) es

k
[»Tk]A(%Z/) = uflw
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(Notar que los términos a,, son 0 para n < k).
2. Un corolario interesante se obtiene evaluando A(z,y) en x = y:
1 n\ ik m m—1
e A =3 () = e (7
n>0k>0 m>0 >0

Recordando que —~— es la FGO de los niimeros de Fibonacci tenemos que:

m _ m—1
Fusr = st = Y (1),
>0
Ntimeros de Catalan.

Problema:
Encontrar la tinica sucesién a € S que satisface ag =1, y

n
E ArQp— — 1.
k=0

Demostracién. El lado izquierdo de la expresién anterior es igual a (a?),. En otras palabras, la ecuacién anterior
es igual a (a?) = (1) o equivalentemente,

1
1—a

(Fa(x))2 = Z a" =

n>0

Luego, hay dos opciones para Fy(z),

Fo(z)=+(1 —2)"1/2

—+y (_;/2) (—1)"a".

n>0

Como F,(0) =1 tenemos que el signo correcto es el positivo. Es decir,

an = <1)n<—711/2>
SLy(=3)(=8).. (~2sL
:(_1)n( 2)( 2)( 2)( S

n!
1-3-5---(2n—1)
2nnl
(2n)!
(2:4-6---(2n))2"n!

_ (2n)t  2n\ 1
T opl222n -\ p J4n”

Problema: Determine el nimero C), de formas de triangular un poligono regular de (n+2) lados usando (n+1)
diagonales que no se intersecten. Por conveniencia, defina ademas Cy = C7 = 1.

Lo primero que debemos hacer es encontrar una recurrencia para C,,. Sea n > 1, sea P el poligono de n+ 2 lados
y sea £ un lado cualquiera. Cualquier triangulaciéon deja a £ en un triangulo 7, fijo. Al remover ¢ obtenemos dos
poligonos triangulados, el “superior” de i lados y el “inferior” de j lados, con i+j = n+3, es decir, (i —2)+ (j —2) =
n — 1. De aqui se tiene que

O
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Cp=0CoCr1+Ci1Cpa+---+C,1Cy = Z CrCpo1— = (C-C)p.
k>0

Es decir, si llamamos F(z) a la FGO de C, tenemos que
pF(2)? =2 2"y CpChp =Y o™ Cpp=—Co+ Y a"Cp=—1+F(x).
n>0 k>0 n>0 n>0
Es decir, zF? = F — 1. O bien, 2F? — F 4+ 1 = 0. De aqui se tiene que
eV
N 2x '

Como F(0) = Cy = 1, el signo correcto es el menos. (La expresioén no es del todo corecta, pues estamos dividiendo
por x. Sin embargo, al elegir el signo menos todo sale bien pues el numerador tiene orden 1. Es decir, no tiene termino
constante)

De aqui tenemos por el Teorema del Binomio que

AT (e AT o

n n n—1
n>1 n>1
-1 1 —1/2
— _ = 74 n+1
4z Z n+1 ( n >( ?)
n>0
o n+1l\n
Es decir, C,, = nil (2:) Los ntimeros de Catalan aparecen en todas partes. Por ejemplo cuentan las palabras

sobre {(,)} que estan “bien parentizadas”.
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Capitulo 13

Método simbdlico para objetos no etiquetados

Definicién 13.1. Una clase combinatorial es un conjunto finito o numerable A, junto a una funcién de tamano
|- |a: A — N que satisface que para cada i € N,

Ay ={z € A: x| =1}
es finito. Normalmente anotamos | - | 4 simplemente como | - |.

Definicién 13.2. La secuencia de conteo de A es (ap)nen con a(i) = | 4;]. La FGO

A(z) = Z anx" = Z RN

n>0 acA
se conoce como la FGO de la clase A.

Observacién 13.3. Por comodidad, usaremos la siguiente convencién. La clase, su secuencia de conteo y su FGO
son denotadas con la misma letra pero en distinta fuente. La clase se denota con letra caligrafica, la secuencia de
conteo con letra en mindscula, y la FGO con la misma letra en mayiscula: Por ejemplo (B, b, B(x)), (C, ¢, C(x))

Ejemplo 13.4. Sea N € N. La clase combinatorial P := P([N]) con funcién de tamaiio w(X) = | X|, tiene como
secuencia de conteo p, = (JT\Z) y FGO P(x) = (1 +2)V.

Definimos dos clases combinatoriales especiales

Definicién 13.5. La clase neutra &£ tiene un solo elemento, llamado ¢, de peso 0.
La clase atémica Z tiene un solo elemento, llamado e, de peso 1.

En ocasiones nos convendrd definir varias clases atémicas (cuyos elementos recibiran diferentes nombres) por
ejemplo podemos escribir Z, = {a} donde a es un elemento de peso 1.

Las clases anteriores reciben su nombre del hecho que E(z) =20 =1y Z(z) = 2! = z.

La gracia de usar clases combinatoriales es que podemos obtener nuevas clases a partir de clases més simples
mediante algunas operaciones. Podemos definir la interseccién de dos clases combinatoriales A N B como su inter-
seccién a nivel de conjuntos solamente si la funcién de largos coincide en la interseccién. Asimismo podemos definir
la unién de dos clases combinatoriales A U B de la manera natural en la medida que su funcién de largo coincida
en la interseccién de ambas clases. Las siguientes operaciones son més generales (y mds utiles).

Definicién 13.6. La suma de clases combinatoriales A + B es simplemente la clase
A+B=AUB,
suponiendo que ambas son disjuntas (si no, trabajamos con A x €1 y A X €3).

La gracia de la suma por sobre la unién es que esta siempre definida. Se tiene directamente que si C = A+ B
entonces

Cla)y= > 2@ =3 2O 4 Bz = A(z) + B(x).
ceA+B ceA
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Definicién 13.7. El producto (concatenacién) de dos clases combinatoriales Ay B es
A-B={ab:a€ Abec B}.

En general, el producto de una secuencia de clases combinatoriales A, As, ... A es el conjunto de palabras con
i-ésimo simbolo en A;, es decir

k
H.Ai ={wiwsy ... wg: w; € A;.
i=1

La funcién de tamafio de una secuencia w € Hle A; se define como
|w] = |wi| + [wz] + - - + |wg]

Esta definicién de largo se adecta bien al concepto de palabra: El largo de la concatenacion de dos palabras es
la suma de las palabras que la componen.

Definicién 13.8. El producto de dos clases combinatoriales A y B es
AxB={ab:ac AbeB}.

En general, el producto de una secuencia de clases combinatoriales A;, As, ... Ax es el conjunto de palabras con
i-ésimo simbolo en A4;, es decir

k
HA,L = {(wl,wg,...,wk): w; € Ai-
=1

La funcién de tamafio de una secuencia w € Hle A; se define como
|w] = fwi |+ [wa] H et |wi

Observacién 13.9. Aclaracién importante.

Siw e Hle A;, entonces siempre podemos identificarlos factores w; € A; tal que w = (w1, ..., wy). Esto es a
diferencia de lo que pasa con la concatenacién de palabras: Si A = {1,11} y B = {2, 12} entonces la palabra 112 se
obtiene de dos maneras como concatenacién de una palabra de A con una palabra de B: (1,12) y (11,2).

La secuencia de una clase combinatorial A se define como

Seq(A)=5+A+A2+~-~=ZA”.

n>0

Es facil ver que Seq(.A) es una clase combinatorial y que su FGO es (1 — A(z))~L.

Ejemplos

Palabras de largo 1 sobre el alfabeto ¥, (tamaifio = largo): Clase combinatorial ¥, con FGO, |X|z.

Palabras finitas sobre el alfabeto [k]: Clase combinatorial
Y=+ N +X2 4. =85(X),con FGO (1 —|X|z)~ "
Ejemplo rebuscado: si ¥ = [k], entonces, el ntimero de palabras de largo n sobre X es [2#"](1 — kx)~! = k™.

Problema: ;Cudntas palabras de largo n sobre [k] no tienen a k1 como subpalabra.

Sea L la clase combinatorial de las palabras sobre [k] que no tienen a k1 como subpalabra. Llamemos £j a la
clase [k — 1]* y L1 a la clase combinatorial de las palabras sobre [k] que parten en k, su segundo simbolo esta en
[k — 1]\ {1}, y el resto de los simbolos estédn en [k — 1]. Finalmente, sea Lo = {k} + £

Notemos que toda palabra en w € L se escribe de manera inica como una palabra en Ly seguida de cero o mas
palabras en Ls. Luego podemos verlo como

L=Lyx(L2)" =[k—1" x ({k}+L1)"
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De aqui tenemos que

B = Lo0) -

Como ademas
Ly={k}-([k—1\{1}) Lo

tenemos que

Li(z) = Lo(z) - (k — 2)2?

y luego
L(.’E) _ L()(.’ﬂ) _ Lo((E) _ 1
1—(x+ (k—2)22Lo(x)) 1—x— (k—2)22Lo(x) Llof(j) — (k—2)a?
1 1
B 1-2)1—-(k—-1)z)— (k—2)2? - l—z—(k—Da+ (k—1)a2 = (k— 2)a?
1
1 krta®

Alternativamente, podemos factorizar
L= Lox{k} x {k}(([k =1\ {1}) X Lo x {k} x{k"})"
Con lo que obtenemos

L(z) = Ly(x) _ (1 —x)Lo(x)
1-( - (k—2)z-Lo(z))  1—=z— (k—2)22Lo(x)

=
(1 —kx) _ (1 —ka)

(1—kx)(1 - (k—1Da) — (k—2)z2Lo(x) 1= (2k — 1)z + (k? — 2k + 2)22

Problema: ;Cuantas palabras de largo n sobre el alfabeto [k] no tienen dos k consecutivos.

Sea Ly el conjunto de palabras sobre [k] sin dos k consecutivos, y sea Fj(z) su FGO. Partamos con el caso
k = 2. Sea z una palabra de Ls. Si x empieza con 1 entonces.z = 1y con y € Lo. Si x empieza con 2 (y = # 2),
entonces su siguiente simbolo debe ser 1, es decir x = 21y con y € Lo. De aqui deducimos que

Lo =c+ {2} + {1} x Ly + {21} x Lo

Y luego
Fo(z) =14z + zFy(2) + 22 Fy(X),
o bien -
x
F: =—.
2(2) 1—x— 22

Recordando que —— es la FGO de Fibonacci, se deduce que [z"]Ly(z) = [2"](1+2)Ff(2) = fatfo-1 = fot1.
Para k general, no es un mucho mas dificil. Tenemos que

Ly=ce+{k}+[k—1xLp+{k} x[k—1] x Ly
O sea,
Fi(z) =142+ (k- DaFy(z) + (k — 1)2* Fi. (),

o bien
1+

Sl e P

y la respuesta que buscamos es

14+
1—(k—1)x— (k—1)z2’

[z"]Fy(z) = ["]
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cuyo valor preciso se puede encontrar mediante fracciones parciales.
Ecuaciones en N*: ;De cuantas formas se puede resolver la ecuacién
r1+Tog+ -+ T =mn,
donde z; € A;7

Las soluciones pertenecen a la clase combinatorial 4 = A; - Ag - -+ - Ag, luego la respuesta es simplemente
[2™] Hle Ai(z), donde A;(x) es la FGO de A; usando w(x;) = ;.
Ejemplos: ;De cuantas maneras podemos resolver

Ty +x2+ o+ Tp =0,

donde x; es par ssi i es par?
Notar que si i es par, A;(x) =2+ 22+ = ﬁ7 y si i es impar entonces, 4;(z) =2t +a+ .- = Tz
aqui se tiene que

. De

wlk/2] Lk/2] 2\—k Lk/2] —k m,.2m
A(x):m:x (1—22)7% =z > )T

m>0
_ Z (( k )) p2mt(k/2)
m
m>0

Luego,

0, si no.

Ejemplo: ;De cuantas formas podemos llenar una bolsa con n frutas si debe haber un niimero par de manzanas,
un nimero multiplo de 5 de pldtanos, a lo mas 4 naranjas, a lo mas una frutilla, al menos tres limones y sélo estas
frutas se permiten?

Resolver este problema sin FGO, (por ejemplo por inclusién-exclusién) serfa muy complejo. Naturalmente,
creamos una FGO para cada tipo de frutas, de modo que la FGO del problema entero sea su producto.

1
L
1
0 5
2 3 g 1-a°
F.(z)=14+z+z"+2° 42 =1L
—x
Frlz) =142
3 4 a’
F — R
(z) =a° + 2" + T
Luego,
1 1 1-2° x3 23
F(x) (1+z) =

T 1-221-25 1-x -2 (1-2)3

< (er-z ()

m>0 m>0

Bolas no etiquetadas en cajas etiquetadas - Composiciones
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.De cuantas formas podemos repartir n bolas no etiquetadas en k cajas:?
Igual a resolver la ecuacion x1 4+ x2 + - - - + xx = n con x; libre. La fn. generatriz de la respuesta es

(%) == (Her=2(5)

n>0 n>0

.Y si queremos sobreyectividad (sin cajas vacias)? Cada término es ahora z + 22 + .-+ = 7= Por lo que la
respuesta es

() - (e =S (-5 (5

. Cuantas particiones tiene el entero n? Recordemos que una particiéon es una solucién de

Particiones

1+ X+ FTp=n,21 222> 21 21
donde k es variable.

Otra forma de pensar en particiones es contar “cuantas veces se usa una parte con tamano i”. Es decir, si
llamamos y; al nimero de partes de tamano ¢. Una particién es una solucién de

y1+2y2 +3ys +4ys---=n

con los y; € N.
Notar que la FG de ky;, es 1 +zF + 228 ... =

ﬁ. Con lo que tenemos que la FG. de las particiones es

P(x) = anx" = H L

| —
n>0 k>0

Ejemplo. Probar, usando FGO, que el nimero de particiones de m en partes impares es igual al nimero de
particiones de n con partes distintas.

Py(x) = H(l )

keN

—1’2 —I4 —SCG...
S R TS (BT ST

kimparl_xk - (1_x)(1_x)2(1_$)3

Usando el mismo método que antes no es dificil concluir que el niimero de soluciones de la ecuacién

a121 + agxa + - - -+ apxr =N,

con a; € N nimeros naturales dados y x; € N variables naturales es [z"]F(z), donde

F(z) = H : _lxai :

i=1
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Capitulo 14

Método simbdlico para objetos etiquetados.

[DEF|

Sea a € S una secuencia. La funcién generatriz exponencial (FGE) de a es F(x) € C|[[z]] dada por

P =Y 5

n>0

[DEF|

[x™/nY)F(z) recupera f(n). Esto es lo mismo que n![z"]F(z).

Por ejemplo, la FGE de (1) es exp(z). La FGE de (\) es exp(Az).

Las FGE nos serviran para atacar problemas donde cada objeto a ser contado tiene cierta estructura de conjunto
etiquetado. Por ejemplo

1. Contar las particiones de [n].
2. Contar las permutaciones de [n].
3. Contar los arboles planares cuyos vértices reciben etiquetas distintas de [n]

La diferencia con los problemas anteriores radica en que ahora los objetos a contar estan “etiquetados” por el
conjunto [n]. En otras palabras recibimos un conjunto de n elementos (spg, [n]) y le damos alguna “estructura
interna” (los ordenamos, partimos, asignamos a las hojas de un arbol, etc.)

En esta seccién un “objeto” de tamano m, serd una estructura arbitraria (para fijar ideas, piensen en un “digra-
fo”, es decir, un conjunto (V, E) donde E €V X V) que tiene n vértices donde se pueden poner etiquetas.

Un objeto de tamafio n estd debilmente etiquetado si todos sus vértices reciben etiquetas distintas de N. El
objeto estd bien etiquetado si el conjunto de etiquetas usadas es exactamente [n].

Una clase etiquetada es una clase combinatorial que consiste de objetos bien etiquetados. Dos objetos cuyas
etiquetas son distintas, también son distintos.

Hablemos un poco de grafos y su notacién.

Un digrafo (simple) es un par G = (V,E) donde E C V x V es el conjunto de arcos y V es el conjunto
de nodos. Todo digrafo se puede ver como una “relacién binaria” sobre V' donde (v,w) € E se representa como
v — g w. Normalmente dibujamos un grafo como un conjunto de puntos (vértices) donde hay una flecha de v a w
para todo (v,w) € E.

Un grafo (simple) es un par G = (V, E) donde E C (‘2/) es el conjunto de aristas y V es el conjunto de vértices.
Todo grafo simple se puede ver como una “relacién binaria simétrica irreflexiva” donde {v,w} € E se representa
como v ~ w. Por comodidad, escribimos vw € E (pero recordando que vw = wv en este caso). Normalmente
dibujamos un grafo como un conjunto de puntos (vértices) donde dos puntos v y w se unen mediante una linea si
vw € E.

Un paseo en un grafo (resp. digrafo) es una secuencia de vertices (resp. nodos) vgvs . . . v, donde cada v;v;41 € E,
k es el largo del paseo. Un camino es un paseo que no repite vertices/nodos. Un ciclo es un paseo donde todos los
vertices /nodos son distintos excepto vy y v que son iguales. A cada paseo asociamos el grafo/digrafo natural cuyos
vertices/nodos son los que visita el paseo y sus aristas/arcos son las usadas por el paseo.
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. Cuantos grafos/digrafos (etiquetados) con V = [n] existen?

Cualquier subconjunto de ([Z]) (o de V%) nos da un grafo (digrafo), asi que la respuesta es 2(3) (2.

El problema es, en este caso méas interesante sin etiguetas. Por ejemplo, si n = 3, hay 23 = 8 grafos etiquetados
diferentes. De estos 8 casos hay algunos que se “ven” igual pero estan “reetiquetados” Si ignoramos las etiquetas
hay solo 4 grafos no etiquetados distintos.

Si A es una clase etiquetada y a, representa la cantidad de objetos (bien etiquetados) de tamano n, entonces
su FGE es

Az) = Z anx™ /nl.

n>0

En general todas (o casi todas) las clases combinatoriales etiquetadas que encontremos se pueden representar con
(secuencias o conjuntos de) grafos, digrafos etiquetados con alguna propiedad. De hecho podemos “simular” grafos
con digrafos poniendo arcos antiparalelos donde van las aristas asi que casi siempre es mas facil usar digrafos.

Advertencia: Los objetos sin etiquetas (o sea, de peso 0) a veces son considerados y a veces no (por ejemplo,
normalmente se supone la existencia de la permutacién vacia, pero no del ciclo vacio).

Algunas clases etiquetadas

1. Clase neutra: £ = {e} donde w(e) = 0. Su FGE es E(z) = 20 = 1.

2. Clase atémica: Z = {e} donde w(e) = 1. Su FGE es Z(z) = z.

3. Clase de permutaciones: Cada permutacién se puede representar como un digrafo 7(1) — 7(2) — 7(3) —
.- = 7(n). Su FGE es P(z) = > sonlz/nl =

1-—x°
4. Clase de urnas / conjuntos: Una urna es un conjunto donde las etiquetas son distintas pero no hay relacién entre

ellas. Podemos pensarlo como los grafos (o digrafos) sin aristas. Su FGE es S(x) = > >0 12" /nl = exp(z).
5. Clase de ciclos dirigidos o no dirigidos. La FGE para ciclos dirigidos es C(z) = Yopsi(n = Dla™/nl =

> n>12"/n = —In(1 —x).. Si son no dirigidos es On(z) =z + 22+ Y ons1(m—1)1/2- 2" /nl (esto es tomando
un vértice como un ciclo de largo 0).

Principios de la suma y el producto

El principio de la suma es igual que en el caso no etiquetado (es la unién disjunta). Sin embargo para el producto
tenemos algunos problemas con las etiquetas. Por ejemplo si A y B son clases combinatoriales etiquetadas, o € A,
B € By tratamos de “pegarlos” para obtener un par ordenado («, ) (como lo harfa el producto cartesiano), la
etiqueta 1 apareceria en 2 vértices. Asi que tenemos que permitir re-etiquetar para hacer que todo funcione.

En el caso no etiquetado, cuando tomdbamos o« € Ay 8 € B, el par (a, ) era un objeto tinico de tamaio
w(a) + w(B). (Es poner el digrafo de « al lado del digrafo de 8, como unién disjunta, reconociendo en la unién
quien es v y quien es ). En el caso etiquetado su “producto” generard un conjunto de objetos. Esencialmente el
producto funciona como sigue: mantenemos la estructura (un par ordenado de digrafos) y generamos nuevas etique-
tas que preserven el orden de las etiquetas en cada parte. Para explicarlo formalmente usamos la siguiente operacion:

Reducir etiquetas: Si v es una estructura débilmente etiquetada con etiquetas (e, e, ..., ex), la reduccién
de 7 es la misma estructura pero cuyas etiquetas son cambiadas al intervalo [n], manteniendo el orden relativo
de las etiquetas originales. Por ejemplo, si las etiquetas son (7,5,1,4), al reducirlas estas se cambian a (4, 3,1, 2).
Denotemos esta operacion como p(7y).

Dados dos objetos bien etiquetados a y 8. Su producto etiquetado a * 5 es el conjunto.
ax B ={(/,8): (o/, ') bien etiquetado y p(a’) = a, p(8') = B}.

Ejemplo: Si « es el camino 1 — 2y ( es el tridngulo 1 — 2 — 3 — 1. Entonces a * 8 es un conjunto de digrafos
con b vertices: 1 2,3 +4—+5—-3;1—3,2—+4—5—=2,etc.
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. Cudntos elementos tiene o x 47 Hay (7‘;((0‘(3)"’;:(%)). Pues de las n = w(a) + w(B) hay que elegir cuales van al

objeto « (y son asignadas de manera Unica a sus vértices) y el resto son asignadas a (.

Producto etiquetado de clases

AxB = U (axB).

acA,BEB

Si a, b, ¢ son las secuencias de conteo de A, B, Ax B,y fl(z), 3(:E), C’(m) son sus FGE, entonces:

Cn = Z <n17n2> Qny bng = Z (?) aibn—i7

(n1,m2)n1+ne=n

y ademas

Demostremos la ultima parte:

fl(x) E(a:) = Z an% Z bn%?;

n>0 " n>0

N @ by
= 2L g

n>0 i=0

nY\ aibn_;
:an(z> n!

n>0

. . . n . . .
Nota: Si a y b son secuencias, la secuencia ¢ con ¢,, = Zi:o (7;) a;b,—; se conoce como su convolucion binomial.

Ejemplos: Permutaciones: Una permutacién de [n] se puede ver como el producto de n dtomos.
En otras palabras, la clase P de permutaciones es 1 + Z+ZxZ+Z*xZxZ + ..., donde Z es la clase atomica.
SuFGEes1+a+a%+- . =<,

1—2x
En otras palabas, el numero de permutaciones es [z"/n!](1 —x)~! = n![z"](1 — 2)~! = nl.

En general, si A es una clase etiquetada cualquiera con FGE 121(3:)7 la clase de sus secuencias se denota por

Seq(A) =Y A*™.

n>0

Y tenemos que la FGE de Seq(A) es - ji(x)’

Para hacer cosas mas interesantes necesitamos el concepto de “construccion de conjuntos no ordenados”.

La expresion A** representa el producto etiquetado de A con si mismo n veces. Cada copia de A es una
“componente”, y sabemos quien es la primera componente, quien es la segunda, etc. Para contar secuencias de
objetos donde el orden no importe necesitamos considerar la clase combinatorial

Sety(A) = A** /R

donde cuocientamos por la relacion de equivalencia que identifica dos objetos si las etiquetas de uno se pueden
obtener del otro “permutando componentes”.

Si A(z) es la FGE de A, entonces la FGE de A** es A(z)* y la FGE de Sety(A) es A(z)* /k!.

Finalmente podemos definir Set(.4) como la suma de las clases Sety(A) con k € N. Luego, la FGE de Set(.A) es
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(para no tener problemas formales, esto solo se puede hacer si A(0) = 0).
Nota: Las construcciones de conjuntos también se pueden hacer para clases no etiquetadas, de la manera obvia.

En lo que sigue, si llamamos a una clase etiquetada con una letra caligrafica, llamaremos a su secuencia de
conteo con la misma letra pero en mindscula y a su FGE con la letra maytscula correspondiente.

Ejemplos:
1. Un emparejamiento dirigido es la unién disjunta de caminos de largo 1 (es decir, cada nodo es o bien
cabeza o bien cola de un arco). ;Cuédntos emparejamientos dirigidos etiquetados con n vertices existen?

Sea A la clase combinatorial de los emparejamientos dirigidos etiquetados. Y-sea B la clase combinatorial de
un camino de largo 1. Entonces A = Set(B). La FGE de B es } 5.5 2B Jw(B)! = 222 /2! = x2. Luego

A(z) = exp(B(x)) = exp(z Z 2" /nl = Z " /(n/2)\.

n>0 n>0,par

De aqui, el numero de emparejamientos dirigidos etiquetados es n![x"] exp(z?) = n!/(n/2)!, donde n es par.

2. ;Cuantos emparejamientos no dirigidos etiquetados con n vertices existen?
Ahota tenemos B () = 2%/2. Con lo cual el numero de emparejamientos es 0 si n es impar, y

A » n 2 n!
fs"A() = il exp(B) = nlle" exp(stf2) = i
para n par.
O sea, si n = 2m, este numero es (2m)!/(2™m!) = (2m — 1)(2m — 3) - - - 1. Esto se conoce como (2m — 1)!l.
3. Otra forma de ver permutaciones es como “conjuntos de ciclos dirigidos”. Sea C(z) = —In(1 —z) la FGE de
los ciclos dirigidos. Luego la FGE de las permutaciones es exp(C(x)) = 1/(1 — x), que es lo mismo que antes.

4. Involuciones: Una involucion es una permutacion 7 tal que 72 = id. En terminos de ciclos, todos los ciclos
de m deben tener largo 1 o 2. Luego la clase de involuciones corresponde a la clase de conjuntos de ciclos de
largo 1 o 2 (ojo que son dirigidos).

Sea (1 o(z) la FGE de los ciclos dirigidos de largo 1 0 2, es decir C) o(x) = x + 22/2. Con esto la FGE de las
involuciones no es mas que [(x) = exp(z + 22/2), lo cual es igual a

k k+j
PREMIEEIES 3) ol ¢4 ks
k>0 k>0 j=0

Zz(n'J)2J ;:7)

n>0 5=0

Luego, el numero de involuciones de [n] es
n . | Ln/2] ,
2\ )P T & B - 2)

5. Desarreglos: Son las permutaciones tal que 7(1) # ¢ para todo i. Es decir, aquellas que son uniones de ciclos
de largo 2 o mas. Sea C>2(z) la FGE de los ciclos de largo 2 o mas. Tenemos que Csq(z) = C(z) —x =
—1In(1 — z) — x. Por lo tanto la FGE de los desarreglos es

exp(—In(1 —z) —z) =
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O sea,
(=1
it

D, = n![z"]Csa(z) = n! Z
=0

Ejercicio 14.1. Encuentre una férmula para las particiones de [n] en partes de tamafio al menos 3 y a lo mds 5.
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