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PAUTA EXAMEN

P1. a) Usted posee 10 pares de calcetines blancos y 20 pares azules, de los cuales extrae 16 calcetines al azar y los aparea
de acuerdo a su color. Sea X la variable que denota la cantidad de pares blancos obtenidos.

1)

(1,0 pto.) Indique el rango de X.

Solucién. Es claro que Rx = {0, ..., 8}, pues la minima cantidad de pares blancos obtenidos es 0 (caso en
que se extrae 0 6 1 calcetin blanco) y lo méximo es 8 (caso en que los 16 calcetines extraidos son blancos),
siendo posibles todos los casos intermedios.

(2,0 ptos.) Calcule la distribucién de X.

Solucién. Trabajamos en el espacio equiprobable de los (?g) subconjuntos de tamano 16 del total de

60 = 2 x 10 + 2 x 20 calcetines (distinguiendo cada calcetin). Dado k € {0,...,8}, para que ocurra que
X = k se necesita extraer exactamente 2k o bien 2k + 1 calcetines blancos del total de 20, y el resto deben
ser escogidos entre los 40 azules. La cantidad de formas que esto ocurre es
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entendiendo que en el caso k = 8 el segundo término es 0. Luego, la distribuciéon de X viene dada por

(31) o) + (o) (i 2k1)

px(k) = P(X = k) =

(7o)

b) Su pokemon favorito aparecers en las cercanfas de la Facultad en un instante distribuido uniformemente entre las
9:00 y las 18:00, pero usted tiene un examen entre las 12:00 y las 15:00 y no podra atraparlo mientras lo rinde. Si
aparece en cualquier instante antes de las 12:00, la probabilidad que usted lo atrape es 1/2, pero si aparece después
de las 15:00, la probabilidad es de 1/8.

1)

2)

(1,0 pto.) Calcule la probabilidad de atraparlo.

Solucién. Sea X la v.a. del instante en que aparece el pokémon, y sea A el evento en que usted lo atrapa.
Usando probabilidades totales, tenemos:

P(A)=P(A| X €9,12))P(X € [9,12]) + P(A | X € [12,15))P(X € [12,15])
+P(A| X € [15,18))P(X € [15,18])
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(2,0 ptos.) Suponiendo que usted logrd atrapar al pokémon, calcule la probabilidad de que éste haya aparecido
después de las 11:00.

Solucién. Por la regla de probabilidades totales, tenemos:

P(X >11,A)=P(X > 11,A| X € [9,11))P(X €[9,11]) + P(X > 11, A | X € [11,12))P(X € [11,12])
+P(X >11,A| X €[12,15))P(X € [12,15)) + P(X > 11, A | X € [15,18])P(X € [15,18))
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donde hemos usado el hecho que el evento X > 11 es incompatible con X € [9,11] (interseccién vacia),
y es redundante con el evento X € [11,12], con X € [12,15] y con X € [15,18]. Luego, por definicién de




probabilidad condicional, la probabilidad buscada es:

P(X >11,4) 7/12 7
P(A) - 5/24 15’

P(X > 11| A) =

P2. a) Sea X una variable aleatoria con densidad fx(z) = 9_2.7;6_'%/9]1[0’00) (z), donde 0 > 0 es un pardmetro desconocido.
1) (1,5 ptos.) Muestre que E(X) = 26 y var(X) = 262

Solucion. Calculemos:

1 [ 1 e <1
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donde la dltima integral vale 1 pues el integrando es la densidad de X. Se obtiene entonces E(X) = 26.
Calculemos E(X?):

1 [ 1 o <1
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donde la dltima integral corresponde a la esperanza de X . Tenemos entonces que E(X?) = (36)(20) = 66
Luego, la varianza es:

var(X) = B(X?) - E(X)? = 66* — (20)* = 26°.

Alternativamente: al inspeccionar la forma de fx se puede reconocer la densidad de una variable
gamma(n,A) para n = 2y A = 1/6. Como la esperanza y varianza de una variable gamma(n, A) son
n/X\ y n/\? respectivamente, es directo que E(X) = 26 y var(X) = 262.

2) (1,5 ptos.) Considere una m.a.s. Xi,...,X, proveniente de la distribuciéon de X. Calcule el estimador de
maxima verosimilitud de 6, muestre que es insesgado, y que converge casi seguramente a 6 cuando n — co.

Solucién. Si z1,...,x, son los valores que toma la muestra (necesariamente todos no negativos), la
verosimilitud es
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Para encontrar el estimador de maxima verosimilitud, derivamos con respecto a 6 e igualamos a cero. Es

decir: ) .
d 1
0=—2n02""1le~ dowi/o H z;+ 07" > wi/o H ng—z Z T;.
i=1 i=1
Simplificando la exponencial y el producto, y multiplicando por #?"*2  sigue que 0 = —2nf + >_ z;.

Despejando 6, obtenemos que el estimador de méxima verosimilitud es =X /2. Como X es un estimador
insesgado de la media, es directo que IE(f) = E(X)/2 = E(X)/2 = 20/2 = 0, es decir, 0 es insesgado.

Finalmente: por la LFGN sabemos que X converge casi seguramente a IE(X) = 26 cuando n — oo, por lo
tanto § = X /2 converge casi seguramente a 26/2 = 6.

b) (3,0 ptos.) Se requiere medir, con la mayor precision posible, el didmetro d (en metros) de un asteroide que orbita
el sistema solar. Se dispone de un instrumento de mediciéon adecuado, pero cada vez que se mide, no se obtiene
exactamente d, sino que una variable aleatoria cuya distribucién es desconocida, pero que puede asumirse que
tiene esperanza d y varianza de 10000. Usted planea tomar varias mediciones independientes y estimar d usando el
promedio. ;Cuédntas mediciones necesita tomar para que, con probabilidad (aproximada) de 95,44 %, el error de su
estimacién sea inferior a 5 metros?

Solucién. Sean X,...,X, las mediciones a tomar, las cuales son variables i.i.d. con media d y varianza
02 = 10000, y n es la incégnita. Imponemos la probabilidad deseada y armamos el estadistico apropiado para
usar el TCL:

|X—d\< 5
o/vn 100/y/n

9544% =P(|X —d| <5) =P ( ) ~P(|Z| < v/n/20) =1 —2P(Z > \/n/20),



P3.

donde en el pentltimo paso hemos utilizado el TCL para aproximar la probabilidad mediante una variable
Z ~ N(0,1). Lo anterior equivale a P(Z > /n/20) = 2,28 %, y de la tabla normal se deduce que /n/20 =~ 2.
Es decir, n = 1600.

a) (3,0 ptos.) Al discutir los efectos del cambio climatico en su ciudad natal, usted argumenta que los inviernos son

notoriamente mas frios que hace dos décadas, mientras que una amiga suya plantea que eso no es posible porque los
efectos del cambio climatico son a mas largo plazo. Para zanjar la discusion, se accede a los datos de la temperatura
mas fria del afio entre 1989 y 1996, y lo mismo entre 2009 y 2016, obteniendo promedios de 2,5 y 1,2, y desviaciones
estandar de 1,0 y 1,0, respectivamente. Suponiendo muestras normales con igual varianza, plantee las hipodtesis
correspondientes, calcule el p-valor del test, e indique su conclusién para un nivel de 5 %.

Solucién. Sean X, ..., Xg los datos entre 1989 y 1996, e Y7, ..., Ys los datos entre 2009 y 2016, los cuales se
modelan como muestras N'(u, 0?) y N (v,0?), respectivamente. Planteamos las hipdtesis

Hy:p=v,
Hy:p>v.

Para calcular el p-valor, calculemos primero el valor observado del estadistico correspondiente:

S2 _( )SXobs ( )SYobs_7X1+7X1_1
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Sabiendo que bajo Hy el estadistico T' tiene distribucién t¢,,4.,—2, calculamos el p-valor usando la tabla t-
student:

p-valor = P(T > Tous | Ho) = P(t14 > 2,6) = P(t14 > 2,624) = 1%.

Como p-valor = 1% < 5% = a, corresponde rechazar Hy. Es decir, hay suficiente evidencia para afirmar que
los inviernos son mas frios que hace dos décadas.

b) (3,0 ptos.) Una autopista posee 4 pistas, y se desea investigar si los conductores tienen preferencia por alguna de
ellas. Se observo la pista por la que transitaron 1000 automdviles, cuyos resultados se resumen en la siguiente tabla.
Calcule el p-valor (o una aproximacién) del test correspondiente, e indique su conclusién para a = 5 %.

Pista |1 2 3 4
Cantidad observada ‘ 265 220 260 255

Solucién. La hipétesis nula es que no hay preferencia de pistas. Es decir, p; = p{ para p? = 1/4 = 250/1000,
Vi = 1,2,3,4, donde p; es la probabilidad de que un conductor escoja la pista i. La hipdtesis alternativa
es que algin p; es distinto de 1/4. Para calcular el p-valor, necesitamos el valor observado del estadistico
correspondiente. Anotando n; = 265, ng = 220, ng = 260 y ny = 255, tenemos:

4 4
. 1
Dobs = 1S (Br.obs — ))2/10 = 550 > (nj —250)* = 550 [152 + (—30)% 4 10* + 5%] = 5.

j=1 j=1

Sabemos que bajo Hy, el estadistico A tiene distribucién aproximada x4_1, lo cual permite calcular el p-valor:
p-valor = P(A > A | Ho) = P(x3 > 5) > P(x3 > 6,25) = 10 %.

(También puede aproximarse por P(x3 > 4,11) = 25% o con un valor intermedio entre 10 % y 25 %, lo cual no
cambia la siguiente conclusién). Como p-valor > 10% > 5% = «, no se rechaza Hy. Es decir, no hay suficiente
evidencia en los datos para afirmar que algunas pistas son preferidas sobre otras.




