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Pauta CONTROL 2

P1. a) (2,5 ptos.) Se anuncia un corte de luz en su sector de la ciudad, por lo cual usted decide cargar 4
baterias para un cierto dispositivo electrénico. Los tiempos que tardan en cargarse son: 5 horas,
3 horas, 1 hora y 1 hora, y usted las va a cargar una después de otra en ese orden. Suponiendo
que el tiempo que tarda en cortarse la luz es una variable aleatoria uniforme entre 0 y 12 horas,
calcule la esperanza de la cantidad de baterias que quedan completamente cargadas.

Solucién. Sea X la cantidad de baterias que se cargan completamente, y sea Y ~
unif(0, 12) el tiempo que tarda en cortarse la luz. Es claro que si Y € [0,5), se cargan
0 baterias; si Y € [5,8), se carga solamente la primera bateria; si Y € [8,9), se cargan la
primera y segunda; si Y € [9,10), se cargan 3; y si Y € [10, 12] se alcanzan a cargar todas.
Como X es una variable discreta tomando los valores {0, 1,2, 3,4}, su esperanza se calcula

CcOo1mo:

E(X)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X =2)+3x P(X =3)+4 x P(X =4)
—P(Y €[5,8) +2x P(Y €[8,9)) +3 x P(Y €[9,10)) + 4 x P(Y € [10,12])
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b) Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion gamma de pardmetros A >0y 6 > 0
si su densidad es e
Mz
fx(x) = Tﬂ[o,oo)(iﬁ),

donde I es la funcién gamma, definida como I'(9) = [;° 20~ te~*dz.

1) (1,5 ptos.) Muestre que Mx (t) = A?/(\ —t)? para t < \.

Solucién. Sabemos que Mx (t) = E(e!X), luego

N (A e O (A — )=
RN / N0 dz,

donde la iltima integral vale 1 pues el integrando es la densidad de una variable gamma
de pardmetros A —t y 6.

2) (1,0 pto.) Deduzca la esperanza y varianza de X.

Solucién. Derivemos la f.g.m:

dMx(t) d X M-t N
- dt(h—t)f (A =t)20 T (A=)l
*Mx(t) d  ox 0+ DNA—t) 00+ 1)N\
d2 T dt (A —t)0+1 (X — t)20+2 T (A—t)f2




Evaluando en ¢ = 0 obtenemos el primer y segundo momento: IE(X) = =2~ = 0/},

E(X?) = % = 0(6+1)/X2. Con esto, obtenemos la varianza: var(X) = E(X?) —

E(X)? = 0(0 + 1)/A2 — (0/\)? = 0/\%.

3) (1,0 pto.) Sean X1,...,X,, variables independientes con distribucién exponencial de para-
metro A. Muestre que X; + - -+ + X, tiene distribucion gamma de parametros A y n.

Solucién. Sabemos que Mx,(t) = A\/(A —t) para todo i € {1,...,n}. Como los X;
son independientes, tenemos que la f.g.m. de Z = X7 +--- + X, es

)\TL

Mz(t) :Mxl(t) X oo X MXn(t) = W

Es decir, la f.g.m. de Z coincide con la f.g.m. de una variable gamma con parametros
Ay n. Como la f.g.m. caracteriza la distribucién, necesariamente Z tiene dicha ley, es
decir, es una variable gamma con parametros A y n.

P2. a) (3,0 ptos.) n bolitas negras y m moradas se ponen en fila y se permutan al azar. Se define una
racha como una secuencia consecutiva de bolitas negras (por ejemplo, NNNMMNMNN tiene
3 rachas). Calcule la cantidad esperada de rachas. Indicacidn: defina variables indicatrices
adecuadas.

Solucién. Para cada posicién i € {1,...,n+m} en la fila, sea E; el evento en que comienza
una racha en la posicién i. Es claro que P(E;) = n/(n+m), pues se requiere que la primera
bolita sea negra. Para i > 2 se tiene que P(E;) = e wm—T» bues se requiere que la bolita
en la posicion ¢ — 1 sea morada, y que en la posicién ¢ haya una negra. Si X denota la
cantidad de rachas, es claro que X = 1g, +---+ 1g,,,,, donde E(1g,) = P(£;). Por
linealidad de la esperanza, tenemos:

E(X)=E(lg,) +E(lg,) +---+E(1g,,,,)

n m n
= +(n+m-1)

n-+m n+mn+m-—1
_n(m+1)
 n4+m

b) (3,0 ptos.) Sean X e Y variables independientes con ley exp()). Calcule la densidad conjunta
y las densidades marginales de U = X +Y y V = X/(X +Y). ;Qué variables conocidas son
Uy V7 ;Son independientes?

Solucién. Es claro que (X,Y) = g~ }(U, V), siendo g~ *(u,v) = (uv,u — uv). Luego,

v U
1—v —u

det Jg~ ' (u,v) = det [ ] = —vu—u(l —v) = —u.

Por el método del jacobiano, la densidad conjunta de (U, V') viene dada por

fuv(u,0) = fxy(@,y)|det Jg~  (u,0)] = fx (@) fy (y)u = re A M,

para (x,y) = g~ '(u,v) = (uv,u — uv), donde en los tltimos pasos hemos utilizado que X
e Y son variables independientes con ley exp(A). Notar ademéas que U = X +Y € [0, 00)
yV=X/(X+Y)€][0,1], pues X > 0eY > 0; luego, la expresién anterior para fyy es




véalida para u > 0 y v € [0,1], mientras que para otros (u,v) se tiene que fy v (u,v) = 0.
Luego:

foy (u,v) = Ne A e Xyl o (u) g 1)) = Mue™Lg o) () 1,1 (v)-
Como lo anterior se separa en producto de una parte que depende de u y otra de v, es directo
que U y V son independientes, y ademds fy(u) = )\2ue*>‘“]1[0,oo) (u) y fv(v) = L q(v).
Luego, U ~ gamma(\,2) y V ~ unif(0, 1).

P3. Decimos que la variable aleatoria X tiene distribuciéon de Pareto con parametros m, « > 0, anotado
X ~ Pareto(m, ), si su densidad estd dada por

am®

fX (x) = Wﬂ [m,oo) (.%') .

a) (1,2 ptos.) Calcule E(X), indicando para cuéles valores es finita.

Solucién. Calculemos la esperanza y veamos cuando ésta da infinito:

> am®

E(X) = /m s, dr = amo‘/m x~ “dx.

Para o = 1 la primitiva es log(z), con lo cual obtenemos que E(X) = am® log(z)|,’, lo
cual vale co. Para a # 1, tenemos:

[eS)
.,L.faJrl

—a—+1
m

E(X) = am®

—a+ .
—omzo‘"jwr1 si —a+1<0.

_{oo si—a+1>0
- 1

En resumen, la esperanza de X es infinita para o < 1, y es finita para a > 1, siendo
am/(a — 1) su valor.

b) (1,2 ptos.) Calcule var(X), indicando para cudles valores es finita.

Solucién. Calculemos la varianza y veamos cuando da infinito:

E(X?) :/ mQQﬁldx:ama/ =@ Vg,
m z m

Poniendo f = a— 1 y analizando la integral con el mismo razonamiento de la parte previa,
se concluye que E(X?) vale infinito cuando 8 < 1, es decir, cuando o < 2. Para a > 2,
tenemos:

—at2 | 2
T am
E(X?) = am® = ,
—a+2 . = 2
y entonces
am? a’m? am?

var(X) = B(X%) —B(X)* = 5~ (= a2

¢) (1,2 ptos.) Sea Y ~ exp(A). Muestre que e tiene distribucién de Pareto. ;Con qué pardmetros?

Solucién. Sea Z = Y. Para z > 1 tenemos:

1

P(Z > 2) =P(e¥ > 2) =P(Y > log(z)) = e e() = >



donde en el pentltimo paso hemos utilizado que P(Y > 3) = e ¥ pues Y ~ exp()).
Luego, tenemos que Fz(z) = 1 — Z% para z > 1, mientras que Fz(z) = 0 para z < 1.
Derivando, obtenemos fz(z) = ﬁﬂ[lm), es decir, Z ~ Pareto(1, \)

d) (1,2 ptos.) Sea k > m. Muestre que, condicional en el evento X > k, la variable X tiene
distribucién de Pareto de pardmetros k y a. Es decir, muestre que P(X >z | X > k) =P(Y >
x) para todo z > k, donde Y ~ Pareto(k, ).

Solucién. Notemos primero que P(X > z) = [° g‘ﬂal dz = ’;1—; para x > m. Con esto, y

usando la definiciéon de probabilidad condicional, tenemos para x > k:
PX>2,X>k) PX>z) m®/z* k°
P(X >k  PX>k) mo/kr  zo

PX>z|X>k)=

Por el célculo previo, lo anterior corresponde a P(Y > x), siendo Y ~ Pareto(k, ).

e) (1,2 ptos.) La distribucién de Pareto suele utilizarse para modelar la distribucién de la riqueza
en un pais, siendo fx(x) la densidad de personas que poseen riqueza x, y u = IE(X) representa
la riqueza total del pafs. Para un cierto valor o, la distribucién cumple la “ley 80-20": el 80 %
de la riqueza la posee el 20 % de la poblacién, es decir, [z fx(xz)dz = 80 % x p, donde b es
tal que P(X > b) = 20 %. Calcule el valor de a*.

Solucioén. Primero calculemos b: usando el célculo de la parte previa, tenemos que ¢ 1

P(X >0b) = ba , luego b = m5'/®. Por lo hecho en el primer item, tenemos que p =
am/(a — 1) para o > 1. Imponiendo la otra condicién, tenemos:

4 4 am /°° am® / —ay am®

—p== = r—-—=dxr = am x = R

5 T Fa—1 py o awotl (v — 1)b—1

Reemplazando b = m5Y® obtenemos %m =

valor buscado es o =log(5)/log(4).

W. Despejando, se obtiene que el




