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Pauta CONTROL 1

a) La probabilidad que una persona posea cuenta de ahorro es de 0,58. La probabilidad que posea
cuenta vista es de 0,68. La probabilidad que posea ambas cuentas es de 0,34. Determine la

probabilidad:
1) (1,0 pto.) que posea alguna de las cuentas;

Solucion. Consideremos los eventos

A : la persona posee cuenta de ahorro,

V :la persona posee cuenta vista.

Queremos calcular P(A U V). Usando una propiedad conocida, tenemos:

P(AUV) =P(A) + P(V) — P(AV) = 0,58 + 0,68 — 0,34 = 0,92.

2) (0,5 ptos.) que posea solo cuenta de ahorro;

Solucién. Queremos calcular P(AV ). Usando la propiedad de la unién disjunta (axio-

ma 3), tenemos:
P(A) =P(AV UAV®) =P(AV) + P(AV®).

Es decir, P(AV¢) = P(A) — P(AV) = 0,58 — 0,34 = 0,24.

(0,5 ptos.) que posea solo cuenta vista.

Solucién. Anilogo a la parte anterior: queremos calcular P(V A¢). Tenemos:

P(V)=P(VAUVAS) = P(VA) + P(VA°),

luego P(VA) = P(V) — P(VA) = 0,68 — 0,34 = 0,34.

4) (1,0 pto.) Si la persona posee cuenta de ahorro, determine la probabilidad que posea cuenta

vista. Determine si poseer cuenta vista es independiente de poseer cuenta de ahorro.

Solucién. Queremos calcular P(V | A). Por definicién de probabilidad condicional:

P(VA) 034 17
P(A) 0,58 29

P(V | A) =

Notemos que P(V | A) = 17/29 < 17/25 = 0,68 = P(V'), es decir, la probabilidad de
poseer cuenta vista disminuyé al suponer que tenia cuenta de ahorro. Esto significa

que los eventos no son independientes.

b) En una competencia de ciclismo por paises compiten 3 brasilenos, 4 argentinos, 2 uruguayos y 1
chileno. Suponga que no se distingue a los competidores por nombre, sélo por su nacionalidad.

1) (1,5 ptos.) ;De cudntas maneras puede resultar la competencia?
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Solucién. El problema es equivalente a distribuir 10 bolitas numeradas de 1 a 10 (re-
presentando las posiciones en que terminan los competidores) en 4 grupos de tamanos
3,4, 2y 1 (representando las distintas nacionalidades). Luego, la cantidad buscada es

10
3,4,2,1)

2) (1,5 ptos.) ;De cuantas formas puede ocurrir que de los 3 brasilefios haya uno en los 3
primeros puestos y 2 en los tltimos 37

Solucion. La cantidad buscada es

B Ga) =olao)

El término (?1’) = 3 corresponde a la cantidad de formas de escoger una posicién dentro
de las 3 primeras, y el término (g) = 3 son las formas de escoger 2 posiciones dentro de
las 3 ultimas. Hecho lo anterior, se ubican a los 3 brasileros en las posiciones escogidas
(1 forma de hacerlo) y se ubican a los 7 ciclistas restantes en las posiciones disponibles

7 . . .
(( 4’271) formas, lo cual puede verse con un razonamiento andlogo a la parte previa).

a) Hay dos fabricas de radios. Cada radio producida en la fabrica A sale defectuosa con probabi-
lidad 0,05, mientras que una producida en la fabrica B sale defectuosa con probabilidad 0,01
(independiente de las otras radios producidas). Usted compra dos radios que provienen de la
misma fabrica, la cual puede ser A o B con la misma probabilidad.

1) (1,5 ptos.) ;Cudl es la probabilidad de que la primera radio que usted revisa salga defec-
tuosa?

Solucidn. Sean los eventos:

A : radios provienen de fabrica A
B : radios provienen de fabrica B
Dy : primera radio estd defectuosa

D5 : segunda radio estd defectuosa

Calculemos la probabilidad de que la primera radio salga defectuosa, aplicando pro-
babilidades totales:

5 1 1 1 3
P(D1) = P(D1 | AYP(A) + P(Dy | BIP(B) = 1=+ 5+ 105 5 = 1o0-

2) (1,5 ptos.) Si la primera radio revisada sali6é defectuosa, jcuél es la probabilidad de que la
segunda también lo esté?

Solucién. Ahora nos piden calcular la probabilidad de que la segunda radio salga
defectuosa dado que la primera lo fue, es decir:
P(D2Dy) _ P(D2D;y | A)P(A) +P(D2D; | B)P(B)
(D) IP(Dx)
2 2
5 1 1 1
(m) '§+(m) "3 25+1 13

P(Ds | Dy) =

1
3 — 6 200’
100 6 100 300




donde hemos utilizado el hecho que, condicional a que las radios provienen de la fabrica
A los eventos D1 y D2 son independientes (idem para la fabrica B).

b) (3,0 ptos.) Se lanza una moneda con probabilidad p de cara hasta que aparezca dos veces sequi-
das el mismo resultado. Sea X la variable aleatoria de la cantidad de lanzamientos realizados.
Indique el rango de X y su funcién de distribucion discreta px. Indicacion: distinga los casos
pares e impares.

Solucién. Como se necesitan por lo menos 2 lanzamientos para que se repita un resultado,
es claro que Ry = {2,3,...}. Ademads, para que ocurra X = k se necesita que las caras
y sellos se vayan alternando, hasta que en el lanzamiento k-ésimo se repite el resultado
previo. Luego: para cualquier k € Rx par, separando los casos en que la primera moneda
es cara o sello, tenemos

px(k)=P(X =k)=p(1—p)p(1 —p)---p(1L —p)p*+ (1 —p)p(1 — p)p--- (1 — p)p(1 — p)*

k—2 términos k—2 términos
k—2

—p 7 (L-p)7 [p* + (1-p)?.

Para k € Ry impar es similar:

px(k)=P(X =k)=p(1-pp(1 —p)---p(1 —p)(1 —=p) + (1 = p)p(1 —p)p--- (1 —p)pp

k—1 términos k—1 términos
k—1

k-1 k1
=p? (1-p) 7.

P3. a) (3,0 ptos.) Se dispone de n bolitas negras y m moradas, con n < m+ 1, y se ubican las bolitas
al azar en una fila. ;Cudl es la probabilidad de que no queden dos o més bolitas negras juntas?
Indicacion: para contar los casos favorables, ubique primero las bolitas moradas en una fila, y
razone en términos de los espacios que quedan entre ellas (incluyendo los extremos).

Solucién. Trabajamos con el espacio equiprobable de las formas de ubicar las n+m bolitas
en una fila sin distinguir bolitas del mismo color. Esto equivale a escoger n de las n +m
posiciones en la fila donde ubicar a las n bolitas negras (las m moradas se ubican en las
posiciones restantes), lo cual puede hacerse de ("7") formas.

Siguiendo la indicacién: si las bolitas moradas estdn en una fila, es claro que si ubicamos a lo
mas una bolita negra por cada espacio entre bolitas moradas, se obtendra una configuracién
en que no hay 2 bolitas negras juntas, y eso cubre todos los posibles casos. Notando que
hay m + 1 espacios entre bolitas moradas (incluyendo a los “espacios” a la izquierda de la
primera bolita morada y a la derecha de la ultima), es claro que lo anterior puede hacerse
de (m:[l) formas.

Sabiendo que en un espacio equiprobable las probabilidades se calculan como casos favo-
rables sobre casos totales, tenemos que la probabilidad buscada es

("™ it (m + 1)lm!
(1= n)!(n ot m)!

b) Un cultivo de bacterias de un cierto tipo puede proliferar o bien extinguirse, lo que ocurre con
probabilidades p y 1 — p, respectivamente. Para realizar un estudio, usted genera n de estos
cultivos de manera independiente.

1) (1,0 ptos.) Indique la funcién px de la variable aleatoria X correspondiente al nimero de



cultivos que proliferan.

Solucién. Para un cultivo especifico, denotamos “éxito” que el cultivo prolifere (pro-
babilidad p) y “fracaso” que se extinga (probabilidad 1 — p). Luego, la variable X
corresponde a la cantidad de éxitos de un total de n realizaciones independientes. Por
lo visto en cétedra, X ~ binom(n,p), es decir, px (k) = (Z)pk(l — p)" % para todo
ke{l,...,n}.

(2,0 ptos.) Debido a un corte de luz, el sistema de refrigeracién de los cultivos deja de
funcionar por unas horas, lo cual significa que cada cultivo que proliferé inicialmente se
mantiendrd vivo o se extinguird, con probabilidades ¢ y 1 — ¢ respectivamente, indepen-
diente del resto. ;Cudl es la distribucion de la variable aleatoria Y correspondiente a los
cultivos que quedan vivos? Indicacion: usando una propiedad adecuada, condicione en los
posibles resultados de X.

Solucién. Siguiendo la indicacion, usando la regla de probabilidades totales, para
todo k € {1,...,n} tenemos

py(k)=P(Y =k) = Zn: P(Y=k|X =m)P(X =m).

m=0

Para m < k, si proliferaron m cultivos es imposible que hayan sobrevivido k, por lo cual
P(Y =k | X =m) =0, lo cual significa que la sumatoria anterior puede considerarse
desde m = k. Para m > k, razonando como en la parte previa, es claro que si se asume
X = m, entonces Y ~ binom(m, g), es decir, P(Y =k | X =m) = (})¢"(1 — ¢)™".

Con esto, y sabiendo que P(X = m) = ()p™(1—p)"~™ por la parte anterior, tenemos:
n m k} m—k n m nem
= 1-— 1—
py (k) n;k<k>q (1-q) <m>p (1-p)
qk i n! (1 )m—k m(l )n—m
kY = (n—m)l(m —k)!
qk 3 n! +k k
'm:(](n_m_k)' !
_ allpgt E -k - L
F(n — k)| 2= (n—m — k)m! [(1 = g)p)™(1 = p)
n —
= <k> (pg)*[(1 — q)p+ (1 —p)]" 7,

1—pg

donde en el ultimo paso hemos utilizado el Teorema del Binomio. Hemos probado que
py (k) = (7)(pa)* (1 — pg)"~*, lo cual corresponde a que Y ~ binom(n, pg).

Lo anterior también puede argumentarse en palabras como sigue: por cada cultivo,
se declara el experimento exitoso si éste proliferé y ademds se mantuvo vivo, lo cual
ocurre con probabilidad pg, y en otro caso se declara como fracaso. La variable Y
corresponde exactamente a la cantidad de éxitos, la cual, por un argumento andlogo
a la parte anterior, tiene distribucién binom(n, pq).




