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P1. a) Sea g : [0, 1]→ R integrable. Pruebe que∫ 1

0

(∫ 1

x
g(t)dt

)
dx =

∫ 1

0
tg(t)dt.

b) Usando adecuadamente lo anterior, calcule la integral∫ 1

0

∫ 1

x
(x− w) sin(x3)dxdw.

P2. Sean f : [0, 1]× [0, 1] ⊆ R2 → R definida por

f(x, y) =

{
4y3 x ∈ Q
1 x /∈ Q

a) Para x ∈ [0, 1], calcule
∫ 1

0
f(x, y)dy. Muestre que

∫ 1

0

∫ 1

0
f(x, y)dydx = 1

b) Sea R = [0, 1] × [0, 1]. Muestre por definición que
∫
R
f no existe. Para esto, puede seguir los

siguientes pasos:

1) Sea P partición de R más fina que

C = {[0, 1]×
[
0,

1

2

]
︸ ︷︷ ︸

C1

, [0, 1]×
[

1

2
, 1

]
︸ ︷︷ ︸

C2

}

Muestre que para T ∈ P tal que T ⊆ C1, mT (f) ≤ 1

2
y MT (f) = 1

2) Para la misma partición anterior P, muestre que

SP(f) =
1

2
+

∑
T∈P, T⊆C2

MT (f)V (T ) , IP(f) ≤ 1

4
+

∑
T∈P, T⊆C2

mt(f)V (T )

Concluya que SP − IP ≥
1

4
3) Sea An una sucesión de particiones cualesquiera de R y sea Bn = An ∩ C. Justifique la

desigualdad SBn(f)− IBn(f) ≤ SAn(f)− IA\(f) y concluya.

c) Explique por qué no hay contradicción entre las partes (1) y (2).

P3. Demuestre que x3y > −3

4
si x4 + y4 = 1

P4. Encuentre el volumen máximo de un paralelepípedo de diagonal 1

1
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P5. Considere la función
f(x, y) = x17y + xy23 + xy

Muestre que f posee sólo un punto crítico y determine su naturaleza.

P6. (Propuesto) Considere la región del plano

Ω = {(x, y) ∈ R2 : (x− a)2 + (y − b)2 ≤ 1}

Determine los valores de a, b de modo que la integral∫∫
Ω

2x2 + xy + y2 − x− 2y + 17dxdy

Sea mínima.
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