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1. Resumen

De�nición 1. Rectángulo: R =
N∏
i=1

[ai, bi]. Volumen: V (R) =
N∏
i=1

(bi−ai). Reticulado: S = {Ri}i∈I . Suma

inferior: IS(f) :=
∑
i∈I

mRi(f)V (Ri), con mRi(f) = ı́nf
x∈Ri

f(x). Suma superior: SS(f) :=
∑
i∈I

MRi(f)V (Ri),

con MRi(f) = sup
x∈Ri

f(x).

De�nición 2. Decimos que un conjunto A ⊂ RN acotado tiene medida nula, si ∀ε > 0,∃{Ri}i∈I con I

�nito tal que A ⊂ ∪i∈IRi y
∑
i∈I

V (Ri) < ε.

2. Problemas

P1. Sea R = [0, 1]× [0, 1]. Encuentre una sucesión de reticulados Sn de R tal que SSn(f)− ISn(f) → 0,
cuando n → ∞ donde f(x, y) = ex+2y. Concluya que f es integrable sobre R y calcule el valor de∫∫

R
ex+2ydxdy.

P2. Si f : D → R es no negativo y

∫
D
f = 0, probar que {x ∈ D, f(x) 6= 0} es de medida nula.

Indicación: Pruebe que los conjuntos An = {x ∈ D : f(x) > 1
n} tienen medida nula.

P3. Sea R = [0, 1]× [0, 1] y f : R→ R una función acotada (∃M > 0 tal que |f(x, y)| ≤M, ∀(x, y) ∈ R)
tal que

fn(x, y) =

{
f(x, y) y > 1

n
0 y ≤ 1

n

es integrable para todo n = 1, 2, ... Sea In =

∫∫
R
fn.

(a) Pruebe que I = ĺımn→∞ In existe.

(b) Pruebe que f es integrable y que

∫∫
R
f = I.

Indicación: Demuestre que In es de Cauchy probando que si n > k entonces |In − Ik| ≤ M
k . Luego,

considere la suma de Riemann
∑

Q f(cQ)área(Q) con Q recorriendo la partición Pmn(R), con m ∈ N
y cQ ∈ Q. Divida la suma en dos partes: en aquellos rectángulos Q que están debajo de y = 1

n y el

resto.
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