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Introduccón al Álgebra 13-1EXAMENP1. Sea K = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}. Se de�ne, para cada z = a+ b

√
2 ∈ K, con a, b ∈ Q, ẑ = a− b

√
2.a) (0,5 ptos.) Muestre que ∀α, β, γ, δ ∈ Q,

α+ β
√
2 = γ + δ

√
2 ⇔ α = γ ∧ β = δ.b) (0,5 ptos.) Dado z ∈ K, muestre que z ∈ Q ⇔ z = ẑ.c) (1,0 pto.) Demuestre que f : (K,+, ·) → (K,+, ·) (donde + y · son la suma y producto habitualesde R), dada por f(z) = ẑ, es un isomor�smo.d) Sea p(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n ∈ R[x] un polinomio con coe�cientes en Q. Pruebe que,i) (1,5 ptos.) ∀z ∈ K,
p̂(z) = p(ẑ).ii) (1,0 ptos.) Si z ∈ K es raíz de p, entonces ẑ también es raíz de p.iii) (1,5 ptos.) Si gr(p) = 3 y p tiene al menos una raíz en K, entonces p tiene al menos una raízen Q.P2. a) i) (1,5 ptos.) Demuestre que las soluciones de la ecuación q(x) = x2 + x + 1 = 0 son raícescúbicas de la unidad.ii) (1,5 ptos.) Sea p(x) = x3n1 + x3n2+1 + x3n3+2, donde n1, n2, n3 ∈ N. Demuestre que p(x) esdivisble por q(x), cualquiera sean los valores de n1, n2, n3.b) Se de�ne en C \ {0} la relación R dada por z1Rz2 ⇔ z1 · z2 ∈ R.i) (2,0 ptos.) Demuestre que R es una relación de equivalencia.ii) (1,0 pto.) Muestre que [z]R = {a · z | a ∈ R \ {0}}.P3. a) (2,0 ptos.) Calcule, para todo n ∈ N, el valor de 2n∑

j=0

(
2n
j

) y 2n∑
j=0

(−1)j
(
2n
j

)
. A partir de los resultadosobtenidos, calcule n∑

k=0

(
2n
2k

)
.b) Sea (an)n∈N una sucesión de números reales de�nida recursivamente por

a0 = 1, an+1 =
an

n+ 1
.i) (2,0 ptos.) Pruebe por inducción que an ≤ 1

2n−1 , ∀n ∈ N.ii) (2,0 ptos.) Use la desigualdad anterior para demostrar que n∑
k=0

ak < 3, ∀n ∈ N.
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