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P1.

(i) (G, x) es grupo abeliano.

oo |T|e| %
o

Segtn la tabla b+ b =0y en un grupo el dnico elemento idem potente es el neutro.
Asf neutro en G es b (1.0 punto)

Como consecuencia la fila y la columna de b son la fila y la columna de los elementos del grupo.
Asi

*xa|b|lc|d
a a
bla|b|c|d
¢c|b|c a
d d

(0.5 puntos)

Ademas (G, *) es grupo conmutativo, entonces, a * ¢ = cxa =bAd * ¢ = ¢* d = a. Completando

x| a|blc|d
a a
bla|b|c|d
c|b|c a
d d| a

(0.5 puntos)

Finalmente, los elementos del grupo son regulares de modo que en filas y columnas no pueden haber
elementos repetidos.

Asi, cxc=dy a*d = c, necesariamente, porque a,b estdn en la fila de a y a,d estan en la columna

de d. (1.0 punto)
Completando

xa|blc|d

ald|lal|b]|c

bla|b|c|d

c|blc|d]|a

d|{c|d|al|b




(i)

P2.

P3.

donde d*xa = a*d = ¢ se completa por conmutatividad y axa = d, d*xd = b por los elementos ausentes
en la fila a y la columna de d. (1.0 punto)

Dos subgrupos de (G, x) son los triviales, es decir, (G, ) y ({0}, *). Ademés, como |G| = 4, el orden de
posibles subgrupos de G es divisor de 4 (TEO. de LAGRANGE), es decir, si los hay, el orden de los
subgrupos no triviales es 2. (1.0 punto)

En efecto, ({b,d}, x} es subgrupo, segun la tabla.
Asi, los subgrupos de (G, %) son: (G, %), ({b},*) y ({b,d}, }. (1.0 punto)

(pZ, +, *) es anillo conmutativo con unidad. En efecto, (pZ,+) es grupo abeliano pues los elementos
de pZ son enteros y estos en general satisfacen la asociatividad, la conmutatividad neutro =p-0 =0
y opuestos p(—n) para cada p-n con n € Z. (1.0 punto)

Asociatividad para *. Sean x,y, z € pZ.

(x*y)xz="xz=-2L :%:i:x(y*z):x*(y*z).
p p p p
(0.5 puntos)
Distributividad de * con respecto a f.
(Y + 2z T Tz
er(y =TT ) )
p p p

(0.5 puntos)

zy

Conmutatividad x xy = o= % =yxx Vr,y € ph.

Unidad: Sea u € pZ tal que Va € pZ, cxu =«

TU
S —=zr=>u=p=p-1e€pi.
p

Sigue que (pZ,+, *) es anillo conmutativo con unidad. (1.0 punto)

o: (Zy+,) =  (pZ,4+,*)

Es inmediato que v = olz) = pr es una biyeccion (0.5 puntos)
pues o 1(z) = = es tal que po o x) =l (z) =p- s=z=idg. (0.5 puntos)
Morfismos: Sean z,y € Z, p(z +y) = p(x +y) = pxr + py = o(x) + ©(y) (0.7 puntos)
y (xy) = p(z - y) = pry = PE = (px) = (py) = ¢(x) * ¢(y)

Sigue que (Z,+, ) es isomorfo con (pZ, +, *) (1.3 puntos)

S ={z € C:|z| = 1}. Segun la propiedad compacta, (S,-) es subgrupo de (C\ {0},-) si S # ¢ y

Vz1,2265:>21-22_1 €8S.

En efecto, S # ¢ pues, por ejemplo, 1 € S (|1| =1). (1.0 punto)
Sean z1,29 € S, entonces |z1] =1y |22] = 1.

1 z
=z

—@—%:1dedondezl-z;165.

Entonces |21 - 25 =Tl =

Por lo tanto (S, ) es subgrupo de (C \ {0},) (2.0 puntos)



(ii) Seaw =12 con Z € S, (]| =1) Az # 1.

w € (C\ R) (imaginario puro) si Re(w) = 0. (0.5 puntos)

Como 2 - Re(w) = w + W calculamos.

14z 1+2 142z 14z (14+2)1-2)+1—-2)(1+7%2)
= = = = 1_ t
W 1—z+<1—z> 1—: 1-z 1-2)((1-2) (1.0 punto)
_1—25—1—2—2—1—1—25—2—!—2_ 2—227 7_||2_1
N (1—2)(1-2) T -ni-z T
- 2 —2|z|2 2-2 0
w w = = =
T-2(-2 (-20-2
Sigue que 2+ Re(w) = w +w = 0. Asi w es imaginario puro. (1.5 puntos)

OBSERVACION: También puede resolverse con z =x +14iy con |z| = /22 +y2 =1
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