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1.1) Recordemos que (A, @) es grupo abeliano, con esto tenemos a @b = b® a = b

ya®d=dda = d, tenemos que a es neutro, ya que ni b ni d pueden serlo
(a®b#aya®d# a), ctampoco puede serlo ya que ¢ @ ¢ # ¢, por lo tanto,
a®c=cda = c, notemos que los inversos de b y ¢ son ellos mismos, ahora veamos

quechb=bbc=d,bbd=ddb=cyddc=cdHd=0D.

Supongamos que ¢ &b = b @ ¢ # d, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:

-chb=0b® c=a= el inverso de c es b, lo cual es una contradiccién porque el
inverso es unico.

-cHb=>b®c=c= b es elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

- chb=>b®c=0b= ceselemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es tnico.

Se concluye que cdb=b@d c = d.

Supongamos que b ® d = d ® b # ¢, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:

-bdd=ddb=a= elinverso de b es d, lo cual es una contradicciéon porque el
inverso es 1nico.

-bdd=d®b=d= bes elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

-bdd=d®b=>b= des elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.

Se concluye que b d=dd b= c.

Supongamos que d ® ¢ = ¢ ® d # b, esto entonces nos lleva a tres casos posibles:
-d®c=cdd=a= elinverso de c es d, lo cual es una contradicciéon porque el
inverso es unico.
- ddc=c®dd=d= ceselemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.
- d®c=cdd=c= des elemento neutro, lo cual es imposible porque el neutro
es unico.
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1.2)

Se concluye que dc=c®dd=">.

Finalmente como d tiene que poseer inverso y no pueden ser ni a, b o ¢ ya que
el inverso es tnico, solamente queda que d sea inverso de si mismo, es decir d®d = a.

Para la otra tabla usaremos la propiedad distributiva es asi como tenemos lo si-
guiente:

-bOec=(c®d)Oc=(cOc)d(dOc)=cPhc=a
-bOb=b00d®c)=bOd)dbOc)=ada=a
-cOb=0ad)0b=(0bOb)@(dOb) =adb=">
-cd=coOb®c)=(cOb)@(cOc)=bdc=d

dOd=dobdc)=(dob)®d(doc)=bdc=d

No es conmutativo, basta ver que b ® ¢ # ¢ ® b, tampoco tiene neutro, ya que de
existir deberia cumplir que © ® e = = Vo € {a,b,c,d}, ilustrativamente deberia
haber una tabla del estilo

alb d

d

SHESHES I R-NNO)
ISH RGNS ST KoY

es decir que se repitan los elementos en la fila y columna i-ésima, siendo el elemento
i-ésimo el elemento neutro (en el ejemplo es ¢), como esto no ocurre, el anillo no
posee neutro para ©. Finalmente si posee divisores de cero ya que el neutro para
DesaybOcec=boOb=b&od=a, conb,c,d+# a.

(b) c.1) Seax € A

r=x-x \hipdtesis

- (—x) \propiedad de los anillos
(=) - (—x)] \hipétesis

(z-x) \propiedad de los anillos
T \hipétesis

= —(z-2) \propiedad de los anillos
\hipdtesis

|
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c.2) Sean z,y € A

(z+y) =(x+y) (z+y) \hipétesis
(@+y)=(+y)-z+(@+y) -y \distributividad
(r+y) =z 24y x+z-y+y-y
(z+y)=z+y r+z-y+y \hipdtesis
(z+y)=(@+y)+y z+a-y \sumando con — (z + y)
(@+y)=(@+y) —(@+y)+ty-av+az-y
O=y-oz+x-y \sumando con — (z - y)

—(r-y)=y-r+z-y—(x-y)

—(r-y)=y-=

TY=9y-x \propiedad c.1

(z+y)—

c.3) Sean x,y € A

(z-y) - (x+y)=(r-y)- v+ (x-y)-y \distributividad
=(z-x)-y+z-(y-y) \conmutatividad y asociatividad de -
=z-y+z-y \hipétesis
=z-y—(z-y) \propiedad c.1
=0

P2 (a) Primero demostraremos que (R?, @) es grupo abeliano, es decir, que es asociativo, con-
mutativo, posee neutro e inverso.

- Asociatividad: Sean (a,b), (c,d), (e, f) € R?

[(a,b) ® (c,d)] @ (e, f) = (a+c,b+d) @ (e, f)

=((a+c)+e (b+d)+ f)

=(a+(c+e),b+ (d+ f)) \asociatividad en R
= (a,b) ® (c+e,d+ f)

= (a,b

a,b) @ [(¢,d) @ (e, f)]

- Neutro: Como el 0 es el neutro en la suma para R, entonces el neutro para R?
serd (0,0), en efecto, sean (a,b), (0,0) € R?, se tiene que (a,b) ® (0,0) = (0,0) ®
(a,b) = (a+0,b+0) = (0+ a,0+ b) = (a,b) se concluye que el neutro es el par
(0,0).

- Inverso: Sean a,b € R y —a,—b € R sus inversos para la suma en R respectivos,
entonces, dado el par (a,b) € R? su inverso serd el par (—a, —b), en efecto (a,b) ®
(—a,—b) = (—a,—b)® (a,b) = (a —a,b—b) = (—a+a,—b+b) = (0,0) se concluye
que el inverso, dado (a,b) € R? es el par (—a, —b).
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- Conmutatividad: Sean (a,b), (c,d) € R?

(
(a,b) ® (c,d) = (a+c,b+d)

= (c+a,d+b) \conmutatividad en R
= (¢,

d) © (a,b)

Ahora demostraremos que (R?, ®) es asociativo, posee neutro, conmutativo y distribuye
con respecto a @.

Asociatividad: Sean (a,b), (¢, d), (e, f) € R?

[(a,0) © (¢, d)] © (e, f) = (a-¢,b-d) O (e, f)
= ((a-¢)-e (b-d)-f)
=(a-(c-e),b-(d-f)) \asociatividad en R
= (a,b) ® (c-e,d- f)
(a,0) ©[(¢,d) © (e, )]
Neutro: Como el 1 es el neutro en la multiplicacién para R, entonces el neutro
para R? serd (1,1), en efecto, sean (a,b),(1,1) € R?, se tiene que (a,b) ® (1,1) =
(L) e (a,b)=(a-1,b-1)=(1-a,1-b) = (a,b) se concluye que el neutro es el par
(1,1).
Conmutatividad: Sean (a,b), (c,d) € R?
(a,b) ® (¢,d) = (a-¢,b-d)

= (c-a,d-b) \conmutatividad en R

= (¢,d) © (a,b)
Distributividad: Sean (a,b), (c,d), (e, f) € R?

(a,0) ©[(c,d) @ (e, f)] = (a,0) © (¢ + e, d + f)

(a,
= (a-(c+e),b-(d+[))

=(a-c+a-eb-d+0b-f) \distributividad en R
= (

a-c,b-d)®(a-eb- f)
= [(a,b) © (¢,d)] & [(a,b) © (e, f)]

(b) En R? tomemos (1,0),(0,1) # (0,0), pero (1,0) ® (0,1) = (1-0,0-1) = (0,0), con lo
que se encontraron divisores de 0.

(c) Supongamos que si existe un isomorfismo entre (R? @, ®) y (C, +,-), esto quiere decir
que f(x@y) = f(z)+ fly) y f(xrOy) = f(x) - f(y), debido a que es morfismo se tiene
que f(Orz) = O¢ en donde Ogz es el neutro en la suma para (R? &, ®) y O¢ es el neutro
en la suma para (C, +, -). Por la parte (b), se tiene que (R?, @, ®) posee divisores de 0,
es decir, se tienen dos elementos x, y # Og2 tales que x ®y = Oz, luego si tomamos estos
2 elementos se tiene que f(Or2) = f(x ®y) = f(x)- f(y) = O¢, con esto se concluye que
(C, 4+, -) posee divisores de 0, lo cual es una contradiccién ya que (C, +, -) es un cuerpo,
se concluye que no existe isomorfismo entre (R?, &, ®) y (C, +,-).
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P3 (a) Si tenemos |z| = |z + 1| = 1, elevando al cuadrado se tiene que |z]* = [z + 1|* = 1
recordando que para z € C se tiene que ]z|2 = 2z - Z, entonces
V+H2=1
(z+1)-(z+1) =
(z+1)-(z+1) =
(z+1)-zZ+1) =1
2 Z+z+7z+1=1
2P +z+z+1=1
I1+2+Z2+1=1
z=—-1-7%

Por otra parte se tiene que

2 =27z
=22 (-1-72) \usando la igualdad anterior
= —2°—-2-2-Z
= — 22—z |z
= -2 -z
=z(—2-1)
=2-Z \usando la igualdad anterior
= |2*

Se concluye que z es raiz ctibica de la unidad.
(b) Sean z,29 € C

(1= 271) (1 — 2071) — (21 — 22) (21 — 2)
= (1—2z)(1 - 2z) — (21— 2)(7 —2)
= (1 = 2z1)(1 = Z221) — (21 — 22) (71 — 22)
=1—7Z321 — 2071 + 202121 %2 — (21 — 22)(Z1 — %2)
=1—72 — 2071 + |21} 22)* — (21 — 22)(Z1 — 22

=1-7z — 27 + a2 — (a7 — 2% — 27 + 2%)

|1 — ZQZ_1|2 — |Zl — ZQ|2

=1-—22 — 27 + |21]}22]? — (|a1* — 2122 — 2221 + |22|°)
=1-%2n — 27 + |2 |2 — |a? + 1% + 271 — |2
= 1+]awl® |z - [

= (1= [a]?) = 2] + [21]*|2?

= (1= zP) = |2/*(1 = [21)

= (1= |z)(1 — |2/
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|21 —22]

= <1
|1—z221|
Como se tiene que |21 < 1y |z| < 1, elevando al cuadrado se deduce que |21 < 1y
|22] < 1, 0 lo que es lo mismo (1 — |z;]?) > 0y (1 — |22]?) > 0, si multiplicamos ambas
desigualdades se tiene que

(c) Nota: Falta escribir la desigualdad, debe decir

(1= [z (1 = |*) > 0

11— 2z1* — |21 — 22/ > 0 \usando la igualdad anterior
1
1 — 2712 > |21 — 2] e
11— 271]° > |21 — 2| \ T
11— 22712 |21 — 2)?
1 — 20712 = |1 — 271)?
21 — 2|
1> —F——
|1 — ZQZ_1|2
|21 — 2|
1> —
|1 _ ZQZ_1|2 \\/6
R
11— 27|
1zl
’1 — Z2le
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P4 Por propiedad de los complejos si z € C y 2 = Z entonces z € R, procedemos entonces a

. . _ 1 1
obtener el conjugado de la expresion, llamemos w = 177 + 175, luego
_ 1 1
w =
1420 142"
1 1 I F -
T4+zn 1420 Ph=m s
_ 1 L (3).=
I1+20 142" &) Z2
1 1
= — \el conjugado de un nimero real es el mismo nimero
1427 1427
1 N 1
I+ 147
1 . 1
142" 147
! + ! \Z1 - 22 = 71 - Z3 inducti te 2" =72"
= — Z1 - 23 = 71 + 23 inductivamente 2" =%
117" 143 e
1 n 1 \3
= Zz =z
1+z" 1427
1 1
Sl 14
=w

Se concluye que w € R.
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