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Auxiliar Extra: Control 3
P1. Sea R la relación en Z× Z definida por:

(a, b)R(c, d)⇔ a + b ≡2 c + 3d

(a) Pruebe que R es relación de equivalencia.

(b) Muestre que [(0, 0)]R ∪ [(1, 0)]R = Z× Z y que [(0, 0)]R ∩ [(1, 0)]R = ∅.
(c) Determine Z× Z/R.

P2. Dados a, b ∈ N fijos, con a ≥ 1 y b ≥ 2 se define en Z la relación R por:

xRy ⇔ b|ax + y, es decir, b divide a ax + y

(a) Demuestre que R es refleja si y sólo si b|(a + 1).

(b) Demuestre que si R es simétrica, entonces b|(a2 − 1).

(c) [Propuesto]Demuestre que para a = 3 y b = 4, R es relación de equivalencia y encuentre Z/R

P3. Sea la sucesión definida por:

a1 = 1, an+1 = an +
1

1 + n
,∀n ≥ 1.

Pruebe usando inducción que
n∑

i=1

ai = (n + 1)an − n

P4. Demuestre por inducción que (∀n ≥ 1)

n∑
k=1

1

k2
≥ 3

2
− 1

n + 1
.

P5. Se sabe que
n∑

k=1

akak+1 = bn

. Muestre que:

n∑
k=1

akak−1 = bn + a1a0 − an+1an y que

2n+1∑
k=n

akak+1 = b2n+1 − bn−1

P6. [Propuesto] Sea f : A→ B una función y R una relación de orden en B. Se define la relación Ω en A
como xΩy ⇔ f(x)Rf(y). Demuestre que Ω es una relación de orden en A si y solo si f es inyectiva.

P7. [Propuesto] Sean x, y dos números reales distintos. Demuestre por inducción que

(∀n ∈ N)(x− y) es factor de xn − yn.


