Fecha: 16 de mayo del 2002
Tiempo: 3 horas

Pauta Control 2 MA-11A Algebra
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[0/2 ptos]

(b) e n=10 10° = 1000 < 1024 = 2!
e Sean > 10
— HIn3 <2
_ m (TL+ 1)3 < 2n+1_

Forma 1

(n+1P=n*+3n*+3n+1 < n®+3n?+3n*+3n?
< nP+9n? <nd+n® <2Vt

Forma 2

(n +1)> = n® + 3n? + 3n + 1. Considerando la hipdtesis de
induccién, basta con probar que 3n? +3n+ 1 < n3. Lo que es
equivalente a probar que n(n? — 3n — 3) > 1. A su vez, para
que ésto sea cierto basta con demostrar que (n? —3n—3) > 1.
Pero:

(n*-3n-3)>1 < (n+1)(n—4) >0.
Pero como n > 10, obviamente se tiene (n + 1)(n —4) > 0.
[0/2 ptos]

Z;é (1) (kj—l) =

[0/2 ptos]



2.

(a) e Reflexividad
Sea f € F. Obviamente f ~ f. Basta con escoger £ = 0. En
efecto: (Vi € N) f(i) — f(i) = 0.
[0/0.5 ptos]

e Simetria
Sean f,g € F tal que f ~ ¢g. Es decir, para un cierto ky € Z se
tiene (Vi € N) f(i) — g(i) = ko. Obviamente g ~ f. Basta con
escoger k = —ky. En efecto: (Vi € N) g(i) — f(i) = —ko.
[0/0.5 ptos]

e Transitividad
Sean f,g,h € F tal que f ~ gy g ~ h. Es decir, para un par
ki, ko € Zsetiene (Vi € N) f(i)—g(i) = k1 y (Vi € N) g(i)—h(3) =
ko. Obviamente f ~ h. Basta con escoger k3 = ki + k2. En efecto:

(Vi € N) f(i) — h(d) = (F(5) — 9(2)) + (9(2) — h(2)) = k.
[0/0.5 ptos]

(b) Sea f € F. Debemos encontrar g € Fy tal que f ~ g. Consideremos

g: N = Z
i = g() = f(@) - f(0)

[0/0.5 ptos]

e g € Fy. En efecto: ¢g(0) = f(0) — f(0) =0.
[0/0.5 ptos]

e f ~ g. Basta con considerar k¥ = f(0). En efecto: para i € N
arbitrario se tiene que f(i) — g(i) = f(0).
[0/0.5 ptos]

(c) Consideremos
h: N - Z
i = g(i)y=—1i
[0/0.5 ptos]
Sea f € JFy arbitrario. Probaremos por induccién que:

(Vi € N) h(d) < f(2).



B(0) = 0 < 0 = £(0)
1 € N.
HLL h(i) < f(i).

.d.q.

e 1 =0

e Sea

p.d.q. h(t +1) < f(i+1).
En efecto: h(i+1) = h(i) =1 < f(i) =1 < f(i +1)
(estamos usando que —1 < f(7) — f(i + 1) < 1).

(d) Sean f,g € Fy arbitrarios. Demostraremos por induccién que
(Vi e N)(3k € Z) f(i) — g(i) = 2k.

i = 0 Basta con k=0. En efecto: f(0) — ¢(0) =0=2x0.
eat €N

— H.I Paraun cierto k € Z: f(i) — g(3) = 2k.

— p.d.q. Parauncierto k' € Z: f(i+1)—g(i +1) =2k

En efecto: basta con notar que f(i+1) € {f(3) — 1, f(1) + 1}

y que g(i +1) € {g(¢) — 1, g(¢) + 1}. Estudiemos las combina-

ciones posibles.

x Sif(i+1) = f(i)—1yg(i+1) = g(i)—1osi f(i+1) = f(i)+1
y g(i +1) = g(i) + 1, se tiene que f(i +1) —g(i + 1) =
f(@) — g(i) = 2k. Es decir: k' = k.

* Si f(i4+1) = f(i)) =1y g(i+1) = g(i) + 1 se tiene que
f+1)—g(i+1)=f(i) —g(i) —2=2(k — 1). Es decir:
E=Fk-1.

* Si f(i4+1) = f(i)) +1y g(i+1) = g(i) — 1 se tiene que
fle+1)—g(i+1)= f(@) —g(i) + 2 = 2(k + 1). Es decir:
E=k+1.

w2

[0/1.5 ptos]

(a) Sean z,y € Sy j € N tal que h?(z) = y. Sabemos que existe un tinico
par ¢, € N tal que j = gk + r donde 0 < r < k. Sigue que:

Y= () = B = ) = (O = i)

[0/1.5 ptos]



(b)

i.

ii.

iii.

Forma 1 Sea z € S. Obviamente z ~ z pues h¥(z) = z.

Forma 2 Sea z € S. Obviamente z ~ z pues h(z) = id(z) = .

Forma 1 Sea z,y € S tal que z ~ y. Es decir, para un cierto
j €N, se tiene que h?(z) = y. Por la parte (a), sabemos que debe
existir un 7 € N, con 0 < 7 < k, tal que h"(z) = y. Aplicando
h*~" a ambos términos se tiene: h*~"(h"(z)) = h*~"(y). Es decir:

hk_r(y) = (hk_r oh")(z) = h(k_””(:v) = hk(:v) = 1.
Es decir, y ~ x.

Forma 2 Se puede demostrar primero que h es invertible. Mas
atn: h~' = RF~1. En efecto:

hoh* ' =hF"toh =h" =id.

Sean z,y € S tal que z ~ y. Es decir, para un cierto j € N, se
tiene que h?(z) = y. Sigue que h~/(y) = z. Lo que es lo mismo,
(h"1(y) = z. Luego, h* DI (y) = z. es decir: y ~ .

[0/2 ptos]

Sea z,y,z € Stal que x ~y A y ~ z. Es decir, para un cierto
par ji, jo € N, se tiene h''(z) =y A h72(y) = 2. Sigue que:

hi2 i (z) = (hj2 o hjl)(x) = hj2(hj1 (z)) = hiz (y) = 2.

Es decir, z ~ z.
[0/1.5 ptos]



