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P1.

i) Demuestre, usando induccién que:

(2n)! < 22(n!)? Vn > 1

Paran =1,(2-1)! < 221(1!)2 & 2 < 4 que es verdadero

Sea (2n)! < 22"(n!)? algin n € N (Hip. Inductiva) (0.5 ptos.)

Por demostrar que [2(n + 1)]! < 22"*2[(n + 1)!)?
En efecto

(2n+2)! = (2n)!(2n + 1)(2n + 2)
< 22" (n1)%(2n + 1)(2n + 2) por hipétesis
(n!)%(2n + 2)(2n + 2) mayorando 2n + 1 < 2n + 2

( )222(n 4+ 1)2 — 22n+2 . [n|(n + 1)]2
(n+1)!] - Tesis

n!
— 22n—|—2[

(1.5 ptos.)

ii) Demuestre (14 z)(1 4 22)(1 + z2°)...(1+ 22" ') = win__IIVn >l,z#1
1

Por induccién sobre n n =1 P.d. que (1 +22 ') = %

r? -1 (x+1)(z —1)

=2 = - = 1
1 +x p— x +

s 1+x% =
se cumple

Sea (1+z)(1+22)...(14+22""") = ffijl algin n € N (H.I) (1.0 pto.)

1
—1 L2

P.d. que (14 z)(1+ 3.1 + 2% )1 +2¥") =

~ i

z—1

hipétesis

2" —1 (@) -1 2

r—1

z—1 r—1

=a 12 1 _; Tesis (1.0 pto.)




iii) Sea A un conjunto infinito y f : A — N una funcién tal que:
(Vn € N), f ' [{n}] es finito o numerable.

Demuestre que A es infinito numerable.

Como f: A — N, entonces A = f~1(N) infinito.

pero f}(N) = fi[{n}],esdecir, A= | f![{n}] en que, por hipéStesis, Vn € N, f "1 [{n}]
neN neN

es infinito o numerable. Asi, A es la unién numerable de conjuntos finitos o numerables.

(1.0 pto.)

Por lo tanto, A es infinito numerable (Prop. vista en clases). (1.0 pto.)
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n
a) Calcule la suma Y k7%(}).
k=0

n(n—1)!
=

1) Err () 0 o() - Srpter

- (n—1)! & N A 2 n—1 bt ) .
= nz = in = k)!7 = nz (k B 1)7 = nz ( k ) -7 cambio del indices
k=1 k=1 k=0
(1.0 pto.)
n—1 n—1 n—1 n—1
=y ( L >7k =) ( L )7’€ 1" 1k — 7n(7 + 1) ! binomio
k=0 k=0 1
n
Asi, 3 kT5(}) = Tn8" ! (1.0 pto.)
k=0
b) i) Demuestre que Vn,i,k € Ncon k <i<n
n\[(i\ _(n\[(n—k
i)\k) \k)\i—k
ny (i ! ! ! —k ! —k)!
En efecto (5)(;) = i:(nnlk)! ) k!(z(zk)! = k!(n—i?;!(i—k)! y () (k) = k!(r?fk)! ) (if(l?)!(n)fi)! =
!
B=R)a=7)!
Desarrollos iguales (1.5 ptos.)

ii) Utilice (i) para probar, sin uso de induccidn, que:

=6 -0
En efecto
; C) (;) segin (3 Z:; (Z) (TZL: :) _ (Z) > (7;_‘ ]f)( en que (Z) no depende de i)

n\ “E ik
— (k) Z < ; ) (cambio de indices)

(1.0 pto.)

_ (Z) 9n~k (Propiedad 2,,: (Z) = 2°)

k=0
(0.5 ptos.)



iii) Calcule, usando (ii)

(1.0 pto.)
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a) Sea E un conjunto y A # ¢ un subconjunto fijo de E. Se define en P(F) la relacién R por:

XRY «AnNX=ANY

a.1) Demuestre que R es relacién transitiva.

i) R es refleja ssi XRX VX € Pp
En efecto XRX & AN X = AN X que es verdadero (0.3 ptos.)

ii) Simétrica. Sea XRY & ANX =ANY

SANY =ANX & YRX

(0.3 ptos.)
por lo tanto R es simétrica.
iii) Transitividad: Sea XRY AYRZ &
ANX =ANYANANY =ANZ=>ANX=ANZ < XRZ
es decir R es relacién transitiva. (0.4 ptos.)

Entonces R es relacién de equivalencia.

a.2) Demuestre que el conjunto cuociente P(E)/R = {[X]/X € P(A)}
Sea [W] € P(E)/R con W C E.
Probaremos que [W] € {[X]/z € P} que equivale a probar que

3X C A tal que [X] = [W]
En efecto, basta tomar X = ANW dedonde X C Ay
ANX=ANn(ANW)=ANW de donde XRW

equivalente a [X] = [W].
Asi [W] € {[X]/X € P(A)}. Entonces P(E)/R C {[X]}/X € P(E)/R. (1.5 ptos.)

Reciprocamente, sea [W] € {[X]}/X € P(A)}, es decir 3X C A C E;[W] € [X] entonces
W] = [X] € P(F)/R.

Asi {[X]/X € P(A)} C P(E)/R. Se concluye que P(E)/R = {[X]/X € P(A)} (0.5 ptos.)



a.3)

Demuestre que para X,Y € P(A) se tiene que
X £Y = [X] £ [Y]

En efecto, sea X #Y.
Como X,) Y CA=ANX=XNANY =Y
de donde ANX # ANY = X no estd relacionado con Y = [X] # [Y] (1.0 pto.)

Observacién. También puede usarse la forma contrareciproca

X]=[Y]=>X=Y

X Y
—
SiX]=[Y]©XRY < ANX=ANY pero X, Y C A

- X=Y

Sea f: A — B una funcién y 7 una relacion de orden en B. Se define la relacion 2 en A como
zQy < f(x)7f(y). Demuestre que 2 es relacién de orden en A, si y solo si f es inyectiva.

(=) Si Q relacién de orden = f es inyectiva.

Sea f(x) = f(y). Como 7 es relacién de orden en B, es refleja

Asi f(x)Tf(y) A f(y)Tf(x) (por la igualdad) (0.5 ptos.)
S XQY AYQX, pero 2 es de orden y por lo tanto antisim.

=z =y. Asi, f es inyectiva. (0.5 ptos.)
(<) Si f es inyectiva =  es relacién de orden.

Es inmediato que Q es refleja pues Vz,zQz < f(z)7f(z) que se cumple por ser 7 refleja (7
es de orden). Ademids si zQz A yQz < f(x)Tf(y) A f(y)Tf(2)

= f(x)7f(2) (7 es transitiva) & XQZ. (0.5 ptos.)
Entonces (2 es transitiva.

Para la antisimetria sea zQy A yQz < f(z)7f(y) A f(y)7f(z)

= f(z) = f(y) pués 7 es antisimétrica.

Pero f es inyectiva, asi f(z) = f(y) = z = y. Entonces 2 es antisimétrica. Se concluye que 2
es relacién de orden en A. (0.5 ptos.)



