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INGENIERT#

El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de estu-
dio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revision de su prue-
ba (Vi 04/05 18:00). Esta se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA11A html
en formato ps o pdf.

Pauta Control 2

Algebra MA11A

Problema 1

(a) Sean E; y E, dos conjuntos no vacios y R; y Ry relaciones de orden definidas en F; y Fj
respectivamente:

(i) Demuestre que R definida en EyxFE, por:
(z,y)R(u,v) < [xRiu A yRyv] es relacién de orden en E;xF
Se debe probar que R es refleja, antisimétrica y transitiva.
0.6 ptos Reflexividad

Hay que probar que V(z,y) € F1xFy, (z,y)R(z,y)

En efecto, (z,y)R(z,y) < [zR1x A yRyy| y esto se cumple al ser R; y Ry relaciones de
orden y por lo tanto reflejas.

0.7 ptos Antisimetria
Se debe probar que si  (z,y)R(u,v) A (u,v)R(z,y), entonces (x,y) = (u,v)

En efecto, (z,y)R(u,v) A (u,v)R(z,y) & (zRiu A yRov) A (uR1x A vRoy)

& (xRyu A uRyz) A (yRov A vRyy) (Asociat. y Conmutat. de A)
= (z=u) A (y=v) (R1, Ry Antisimetricas)
< (z,y) = (u,v) (Igualdad de pares)

0.7 ptos Transitividad
Se debe probar que si  (z,y)R(u,v) A (u,v)R(r,s) entonces (z,y)R(r,s)

En efecto



(@, y) B(u,v) A (u,0)R(r, 5) <

< (zRyu A yRyv) A (uRyr A vRss)

& (xRyu AN uRyr) A (yRav A vRys) (Asociat, conmut, A)
= (xRir A yRys) (R, R, transitivas)

< ((z,y)R(r,s)) (Definicién)

(ii) (1.0 pto.) Si |Ey| > 2y |Ey] > 2y Ry,R, son relaciones de orden total, pruebe que
R es solo de orden parcial.

Como R; y Ry son ordenes totales, entonces (Vx,u € E1) A (Vy,v € Es)
(xRyu vV uRiz) A (yRov V vRyy)

Basta considerar, por ejemplo, que si x,u € F1, y y,v € E, son tales que
(zR1u AvRoy)A ~ (uRyx V yRev). Entonces

(z,y)R(u,v) & (ztRiu AyRov) &V AF & F
A (u,v)R(z,y) & (uRix ANvRoy) & FAV & F

En consecuencia 3(z, y), (u,v) € E1xFE5, de modo que ~ ((z,y)R(u,v) V (u,v)R(z,y))
Por lo tanto R es de orden parcial

OBSERVACION: Si se da un contraejemplo con relaciones R; y Ry particulares, cali-
ficar solo : 0.3 ptos.

(b) Sea (D,)nemw una sucesién de niimeros reales definida por: D, =1, D; =0y D, = (n —
1)[Dp-1+ D, 5] ¥n>2. Demuestre, usando induccién, que:

p=nlyr ¢ C' e N

k!

Usaremos la segunda forma del principio de induccién:

i) (0.5 ptos) Paran=0; D, =0! 3¢ ,)k =01 — 1 (vélido por hipotesis
k=0 !
Tambiénsin =1, D; = 1! Y;_, k,) =11(1—-1)=0 (valido por hipotesis)

(ii) (0.5 ptos) Como (n —1 < n) A (n —2 < n) aceptamos que se cumple




(iii) (2.0 ptos) Por demostrar que D,, = n!Y}_, ,)k

En efecto, D,

= (n—1)(n - 1)! z"-l ‘*.’ + (n— [T G - S
=(n—-1)(n— 1) G+ (n—ryps G — ()t
=(n—1)! [n—1+12" U 1 —( 1)1

=nl i & 1|)k (D)™ =nl[Zk=, |)k - (7nl!)n] - (="

=l yp, G — (1) — () =l Ty, G — (1) (=1)m

Por lo tanto; =nl>% o k1|) Vn e IN

Problema 2

(a) Pruebe que Vn,k € IN, k < n, (k’jl) = H_Lk“ . (Z) y calcule

n n—jtlfn
j=1 3 ji—1

Es inmediato que

(1.0 pto) n—Lk—i—l(Z) = (n—k+f)rziz—k)!k! = (n—k—|—?)!!(lc—1)! = (kil)

OBS: Hay varias otras formas de demostrar la identidad.

Para calcular la suma, en la identidad anterior cambiamos j por k£ y reemplazando queda

a2 () = S 2 ()
@onte) 5 () =54 () - () -2
(b) Dadas f,g: IN — IR, se define (f*g):IN — IR por:

(f xg)(n)

flu) =1y g(u) =u,

= k=0 f(K)g(n — k)
(i) Si

(fxf)n) 5 (fxg)(n) ¥y

VYu € IN, calcule, en funcién de n:

(g*9)(n).

= (n — 1)[Dn_1 + Dn—Q] = (n — 1)[(n _ 1)! zz;é (—

Vn e IN

k!

k _ —_
4+ (-2 5

k!




Ind: Puede usar el valor de sumas conocidas.
(0.3 ptos)  (f # f)(n) = They F(R)f(n— k) = Xj_g1-1= 3} o1 =n+1

(0.7 ptos)  (f *g)(n) = ko f(K)g(n —k) =3k 1 (n—k)
Shom— Y heo k=n(n+1)— "("2+1) = "(";1) (conocido)

(1.0 ptos)

(9x9)(n) =Xk_o9(k)g(n — k) =h_ok(n—k) =
k=01 1k — Xk—o1 k?

= Y= nk — Xk k* = nYg=1k— k= k* =

n*(n+1)  n(n+1)(2n+1) —
2

6
nntl (3 — (20 + 1)] = ML) — mE D (Sumas conocidas)

(ii) Si f(u) =% y guw =% , conabe R, uecN.

ul u!
Calcule, en funcién de a,b y n, el valor de  nl(f * g)(n)

ak pn—k

(2.0 ptos)  nl(f *g)(n) = ko f(k)g(n — k) = n! ko 5 iy
= ! S ey @b = i () akbr k= (a + b)"

Problema 3

Seap€ Z, p>2.Sedefineen Q7 = {qe®/q> 0} larelacién Q, por:

2,y & Ja € Z, %zpa

(i) Demostrar que €2, es relacién de equivalencia en @

Se debe probar que €2, es refleja, simetrica y transitiva.
(0.6 ptos) Reflexividad:

Hay que probar que Vz €@, 2Q,x
hre daeZ, =p* o daeZ, p*=1
Basta tomar a = 0 € Z. Entonces zQ,2Vr € Q"

(0.7 ptos) Simetria:

Hay que demostar que si Vz,y € Q" 28,y entonces yS2,x, es decir:
SiJda € Z, § = p®, entonces Ip € Z, ! =pf

En efecto £ =p® = £ = p@
Y T
Por lo tanto 3 = —a, B € Z ; ¥ = pf = YOz



(ii)

(iii)

(iv)

(0.7 ptos) Transitividad:

Hay que demostrar que Vz,y,z €Q" si 2,y A y€,z entonces z€2,z

)z

esdecir Iy =a+f8 v€Z;L=p" = 202

z_

En efecto zQ,y A Yz = Jo, B € Z; % =p®, ¥ = pf. Entonces % 4= p°p’ = z= a+h

Describa por extensién (el listado de todos los elementos)
A={gell) t<q<8)

Primero es preciso caraterizar [1]q,, es decir, la clase de equivalencia de 1 con p = 2.
(0.5 ptos) [l]g, = {g €QF/¢0l} ={¢e®/¢g=1-2%=2% a € Z}. Es decir, [1]g, es el
conjunto de las potencias de 2.

(0.5 ptos) Entonces A ={q € [1]g,/ 3<¢<8}={313124,8}

Demuestre que, Vy €Q™, [y]q, es un conjunto infinito.

o, ={z €@ /2Qy} ={z cQt /z =y -p*,a € Z}

(1.0 pto) Es inmediato que |[ylq,| = |Z| = A, y por lo tanto [y]q, es infinito.

Recuerde que n € IN, n > 1 es niimero primo si sélo es divisible por la unidad y por si mismo.
Asuma que los nimeros primos son infinitos y demuestre que:
(Va,b primos)[ a # b = [a]a, # [b],], para concluir que hay infinitas clases distintas.

Supongamos que [alo, = [blo,. Entonces a € [b]g,, es decir, af2,b. Pero esto significa que
Ja € Z tal que § = p* o bién a =b - p°.
En tal caso, a seria miltiplo de b (si @ > 0) o b multiplode a (si « < 0) O a =b (si @ =0).

En cualquier caso contradice que a # b, primos. Entonces [a]a, # [blq, si a # b, primos.
Es decir, existen al menos tantas clases distintas como los niimeros primos, esto es, hay infinitas
clases distintas (1.0 ptos).

Demuestre que @/, es numerable.
Indicacién: Considere cualquier funcién ¢ :@Q*/Q, — @ tal que para cada clase C €Q*/Q,
, ©(C)esun z €@ con C = [z]g,

Probaremos que la funcién ¢ :Q*/Q, — Q™
[z]a, — ¢([z],) ==
es una inyeccién.



(1.0 pto) En efecto Vz,y €@, [z]o, # [ylo, = = ¢ [ylo, (clases disjuntas)
=z 7y = ¢(zlo,) # ¢([Yla,)

Entonces, como ¢ es inyectiva, y@Q" es numerable, se concluye (propiedad vista en clases) que
Q" /Q, es numerable.



