MA-11A Algebra 26 de Abril, 2001
Pauta Control 1

PROBLEMA 1:

(i).- Veremos dos formas de hacer esta parte.

e Primera Forma: Usando teoremas légicos (tautologias). Tenemos que
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¢ Segunda Forma: Por casos. Asumimos que [(p=¢)A(53=T7)] = [PVTV (¢As)] es
falsa. Entonces, por definicién de la implicancia, (p = ¢)A(s = 7) es verdadera y BVFV(qAs)
es falsa. Luego, por un lado p = ¢ y § = T son verdaderas, y por otro oy T y ¢A s son falsas.
Sigue que p, q, r v s son verdaderas. Pero ésto implica que ¢ A s es verdadera contradiciendo
nuestra anterior conclusién que era falsa. Nuestro supuesto inicial debe estar malo y por lo

tanto
[(p=ANGE=T)]=[pVTV(eAs)],

es tautologia.
(ii.1).- La forma més sencilla de resolver este problema es mostrando, ya sea a través de tablas de verdad
o usando teoremas légicos (tautologias), que
PRy = [(pAg) <= q] <= (¢=p).

Por propiedades de la implicancia, en particular que p =>¢q, [([p = ¢) A (¢ = p)] <= (p <= q)
y la transitividad de la implicancia, sigue que R es relacién de orden.

En lo que sigue veremos una forma alternativa, pero mas canénica, de abordar el problema.

Debemos probar que R es refleja, anti—simétrica y transitiva.

¢ Reflexividad: Hay que establecer que para todo p € P se tiene que pRp. En efecto, por
absorbencia de A, tenemos que p A p <= p, i.e., pRp.
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¢ Anti-simetria: Hay que establecer que para todo p,q € P si pRq y ¢Rp, entonces p = q. En
efecto,
PRGN GRp <= [(PA g ) A (g Ap > p)] .
Por conmutatividad del A, sigue que ¢ <= p A ¢ <= p. Luego, por la definicién de igualdad
de proposiciones dada en el enunciado, se concluye que p = g.

Nota: También, podria haberse establecido la anti-simetria probando que
[(Pha<= ) N(ghp<=p)]= [p+=dq].

La validez de esta tltima proposicién puede comprobarse ya sea con tablas de verdad o usando
teoremas légicos (tautologias).

e Transitividad: Hay que mostrar que para todo p,q,r € P si pRq y qRr, entonces pRr, i.e.,
que
[(pAg) <= gl AllgAT) <= r] = [(pAT) <= T1].

Supongamos que éste no fuera el caso. Entonces (pAg) <= qy (gAr) <= r serian verdaderos
y (p A1) < r falsa. De la dltima afirmacién, se deriva que r debe ser verdadera y p falsa.
Luego, como (pAgq) <= ¢ es verdadera, tenemos que también g debe ser falsa. Pero entonces,
(g A7) <= r no puede ser verdadera, contradiccién. Nuestro supuesto inicial debe estar mal,
i.e., se tiene que

[(pAq) <> g AllgAr) <> 1] => [(pAT) <> 1.

Nota: Ya sea con tablas de verdad o usando teoremas légicos (tautologias), también podria
haberse establecido la transitividad probando que

[(PAg<= A (gAT <= 7)] = [pAT <> 7] .
(ii.2).- Por (ii.1) sabemos que R es relacién de orden. Luego, para probar que es relacién de orden total,

basta mostrar que para cualquier p,q € P se tiene que pRq o ¢Rp, o lo que es equivalente, que
(pANqg<= q)V (g Ap < D) es una tautologia.

Veremos dos formas de probar esto ultimo.

e Primera Forma: Por tablas de verdad.

|pAg|prhg=q|arp<=p|
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¢ Segunda Forma: Usando teoremas légicos (tautologias). Para ello, observemos que
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Luego,

PANg<=qV(gAp<=p) ssi (qVvp)V(BVq)
ssi (pVD)V(gVQ
ssi T.

e Tercera Forma: Por casos. Suponemos que (p A g < ¢q) V (¢ Ap < p) es falsa. Sigue
que, pAg < qy g Ap <= p son falsas. Luego, si ¢ es verdadera, como pA q¢ <= q es
falsa, debemos tener que p es falsa, lo que implica que ¢ Ap <= p es verdadera, contradiccién.
Por lo tanto, ¢ debe ser falsa, pero entonces ¢ A p <= q seria verdadera, nuevamente una
contradiccién. Nuestro supuesto inicial debe estar mal, i.e., se tiene que

(PAg<=q)V(gAp<p)

es una tautologia.

PROBLEMA 2:

(i.1).- Veremos dos formas de demostrar la igualdad

e Primera Forma: Como para todo conjunto X e Y se tiene que XAY = (X \Y)U (Y \ X),

(AAB)U (BAC) = (A\B)U(B\4)U(B\C)U(C\B)
(AN B°) U (CNB°U(BNAY)U(BNC)
[(ANB°) U (BN B°) U (CNBY)|U[(BNA®)U(BNBY)U(BNC)
= (AUBUC)N(A°UB°UCY)
(AUBUC)\ (ANBNC).

Nota: El mismo argumento se puede reproducir, de manera menos elegante, usando légica
proposicional, i.e., sefialando que

z € (AAB)U (BAC) <= (z€(ANB°)U(CNBY))V (z € (BNA%)U(BNCY))

& z€(AUBUC)\(ANBNC).

e Segunda Forma: Como para todo conjunto X e Y se tiene que XAY = (X UY)N(Y°UX?),

[(AUB) N (A°UB®)]U[(BUC) N (B°UC)]
(AUBUC)N(AUBUCUCY)N(A°UB°UBUC)N (A°UB°UCY)
(AUBUC) N (A°U B°UC)

(AUBUC)\(ANBNO).

(AAB)U (BAC) =

N
N

Nota: Nuevamente, el mismo argumento se puede reproducir, de manera menos elegante,
usando légica proposicional, i.e., sefialando que

z € (AAB)U (BAC) <= (z€(AUB)N(A°UB)V (z € (BUC)N (B°UCY))

& z€(AUBUC)\(ANBNC).
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(i.2).- Veremos varias formas de hacer esta parte.

e Primera Forma: Como XA} = X cualquiera sea el conjunto X, BAB = (), y A es asociativa,
tenemos que

(AAB)A(BAC) = AABABAC = AADAC = AAC.
Pero XAY C X UY cualquiera sean los conjuntos X e Y. Por lo tanto,

AAC = (AAB)A(BAC) C (AAB) U (BAC).

e Segunda Forma: Por (i.1), sabemos que
(AAB)U (BAC)=(AUBUC)N (A°UB°UC").
Pero, AUC CAUBUC y A°UC*° C A°U B°UC*. Por lo tanto,

AAC = (AUC)N(A°UC°) C (AUBUC)N(A°UB°UCY) = (AUBUC)\ (ANBNC).

(ii).- Primero observemos que f~1(B)\ f~!(4) = @ implica que f~1(B) C f~1(A). En efecto, ésto se
tiene puesto que si X e Y son conjuntos, entonces X \ Y = () implica que X C Y. Esta afirmacién
se puede corroborar de dos maneras.

¢ Primera Forma: Si X \Y = 0, entonces X = (X \YYU(XNY)=0U(XNY)=XNY CY.

¢ Segunda Forma: Si X \Y = ), entonces z € X implica que 2 € Y pues si esto no se tuviera,
z € X \Y, lo que contradice el hecho que X \' Y = 0.

Veremos dos formas de demostrar que dada la hipétesis f=1(A U B) = f~1(4).

e Primera Forma: Por propiedades de pre-imagen,
FFHAUB) = fTH (AU FH(B)=f1(4),

donde la tltima igualdad se tiene porque f~1(B) C f~1(4).

¢ Segunda Forma: Por definicién de pre-imagen,
z€f Y AUB) <= f(z) e AUB < (f(z) € A) V (f(z) € B).
Nuevamente por definicién de pre-imagen, obtenemos que
r€fYAUB) < (z e fTHA)V(z e f1(B)).
Ahora, como f~1(B) C f~1(A), si z € f~1(B), entonces z € f~1(A). Sigue que
r€f1(AUB) =z € f1(4),

~1(A). La otra inclusién es evidente, puesto que A C AU B implica que

f
B).
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PROBLEMA 3:

(i).- Para establecer la sobreyectividad de ¢ hay que mostrar que cualquiera sea (z¢,yo) € R? existen dos
rectas L, L' € L no paralelas tales que ¢((L, L")) = (29, yo), 0 equivalentemente, LN L' = {(zo,y0)}
Esto tltimo es directo, pues por todo punto (zg,yo) € R? se pueden trazar una infinidad de rectas
no paralelas entre si que pasen por dicho punto. En particular, las rectas Loy, ¥ L1,y,—z, S0On tales

que LO,?JO n Ll,yo—wo = {(ﬂﬂo,yo)} y por lo tanto w((LO,yo’Ll,yo—wo)) = (-'L'anO)'

(ii.1).- Veremos varias formas de hacer este parte.

e Primera Forma: Como la composicién de funciones biyectivas es biyectiva, se tiene que ho f
es biyectiva para todo h, f € F. Claramente, tanto el dominio como el recorrido de h o f es
E,luego ho f € F.

¢ Segunda Forma: Obviamente se podia haber probado que h o f es biyectiva estableciendo
que es inyectiva y sobreyectiva. Este argumento es mucho mas largo y equivale a re—-demostrar
el resultado que dice que la composicién de funciones biyectivas es biyectiva. Por estar en los
apuntes, omitimos de ésta pauta éste argumento.

e Tercera Forma: Observar que f~! o h™! existe, puesto que tanto h como f son biyectivas.
Ademss, (f"1oh ™) o(hof)=(hof)of loh™! =idg,ie., ho f tiene inversa f~! o h~L.
Como invertibilidad es equivalente a biyectividad esto permite obtener la conclusién deseada.

(ii.2) Veremos dos formas de establecer la biyectividad de ;.

e Primera Forma: Mostrando que ¢y es invertible, luego necesariamente biyectiva. En efecto,
como f es biyectiva, f~! existe. Luego, también existe @¢-1. Ademds, para todo h € F,

i1 097 () = o1 (ps(h) =@p1(ho ) = (ho f)o f = ho(fof™) =hoids =h,

ie., pp-1 0 oy = idr. Andlogamente, ;o 9s—1 = idr, por lo que ¢y es invertible (de hecho
hemos mostrado que tiene inversa ¢z-1).

¢ Segunda Forma: Estableciendo la inyectividad y sobreyectividad de ¢; por separado.
Veamos primero la inyectividad. Tenemos que probar que cualquiera sean h, ' € F, si pr(h) =
@¢(h'), entonces h = h'. En efecto,
(k) = ps(h') < hof =hof <> hofof ' =hofof ! < hoidy = h'oidy <> h=h'.

Veamos ahora la sobreyectividad. Tenemos que probar que cualquiera sea g € F existe un
h € F tal que py(h) =g, i.e., que ho f = g. Como f es biyectiva, tiene inversa y por lo tanto
podemos definir h = g o f~'. Claramente, p¢(h) =go f 1o f=g.



