CONTROL 1 MA11A ALGEBRA
Pauta Problema 1

i) Determine el valor de verdad de las proposiciones p,q,r, vy s si se sabe que la siguiente
proposiciones es verdadera.

[s=(~rVr))=[~{(@=q¢ AsA~7]

Se puede razonar de la siguiente forma:

~ rVr <V, entonces la proposicién [s = (~ 7V )] & [s = V] < V independiente de s.
Demodoque [s = (~rVr)=[~p=>¢gAsA~r|eV=[~(p=q) AsA~r]quees
verdadera.

Asi, necesariamente [~ (p = ¢) As A ~r]< V yporlotanto~ (p=¢q)esV,sesVyn~r
es V, es decir (p = q) es F,ses V yresF con lo cual, finalmente pes V, ges F, ses V' y
resF. (2.0 ptos.)
OBSERVACION: Puede argumentarse de otras formas.

ii) Demuestre, sin usar tablas de verdad, que la siguiente proposicién es un Tautologia.
[(p=~ A>TV Ar]=~p

1¢"* Forma

[(p=~aq) A~ 7V AT]
S (g=~p)A(r=q)Ar] contrareciproco y definicién de =
Slr=q N(g=~p)Ar] conmutatividad de A
= [(r=~p)AT] Transitividad de =
=~ p Propiedad [(a = b) Aa] = b

2% Forma

[(p=~ g A(~rVg) Ar]=~p
S(~pV~g AN{(rA~r)V(rAqg)}] =~p Distribucién de r
Sl(~vpV g AMEV(rAg ] =~p
el~vpV~gArig=~p
S H@N~p)V(gAN~q}Ar]=~p Distribucién de ¢
& {lgn~p)VEF}Ar]=~p

SlgN~pAr]=~p

S~ [gAN~pATIV ~p Definicién de =
S~ aqgVpVe~rVe~p Leyes de Morgan
S (pVeep)V(vgV~vr) e VV(vgVvr)eV

(2.0 ptos.)
iii) Considere la proposicién
p < [(3zo € R)(Fe > 0)(Vx € (xg — &,20 + €))]f(z0) < f(x)

Para las funciones f(z) = z y f(r) = 22, decida si p es verdadera o falsa. Justifique



e Para la funcién f(z) = x la proposicién p queda:
[(Fzo € R)(3e > 0)(Vx € (zg —e,x0 +€))]xg < x
La proposicion es falsa, lo que puede verse mediante su negacién
~p& (Voo € R)(Ve > 0)(3x € (xg —€,20 + €))]z0 >

que es verdadera, bastando para comprobarlo, tomar © = xg—¢&/2 € (zg —€,xo +¢) que
verifica xg > 9 — /2 = z,¥e > 0 (1.0 pto.)

e Para la funcién f(x) = 22 p queda
[(3zo € R)(3e > 0)(Vx € (20 — &, 20 + €))]x3 < 2

La proposicién es, en este caso, verdadera. Basta observar que 22 > 0 Vz € IR con lo
que si g = 0, p se verifica Ve > 0.
De modo que [(30 € IR)(3e > 0)(Vx € (—¢,¢)]0 < 22 (1.0 pto.)



Pauta Problema 2

a) Sea U el conjunto universo y A, B, C Y. Demuestre que
A=B< P(A)=P(B)

Probaremos que A = B = P(A) = P(B).

Sea X € P(A) = X C A pero A= B entonces X C B= X € P(B).

Asi P(A) C P(B) y analogamente P(B) C P(A),

Entonces P(A) = P(B) (1.0 pto.)

P(A)=P(B)= A=DB

Claramente A € P(A) y como P(A) = P(B)= A€ P(B)= ACB.
Analogamente B € P(B) AN P(B) = P(A) = Be€ P(A) = B C A.
Entonces A = B (1.0 pto.)

OBSERVACION: Existen varias alternativas.

b) Sea ® la ley de operacién entre conjuntos definida por A ® B = A N B®. Considere un
universo U y F C P(U) un conjunto no vacio tal que VA, B € F,A® B € F.
Si A, B € F demuestre que:

(i) A e F
(i) ANBeF
(iii) AUBe F
(iv) AABe F
(V) pe FAUEF

Demostracion
i) Sea A€ F,esdecir AALAcF=>A®Ac FperoA® A= AN AC = A,
Asi A € F (1.0 pto.)
ii) Sean A, B € F. Por (i) AY, B € F y por definicién A® ® B¢ € F.
Pero A® ® B¢ = (A9)YN(B)Y = ANB. Asi ANBc F (0.8 ptos.)
iii) A,Be F= A® B = AN B € F pero por (i)
(AN BYY ¢ Fy (AN BY° = (A9 u (BY)Y = AU B.
Ast AUBe F (0.6 ptos.)
iv) ABe FyAAB=(AUB)—-(ANB)=(AUB)N(ANB)°.
Se sabe ya que AUB € F,ANBe F = (ANB)° € F.
. Por (ii) (AUB)N (AN B)Y € F es decir AAB € F (0.8 ptos.)

v) A€ F= A® € F por (i). Por definicion A ® A® € F.
Pero Ax A® = AN (A9)C = AN A= ¢.

Entonces ¢ € F (0.5 ptos.)
También, ¢ € F = ¢© € F por (i) con ¢¢ =U.
Entonces U € F (0.3 ptos.)



Pauta Problema 3

i) Sea f: A — B una funcién. Demuestre que
f es inyectiva < dg: B — A tal que g o f = idy4.
Probaremos que f inyectiva = dg: B — A t.q. go f = id4.
Como f es inyectiva, definimos la funcién h por

h:A— f(A) tal que h(z) = f(x). De este modo
x — h(x)

h serd inyectiva y sobreyectiva y por lo tanto biyectiva.
Entonces existe h=! : f(A) — A tal que Yy € f(A),h" (y) =z € A
Asi, bastard escoger g : B — A tal que

rw sty e f(4)
9(y) = {1’0 € A(arbitrario) siy € (B — f(4))

conlocual go f=h"1o f=idy Vx € A. (1.5 ptos.)

OBSERVACION: Hay otras formas de escoger g en ye(B — f(A))

Si la demostracion no es rigurosa pero el alumno entiende la idea, otorgar hasta 1.0 pto.
Probaremos que si 3g: B — A t.q. g o f = idas = f es inyectiva.

Sea f(1) = f(x2) con f(21), f(xs) € B, entonces g(f(x1)) = g(f(x2))

= (go f)(r1)=go f(x2)h1po:t>e81s idg (r1) = ida (x2) = 21 = 29

Entonces f es inyectiva. (1.5 ptos.)

OTRA FORMA

go f=1ida en que ida es biyectiva.

Entonces g o f es biyectiva, en particular inyectiva.

Por propiedad (vista en clases) g o f inyectiva = f inyectiva.

ii) Sea f: A — B una funcién.
Se define F': P(A) — P(B) por F(X) = f(X) ={f(z)/x € X} = Imagen de X.
X — fXxX
Demuestre que : f es sobreyectiva < F' es sobreyectiva.
Probaremos que si f es sobreyectiva = F' es sobreyectiva.
F' es sobreyectiva si (VY € P(B))(3X € P(A)) t.q. Y = F(X) = f(X).
Pero f es sobreyectiva, entonces por propiedad (vista o propuesta)
VY € P(B),esdecir Y C B, f(f~1())) =Y
Bastard entonces tomar X = f~())) C A con lo cual

JXCA 0, XePA)tqg FX)=f(X)=ff'Q) =Y
(1.5 ptos.)



Probaremos que si F' es sobreyectiva = f es sobreyectiva.
f es sobreyectiva si (Vy € B)(3z € A),y = f(x)

Seay € B={y} C B={y} € P(B).

Como F': P(A) — P(B) es sobreyectiva (hip6tesis)

JX € P(A),X # ¢, obien X C A t.q. F(X) = f(X) ={y}

Asi, necesariamente 3x € X C A t.q. f(z) =y

Es decir (Vy € B)(3z € A);y = f(z) (1.5 ptos.)



