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Fecha: 18 de abril del 2002
Tiempo: 3 horas

Pauta Control 1 MA-11A Algebra

Forma 15 < (pVp) < plp.
Forma 2 jp< (pVvVV) < p|V.

[0/1 pto]
Forma 1 (pV q) « ((p) V (9)) & (/7)< ((plp)/(9l9))-
Forma 2 (pV¢q) & ((p) V (7)) & (9l7) & ((p|V)I(¢]V)).

[0/1 pto]
Forma 1 (pAq) & (pAq) & VT & (la) & ((]0)|(pla)).
Forma 2 (pAg) < (pAqg) < DpVi<e (plg) < ((plg)|V).

[0/1 pto]

. 7 (Vz)(p(z) = ¢) & (Fz)(p(z) = ¢) & (Fz)(p(2) A ).

[0/0.5 ptos]

5 ((V2)p(z)) = ¢ & ((Vz)p(2)) A G.
[0/0.5 ptos]

Vamos a demostrar que r = s.

Forma 1 Por la contrarreciproca.

Hipétesis: ((Vz)p(x)) A q.

p.d.q: Para un cierto z' se tiene p(z') y 4.

En efecto: Por hipétesis, basta con considerar como z’ a cualquier
z. Para aquél se tendrd p(z') y también q.

Forma 2 Por el método directo.
Hipétesis: Para todo z se tiene: SI p(z) ENTONCES gq.
p.d.q: SI para todo z se tiene p(x) ENTONCES se tiene g.
En efecto: Asumamos que para todo z se tiene p(z). Debemos
ser capaces de concluir que se tiene ¢. Sea z arbitrario. Como se
tiene p(z), por la hipé6tesis podemos concluir que entonces se tiene
q.

[0/2 ptos]



2.

(a)

Forma 1 Combinando las dos hipétesis se tiene
(ANW)U(ANW)) C(BNW)U (BNWE).
[0/1.5 ptos]

Por distributividad: AN(WUW*) C BN(WUW*). Como U = WUW*
y X NU = X se concluye que A C B.

[0/1.5 ptos]

Forma 2 Sea x € A. Debemos probar que z € B.
[0/1 pto por dividir por casos]

CASO 1: z e W.
En este caso x € (ANW). Como (ANW) C (BNW) C B, se tiene
que z € B.

[0/1 ptO]
CASO 2: z € We.

En este caso z € (ANW¢). Como (ANW¢) C (BNW*®) C B, se tiene
que z € B.

[0/1 ptO]

Forma 1 Notar que [(A°NB)U (AN B¢)] = AAB. Luego, la hip6tesis
es AAB = B.

[0/1 ptO]
Luego, (AAB)AB = BAB.
[0/1 ptO]

Como la operacién A es asociativa y BAB = ¢, se tiene que A = ¢.
[0/1 ptO]



Forma 2 Por la conrarreciproca. Supongamos que A # ¢. Es decir,
existe un cierto zy € A.

pd.q: [(A“NB)U(ANB°)|#B
[0/0.5 ptos]

En efecto:

[0/0.5 ptos por dividir por casos]

CASO 1: z4 € B.

Basta con demostrar que zo ¢ [(A°N B)U (AN B¢)]. Como zy ¢ Ay
(A°NB) C A° se tiene que zy ¢ (A°NB). Como zy ¢ B¢y (ANDB°) C
B¢, se tiene que zo ¢ (AN B¢). Es decir, z ¢ [(A°N B) U (AN B9)].

[0/1 ptO]

CASO 2: z, ¢ B.

Basta con demostrar que zg € [(A°‘NB)U(ANDB¢)]. Comozy € Ay zy €
B¢, se tiene que zy € (AN B¢). Como (ANB®) C [(A°“NB)U(ANB*)],
se tiene que zy € [(A°N B) U (AN B°)].

[0/1 ptO]

i. A. Sea z € Z. Como tos es sobreyectiva, para un cierto z € X se
tiene t(s(x)) = z. Luego, para y = s(z) se tiene que t(y) = .
[0/0.5 ptos]

B. Sean z1,2, € X tal que s(x;) = sx2). sigue que t(s(z1)) =
t(s(xq)). Por inyectividad de (¢ o s) se tiene que z; = 5.
[0/0.5 ptos]

C. Por la observacién, t7! o (¢ o 5) es sobreyectiva. Luego (7' o
t) o s = s es sobreyectiva.
[0/0.5 ptos]

D. (tos)os ' esinyectiva. Luego to (sos™!) =t es inyectiva.
[0/0.5 ptos]



ii. Forma 1 Como (fog)oh es inyectiva y ho(fog) es sobreyectiva
se tiene que h es biyectiva.
[0/0.5 ptos]

Como go (ho f) es inyectiva y (h o f) o g es sobreyectiva se tiene
que (ho f) es biyectiva.
[0/0.5 ptos]

De esto iltimo, y por la biyectividad de h, se concluye la biyectivi-
dad de f. Esto puede verse de muchos modos: por ejemplo, (ho f)
inyectiva implica f inyectiva; mientras que (h o f) sobreyectiva y
h biyectiva implica f sobreyectiva.

[0/0.5 ptos]

Finalmente, como g o (h o f) es inyectiva y (h o f) es biyectiva,
se tiene que g es inyectiva. Andlogamente, como (ho f) o g es
sobreyectiva y (h o f) es biyectiva, se tiene que g es sobreyectiva.

[0/0.5 ptos]

Forma 2 Como (f og)oh es inyectiva 'y ho (fog) es sobreyectiva
se tiene que h es biyectiva.
[0/0.5 ptos]
Como (f o g) o h es inyectiva y h es biyectiva se tiene que (f o g)
es inyectiva. Como h o (f o g) es sobreyectiva y h es biyectiva se
tiene que (f o g) es sobreyecticva. O sea, (f o g) es biyectiva.
[0/0.5 ptos]

Como (g o h) o f es inyectiva se tiene que f es inyectiva. Como
(f o g) es biyectiva se tiene que f es sobreyectiva. O sea, f es
biyectiva.

[0/0.5 ptos]

De esto tdltimo, y por la biyectividad de (f o g), se concluye la
biyectividad de g. Esto puede verse de muchos modos: por ejem-
plo, (f o g) inyectiva implica g inyectiva; mientras que (f o g)
sobreyectiva y f biyectiva implica g sobreyectiva.

[0/0.5 ptos]



(b) SOBREYECTIVIDAD: f es sobreyectiva. En efecto:

Sea Y € P(A)

p.d.q: para un cierto X € P(U) se tiene f(X) =Y.

En efecto: Basta con considerar X = Y. Obviamente X € P(U) y
ademads, como Y C A,

f(X)=XNA=YnNA=Y.

INYECTIVIDAD: f no es inyectiva. En efecto:

Basta con exhibir dos elementos en el dominio a los que les corres-
ponda, via f, el mismo elemento en el recorrido.

Como A # U, existe un elemento zy € U tal que zy ¢ A. Notar que

A # (AU {zo}).
[0/0.5 ptos]

Sigue que f(A) = AN A= A.Y por otro lado:
f(AU{zo}) = (AU{zo ) NA=(ANA)U({z} NA) = AU¢ = A.

[0/0.5 ptos]



