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El objetivo de esta pauta es orientar la correccién de los ayudantes y dar al alumno una guia de estudio. Es
responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revisién de su prueba. Esta se
puede obtener en la pagina:

http://www.dim.uchile.cl/~lmella/MA12A html en formato ps o pdf.

Problema 1

i) Se define la relacién R C C x C por z1Rza < |21] = |22].
Demuestre que R es relacion de equivalencia y determine y grafique la clase de equivalencia del complejo
20 =2+ iV/5.

e R es relacion de equivalencia. En efecto

1) R esrefleja ssi zRz Vz € C & |z] = |2| que es verdadero.
2) R es simetrica. En efecto
z21Rz & |2’1| = |2:2‘ =4 |22| = |2’1‘ < z9Rz.
Es decir z1 Rz9 = z9Rz;.
3) R es transitiva. En efecto
z1Rzo A 2oRz3 = |21| = |22] A |22]| = |23| = |21] = |23] = z1Rzs.
Es decir z1Rzy A z9Rz3 = z1Rz3 (1.0 pto.)

e La clase de zg =2+ iv5 es Cy, 5 = {2z € C/|z| = [2+iV5|} pero |2+ iV5E| = V4 +5 =3.
Asi Cy ;5 =1{2 € C/|z| = 3}.
Corresponden a los complejos situados en la circunferencia centrada en 0(0,0) y radio r = 3.

(1.0 pto.)

ii) Pruebe que Vn € IN y p € IR, el complejo
z=(1+p ™"+ (1—p ™" € R.
Es inmediato que ¢™/? = cos /2 +isen7/2 = i.
Asiz=(14+pid)"+ (1 —pi)" pero (1+pi)=(1—pi)y tambien (1+pi)” = (1 — pi)™. De modo
quesi (I+pi)"=2= (1—pi)" = 2. (1.5 ptos.)
Sigue que z = zg + Zp = 2R.(20) € IR ( es real puro) (0.5 ptos.)
Observacién: Hay otras formas (aunque més largas) de resolverlo.

iii) Sean 1, w7, ws,ws, wy las raices quintas de la unidad.
Demuestre que (1 —wq)(1 —ws)(1 — w3)(1 —wyg) = 5.

e Es bésico recordar que wf = wy,w} = 1 = w$ = w} - w; = w1 y w] = w?... etc. Ademéds
5-1
wr =14+ w; +wy +wz +ws =14+ w; +w? +wi +wi=0. ® (1.0 pto.)
k=0

Desarrollando (1 — wy — w? + w?)(1 — w — wi + w]) =1 — w} — wi + w? —w + wi
+ w? —wd —w?+ wd Fuwd —wiFwd— wl — w] Fwl® =4 (w +wy Fws Fwy) =4—(-1)=5
~— ~— ~— M~ =
1 1 w w? 1 —-1de®

(1.0 pto.)



Problema 2

a) Se define S C C por S ={z € C/|z| =1}.
Demuestre que (5, ) es grupo abeliano.

o Cerradura: Sean zy,20 € S = |21 - 22| = |21 - 22| =1-1=1

=2z-220€8 (0.5 ptos.)
e Asociatividad y conmutatividad son herencia de (C, ). (0.5 ptos.)
e Neutro: 1 € Spués 1| =1, 1eC. (0.5 ptos.)

e Inversos: Dado z € S, por ejemplo z = e/ = 271 = 7%

ii)

= [z =]e7| =|cosp +isenyp| =1

Asi |27 =1=2"1€eS (0.5 ptos.)
" (S, -) es grupo Abeliano.

Demuestre que si z es rafz n-ésima de la unidad (n > 2) y n es divisor de m, entonces z es raiz
m-ésima de la unidad.

(Indicacién: n € IN es divisor de m € IN < 3k € IN t.q. m =k - n)

En efecto, z raiz n-ésima de la unidad = 2™ = 1.

Entonces 2™ = zF" = 2"k = (z)f = 1F = 1(m =k - n).

Asi: z es raiz m-ésima de la unidad. (1.0 pto.)

Sea U = {z € C/ para algun n € IN,n > 2, z es raiz n-ésima de la unidad}.
Mostrar que (U, -) es subgrupo de grupo (S, -) del punto (a).
(U, ) es subgrupo de (S,-) siU # ¢ y
1) Vzl,zg clU=2z-20€U.
2) V2eU=z21eUl.
U # ¢ pués,al menos 1 e U(1" =1 Vn)

1) En efecto, sean z1,20 € U = Ing,ne € IN t.q. 2" =1 A 232 =1.
Entonces (zl . 22)711-1'7,2 = (Zl)nl'n2 . (22)7711'77‘2 = (Z;Ll)'”@ . (2:5’2)77'1 =12 . 1M

=1-1=1
Asi (21 2)P =1lenquep=mn; -ns € IN=21-20€U (1.5 ptos.)

2) SeazeU=3Ine N tq.z"=1.
=) l=1"t=1=CEYY=1=21cU (1.5 ptos.)

OBS. También se puede probar con zy,z2 € U = 21 - z;l eU



Problema 3

Sea (G, *) un grupo no necesariamente abeliano con neutro e.

i) Para a € G, se define la funcién h, : G — G por hy(z) = a*x*a"(a"! es el inverso de a en G)
Pruebe que Ya € G, h, es un isomorfismo de (G, ) en (G, *).
Es necesario probar que h, es un homomorfismo y que es biyectiva

e h, es homomorfismo: Por demostrar que Vz,y € G

ha(z *y) = ha(x) * ha(y)

En efecto
ha(x) * he(y) = (axz*a 1) ¥ (axy*xa”') (asociando)
=(axx)*(a P xa)x(yxat) (a7'xa=e)
=(axz)*xex(y*xa t) (asociando)
=ax(zxy)xat =he(r*y)
e h, es biyectiva: (1.0 pto.)
Inyectiva: Sea hy(z) = ho(y) = axzxa ™t =a*xy*al.
a'y a~! son regulares o cancelables en G = x =y
Asi, h, es inyectiva. (0.5 ptos.)

Epiyectiva: Yy € G 3z € G t.q. he(x) = y.
Sea y € G, para « € G basta tomar £ =a ' *y*xa € G con lo cual

ho(z) =ax (a ' xy+a)*xa™' (asociando )

=(axa VHxyx(axa) axa'=e=a"'xa

—exyxe=y
Asi 3z € G t.q. y = he(2) (0.5 ptos.)

ii) Se definen los conpuntos A = {f : G — G/ f es isomorf. de (G,*) en (G,*)} y B={g: G — G/g es

biyectiva}.
Demuestre que (A, o) es subgrupo de (B, o) (o es la composicién de funciones).
Previo, A # ¢ pués, al menos, f =id4 es un isomorf. de (G, *) en (G, x). (0.2 ptos.)
Ademas: Vf,g € A, f,g biyectivas y , f,g son homomorfismos ... g o f es biyectiva y g o f es un
homomorfismo.
Asigofe A (0.4 ptos.)

Tambien f € A = f es biyectiva y f es homomorfismo y por lo tanto f~! es biyectiva y f~!
homomorfismo = f~! € A.
Entonces (A4, o) es subgrupo de (B, o). (0.4 ptos.)

OBS. El alumno puede invocar, sin tener que demostrar, propiedades vistas en clase y por lo tanto argu-
mentar.

i) f,g isomorfismos y la composicién de isomorfismos es isomorfismo = go f € A.

ii) f isomorfismo = f~! es isomorfismo.
Asi (A, o) subgrupo (B, o).



iii)

iv)

Pruebe que la funcién ¢ : (G, %) — (4,0)
a — p(a) = h,
es un homomorfismo, en donde A es el conjunto de los isomorfismos definido en (ii) y h, es el isomorfismo
del punto (i).
Por demostrar que Va,b € G ¢(a *b) = p(a) o p(b)
En efecto:

0(a*b) = haw, = (a*b) x % (axb)~"

=(axb)xxx (b 'xa"') (asociando)

=ax(bxzxb Hxal (1.0 pto.)
= ha(bxxzxb 1) (definicién)
= hq(hp) (definicién)
=haohy, =¢p(a)op(b)
Asi p(a*b) = p(a) o p(b) .. h es un homomorfismo. (1.0 pto.)
Un ejemplo puede ser, considerar el grupo trivial ({e},*) ¢(a) = p(e) = he = e x x *x e~* = x, pero

ze{e}=>x=e
Sigue que ¢ = h, = e = c&.
También puede considerarse que (G, *) sea abeliano, y en tal caso

1

pla)=ha=axzxa ' =(axa V)xz=cxz=a VrecG

Asi ® = idg.
Es decir Va € G ¢p(a) = idg = constante.



Problema 3 Parte (ii)

Es probable que muchos alumnos no reconozcan como vistas en clases las propiedades de los isomorfismos.
En tal caso, a pesar de tener asignaciéon de 1.0 pto., deberian argumentar como sigue.

A # ¢ pués, al menos f =idy € A

Sigue que:

1)

Sean f,g € A, es decir f, g son isomorfismos de (g, %) en (G, *).
Por demostrar que g o f es isomorfismo de (G, *) en (G, *).

En efecto: g, f biyectivas = g o f biyectiva.

Ademas

(go Nz *y) =g(f(zxy)) =g(f(@)= f(y)) . :
= 9(F(2) % 9(FW)) = (g0 F)() * (g0 (1) } Pués g y f son isomorfismos de (G, *) en (G, )

Entonces go f € A. (0.5 ptos.)

Sea f € A, es decir f es biyectiva y f es homomorfismo.
Entonces f~! es también biyectiva y sea f~1(z*xy) =u = 2z xy = f(u).
Como z,y € G,3a,b € G t.q. x = f(a) N y= f(b)
= fHz)=a N fHy) =0
Sigue que zxy = f(u) = f(a)* f(b) = f(u) y por el morfismo f(axb) = f(u) ' 1nye:1>ct1va axb=u.
Entonces f~1(2)* f~Y(y) =u= f~1(x*y) .. f ! eshomomorfismo con lo cual f~! € A.(0.5 ptos.)



