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MA1101 Introducción al Algebra 10-1Pauta Control 6P1.(a) a ∈ R, �jo y ϕ : R[x] → R de�nida por ϕ(P ) = P (a), ∀P ∈ R[x]. Se probará que ϕ es unhomomor�smo sobreye
tivo entre los anillos (R[x], +, ·) y (R, +, ·).Mor�smo aditivo: Sean P , Q ∈ R[x] (P y Q son tambien fun
iones de R en R)

ϕ(P + Q) = (P + Q)(a) = P (a) + Q(a) = ϕ(P ) + ϕ(Q). (0.7 ptos.)Mor�smo multipli
ativo: ϕ(PQ) = (PQ)(a) = P (a) · Q(a) = ϕ(P ) · ϕ(Q) (0.7 ptos.)
ϕ es sobreye
tiva si ∀c ∈ R ∃P ∈ R[x] tal que ϕ(P ) = c.Basta tomar P ∈ R(x) tal que P (x) = c (Polinomio 
onstante) 
on lo 
ual
ϕ(P ) = P (a) = c. Sigue que ϕ es mor�smo sobreye
tivo. (0.8 ptos.)
ϕ no es isomor�smo porque ϕ no es inye
tiva y por lo tanto no es biye
tiva.Por ejemplo, para P (x) = x y Q(x) = a, P 6= Q, pero ϕ(P ) = P (a) = a = Q(a) = ϕ(Q). (0.8 ptos.)Observa
ión: También puede argumentarse di
iendo que no es posible 
onstruir un isomor�smo entreel anillo (R[x], +.·) y (R, +, ·) que más allá de anillo, es 
uerpo.(b) Probar, sin indu

ión, que n

∑

k=0

(

n
k

)2
=

(

2n
n

), ∀n ∈ N. Usamos que (1 + x)2n = (1 + x)n · (1 + x)n.El primer miembro es un polinomio de grado 2n

(1 + x)2n =
2n
∑

k=0

(

2n
k

)

xk, donde el 
oe�
iente de xn es, 
laramente, (

2n
n

). (1.0 pto.)El segundo miembro es el produ
to de dos poninomios de grado n

(1 + x)n(1 + x)n = (
n
∑

k=0

(

n
k

)

xk)(
n
∑

k=0

(

n
k

)

xk. que puede es
ribirse 
omo
(P · Q)(x) =

2n
∑

i=0

cix
i =

2n
∑

i=0

(
i

∑

k=0

akbi−k)xidonde ci =
i

∑

k=0

akbi−k y en este 
aso ak =
(

n
k

) y bi−k =
(

n
i−k

)Así, ci =
i

∑

k=0

(

n
k

)(

n
i−k

) de donde el 
oe�
iente de xn será cn (1.0 pto.)es de
ir cn =
n
∑

k=0

(

n
k

)(

n
n−k

) y re
ordando que (

n
k

)

=
(

n
n−k

)queda cn =
n
∑

k=0

(

n
k

)(

n
k

)

=
n
∑

k=0

(

n
k

)2Los polinomios son iguales y por lo tanto sus 
oe�
ientes son iguales, en parti
ular el de xn.Se 
on
luye que n
∑

k=0

(

n
k

)2
=

(

2n
n

). (1.0 pto.)P2.(a) z =
√

2
2 + i

√

2
2 , w = 1

2 + i
√

3
2 . En
ontrar el menor n ∈ N \ {0} tal que zn = wn = 1.

z y w en forma polar son z = eiπ/4 y w = eiπ/3. (0.5 ptos.)Además, zn = wn = 1 puede es
ribirse 
omo wn

zn = 1

⇒
(

w
z

)n
= 1 de donde (

eiπ/3

eiπ/4

)n

= 1 ⇒
(

ei( π
3
−

π
4
)
)n

= 11



Así, ei nπ
12 = 1 donde arg(1) = 0, 1 = ei·0 (1.0 pto.)es de
ir e

nπ
12

i = ei·0 y por lo tanto nπ
12 = 2kπ + 0, k ∈ Z.

⇒ n = 24k pero n 6= 0, n ∈ N.Enton
es el menor n se obtiene para k = 1, es de
ir n = 24 (1.5 ptos.)(b) (i) Del esquema, es inmediato que zA = 1 + i, zB = 2 + i y zC = 3 + itambién |zA| =
√

2, |zB| =
√

5 y |zC | =
√

10
(

z = c + bi, |z| =
√

a2 + b2
)En forma polar, z = |z|eiθ 
on θ = arg(z)Así, zA =

√
2eiα, zB =

√
5eiβ y zC =

√
10eiγ . (1.0 pto.)(ii) Considerando el produ
to de los tres 
omplejos, se tiene

zA · zB · zC = (1 + i)(2 + i)(3 + i) =
√

2eiα ·
√

5eiβ ·
√

10eiγ .Resolviendo (1 + 3i)(3 + i) = 10ei(α+β+γ) ⇔ 10i = 10ei(α+β+γ) donde i = eiπ/2. (1.0 pto.)Sigue que α + β + γ = 2kπ + π/2, pero 0 < α, β, γ < π/2 es de
ir
α + β + γ < 3π

2 y por lo tanto, solamente k = 0. Sigue que α + β + γ = π
2 . (1.0 pto.)
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