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Pauta Problema 1

a) Demuestre, utilizando las propiedades de las raices de la unidad que Vn € Nn > 2

27 4 2(n— )7
c0s— +cos— + ... + cos———— = -1
n n n
2w 4m 2(n— D)m
y sen— +sen— + ...+ sen———— =0
n n

En efecto, se sabe que la suma de las raices ene-ésimas de la unidad, es cero, es decir

n—1 -
> Wi =0 en que Wy, =%, k=0,1,2,...,n—1
k=0

o bien W}, = cos%—7T + z'sen2’“—’r k=0,1,....,n—1

n—1
Asi, > W =0= Wy + Z (cos2ET + jsen2Em) =0 con Wp =1
k=0

(1.0 pto.)
n—1
Entonces kz—:l (cos2ET 4 jsen2Em — —1
= Z cosZT 4 Z sen2T = —1 de donde identificando la parte real y la imaginaria
E cos®ET = cos2E 4 cosiT + . 4+ cosM = —1 (Parte real)
y Z 36712’“—7r = sen + sen®® 4+ . + sen@ = 0 (Parte imaginaria)
(1.0 pto.)
b) i) Demuestre que Vz,22 € C
21Z2 + Z122 = 2|21 22|cos¢, donde ¢ es el dngulo entre los complejos 21 y z2.
Los complejos en forma polar (o exponencial) pueden escribirse como:
21 = p1er = py(cosp; + isenyp;)
Z9 = p2e™2 = py(cosps + isenyy)
Z1 =e "1 = pi(cosp; —isenyy)
Za =€ "2 = py(cosps — isenyps)
en donde p1 = |z1| = |Z1]; p2 = |22] = [Z2| ¥ 1 = Arg(21), 02 = Arg(22)
Reemplazando queda:
2172 + 2120 = p1e¥ipaeT %2 4 pieT i1 pyeive
= p1p2ei(<ﬁ1*‘92) + p1p267i(¢17¢2)
(1.0 pto.)

y en polares

prp2[cos(p1 — p2) +isen(p1 — p2) + cos[—(p1 — p2)] + isen[—(p1 — p2)]]
p1p2[2cos(p1 — p2) + isen(p1 — p2) —isen(p1 — ¢2)]
= 2p1pacos(ip1 — p2) = 2|21]|22]cos(p1 — p2)



Asi 2|21||22|cos(p1 — 2) = 2|z122|cos¢ de donde cos(p1 — p2) = cosd, es decir ¢ = p1 — @2 = dngulo
entre 21 y 2o. (1.0 pto.)

ii) Sean s,u,v complejos que satisfacen la relacién s = u — v y ¢ es el dngulo entre los complejos u y
v. Demuestre que |s|? = |u|?> + |[v|? — 2|u||v|cos.

Indicacién: Puede usar (i) y recuerde que |z|? = 2z,Vz € C. De la relacién s = 4 —v), tomando médulo
y 02 |s]? = |u — v|? = (u — v)(u — v) segtn indicacién asf, |s|? = (v — v)(W — V) = v + VU — UV — Uv

(1.0 pto.)
en donde vwu = |u|?,v0 = |v|? y usando b) i) uT + uv = 2|uv|cosp donde ¢ es el dngulo entre u y v
Asi, |s|? = |u]? + |v|* — 2|uv|cosd o bién |s|? = |u|? + |v]? — 2|u||v|cose

(1.0 pto.)



Pauta Problema 2

Sean (G, *) y (H,0) grupos con neutros eg y em respectivamente. Se define en G x H la ley de composicién
interna A por:

i)

ii)

iii)

(a,b)A(c,d) = (a * ¢, bod)¥(a, b)(c,d) € G x H
Demuestre que (G x H,A) es grupo

Cerradura: (G, ) y (H,o0) son grupos, entonces a x ¢ € G y bod € H es decir (a * ¢,bod) € G x
H VY(a,b),(c,d) € G x H de donde G x H es cerrado para A.

Asociatividad: % y o asocian en Gy H respectivamente entonces
[(a,b)A(c,d)|A(f, 9) = (axc,bod) A(f, g) = [(a* c) x f, (bod)og]
= [axcx f),bo(dog)] = (a,b) Ac* f,dog) = (a,b)A(c,d)A(f, 9))
es decir A es asociativa en G x H. (1.0 pto.)
Neutro en G X H: cg es neutro en G y ey neutro en H. Es inmediato que (e, en) es neutro en G x H,
en efecto:
(eg.en)A(a,b) = (eg xa,emob) = (a,b)
y (a,b)A(eq,em) = (a*eqg,boer) = (a,b).

Inversos: Dado (a,b) € G x H y a~! inverso de a en G y b’ inverso de b en H, el inverso de (a,b) en
G x H serd (a™1,b'). En efecto

(a,D)A(a ") = (axa™t,bod') = (e, en)analogamente
(a1, b")A(a,b) = (a™ ! xa,b'0b) = eg,en).

Asi, (G x H, ) es grupo. (1.0 pto.)
Demuestre que las funciones ¢ y 1 definidas por:

p:GxH—>G y Yv:GxH—->H
(9,h) = o((g;h)) =9 (9,h) = ¢¥((g,h)) = h
son homomorfismos sobreyectivos.

En efecto ¢ es sobreyectiva pués Vg € @G, bastard tomar cualquier (g,h) € G x H, por ejemplo
(9,em) € Gx Hy ¢((g,en)) = g- Ademds

©l(g1, h1) A(g2, ha)] = (g1 * g2, hioh2) = g1 * g
= (g1, h1) * (g2, h2)
es decir ¢ es homomorfismo de (G x H,A) en (G, ) (1.0 pto.)
Considere G = H;* = o y la funcién f : G x G — G definida por f((a,b)) = (a*b)~! V(a,b) € G x G.
Pruebe que: f es un homomorfismo de (G x G, A) en (G, *) & (G, *) es abeliano
(=) Se puede considerar (a, €), (e,d) € G x G con e neutro en G y f homomorfismo de (G x G, A) en
(G, ). Entonces f[(a,e)A(e,d)] = f((a,e)) = f((e, d))
= flaxe,exd) =(axe) tx(exd) = f((a,d) =a txd?
= (axd)'=atxd = (axd) " x/(dx AT
= axd=d=+aVa,d € Gpor lo tanto(G, *)



es Abeliano (1.0 pto.)

(<) Sea (G, *) grupo Abeliano. Entonces

fl(a,0)Ale,d)] = fllaxe,bxd)] = [(axc) (bxd)]™
=b*d) " x(axe) =@ xb ) x (¢ xa™t) y asociando y conmutando
— (b )« (@ xe) = (ax ) x (cx ) = fl(a, )] * £l(e,d)]

es decir f es homomorfismo de (G x G, A) en (G, %) (1.0 pto.)



Pauta Problema 3

Sea (A,+,-) un anillo (no necesariamente con unidad). Paran € Z y Q € A se define

na=a+a+..+asin>0; 0a=04€A sin=0
N—_— —
n veces
y na=(—a)+(—a)+ ...+ (—a) sin<0

Ademds, puede usar, sin demostrar que:

(Vm,n € Z)(Va,b € A)(n +m)a =na + ma
n(ma) = nma;a(nb) = nab

Considere en (Z x A) las leyes suma y producto definidas por
Suma: (n,a) ® (m,b) = (n +m,a +b)
Producto: (n,a) ® (m,b) = (n,m,nb+ ma + ab)
Demuestre que (Z X, ®,®) es un anillo con unidad. En efecto (Z x @) es grupo Abeliano pués
@ es cerradaen Z x A pués (n +m,a+b) € Z x A.
@ es asociativa y conmutativa puesto que + en Z y + en A asocian y conmutan en esos anillos.
Neutro para @: (0,04) € Z x A pués

(TL, a) D (07 OA) = (n +0,a+ OA) = (n7 a) = (07 OA) D (n7 a)
Simétricos: V(n,a) € Z x A existe (—n, —a) € Z x A tal que
(n,a) ® (—n, —a) = (n —n,a(—a)) = (0,04)

por lo tanto (Z x A, ®) es grupo Abeliano. (1.0 pto.)

© es asociativa. Por demostrar que V(n1,a1), (n2,az2), (n3,a3) € Z x A se cumple
(n1,a1) © [(n2,a2) © (n3,a3)] = [(na,a1)) © (n2,a2)] © (n3, as)

En efecto (n1,a1) ® [(n2,as) © (n3,a3)] = (n1,a1) © (nans, nsas + nzas + azaz) = (nyinang,ninzaz +
N1N3as + N1 a2a3 +NaN3ay +N2a1a3 +N3a1a2 +a10203) y [(N1,a1) © (n2,a2)] © (n3,a3) = (ning,niaz +
npay + araz) © (ng,a3) = (ninang, N1noag + n3nias + ngngar + nzaias + nyazas +noaraz +arasaz) y
estos desarrollos son iguales si se consideran la asociatividad y propiedades de la definicién en el anillo
(A,+,) (0.5 ptos.)

Distributividad
(n1,a1) © [(n2,a2) ® (n3,a3)] = (n1,a1) © (n2,a2) ® (n1,a1) © (n3,as)
En efecto

(n1,a1) © [(n2,a2) ® (n3,as)] = (n1,a1) © (n2 + as, az + as)
= (ning + n3),n1as + n1az + neay + nzar + aras + ajas)

(n1,a1) © (n2,a2) ® (n1,a1) © (n3,a3) = (1N, n1az + noay + aiaz)
®(n1as + nias + nzar + araz)

= (n1(n2 + n3),n1as + neay + niag + nzay + aras + aas)



ii)

iii)

y los desarrollos son iguales usando las propiedades de (A, +, ) por lo tanto (Z x A, ®, ®) es un anillo.
(0.5 ptos.)
Unidad: (n,u) € Z x A es unidad de (Z x A, ®, Q) si V(m,b) € Z x A
(n,u) @ (m,b) = (m,b) ® (n,u) = (m,b)
Entonces

n-m =m
nb+mu+ub =b
=>n=1€Zyl-b+mu+ub=>b=>mu+ub=0y4

(nm,nb+ mu + ub) = (m,b) == {

y esto dltimo se cumple solo siu = 04(m-04+04b =04). Asi (1,04) € Z x Aes unidad de (Z x A, ®,®)
(1.0 pto.)

Demuestre que las funciones

[f:A—>ZxA y 9g:Z—>ZxA
a— f(a) = (0,a) n — g(n) = (n,04)

son homomorfismos inyectivos de los anillos (4, +,:) y (Z,+,-) en el anillo (Z x A, ®,®) respectiva-
mente.

En efecto: f inyectiva f(a) = f(b) = (0,a) = (0,b) = a =b.
Morfismos:
Para &  f(a)® f(b) = (0,a) ® (0,b) = (0,a +b) = f(a+b)
Para © f(a) ® f(b) = (0,a) ® (0,b) = (0,0b + 0a + ab)
= (0,ad) = f(ab)

(0.8 ptos.)
g inyectiva g(n1) = g(n2) = (n1,04) = (n2,04) = N1 =ny
Morfismos:
Para @ g(n1) @ g(nz) = (n1,04) ® (n2,04) = (N1 +n2,04) = g(ng + ny)
Para © g(n1) ® g(n2) = (n1,04) © (n2,04) = (n1n2,1104 + 1204 +0404)
= (n1n2,04) = g(nin2)
(0.7 ptos.)

Considere en lugar de (A,+,-) el cuerpo (Zs,+,-) Muestre que el anillo (Z x Z5, ®, ®) tiene divisores
del cero

Es (Z x Z5,®,®) un cuerpo?

Bastard tomar, por ejemplo (0,[a]s) y (n,[b]s) en Z X Zj5 y plantear (0,[a]s) ® (n,[b]s) = (0,[0]5) =
cero en Z X Zs. Entonces (0-n,0- [b]s + n[a]s + [0]5[6]5) = (0,n[a]s + [ab]s) = (0,[0]5).

De esto, si tomamos, n =1, [a] = [1] y [b] = [4] se tiene:

nlals + [abls = 1[1]s + [4]s = [5]s = [0]s = (0, [1]5) © (1, [4]5) = (0,[0]s)
Asi, (0,[1]5) # (0,[0]5) ¥ (1,[4]5) # (0,[0]5) son divisores del cero de (Z x Zs5, ®,®) (1.2 ptos.)

(Z x Zs5,®,®) no puede ser cuerpo porque tiene divisores del cero. (0.3 ptos.)



