MA-11A Algebra 8 v 29 de Junio, 2000

Pauta Control No. 3

PROBLEMA 1:

(i).- Por definicién de f, f2(z,y) = fo ( ,¥) = f(—z,y) = (z,y) = id(z,y). Andlogamente, por

definicién de g, 94(96_, y) =g og(z,y) —y,z) = g>og(—y,2) = g*(—2,—y) =gog(-=,—y) =
9y, —z) = (z,y) = id(z,y).

Hay dos formas de ver que f y g son biyectivas.

e Primera Forma: Como f2 = id, entonces fo f = id, luego f es invertible (tiene como inversa
f) y por lo tanto biyectiva. Como g* = id, entonces g o g° = id, luego g es invertible (tiene
como inversa g%) y por lo tanto biyectiva.

¢ Segunda Forma: Sean z,z',y,y' € R Si f(z,y) = f(',y'), entonces (-z,y) = (-z',y').
Sigueque z = 2’ ey = 3’ y que f esinyectiva. Si g(z,y) = g(z’,y’), entonces (-y, z) = (-y', z').
Sigue que x = 2’ e y = y' y que g es inyectiva. Ademés, f(-z,y) = (z,y) luego f es epiyectiva
y 9(y,—x) = (z,y) luego g es epiyectiva.

Finalmente, notar que g~' (z,y) = (y, -). Luego, go f(z,y) = g(-=,y) = (-y,-2) y fog ' (z,9) =
f(y,-z) = (~y,-z). Por lo tanto, go f = fog™!

(ii).- Probemos primero que Vp € Z, fP = id si pes par y fP = f si p es impar. Hay dos formas de
hacerlo.

e Primera Forma: Probando primero, por induccién, que Vp € N, fP =idsipespary fP=f
si p es impar. En efecto, como f° = id y 0 es par se tiene la base de la induccién. Supongamos
que la propiedad se cumple para p y veamos que se tiene para p+ 1. En efecto, si p+ 1 es par,
p es impar, luego fPT! = fPo f = fo f = id. Andlogamente, si p+ 1 es impar, p es par, luego
fPtl = fPo f =ido f = f. Esto concluye la induccién. Para ver que la propiedad se tiene
para todo p € Z basta notar que f~' = f. Luego, si p < 0, entonces f? = (f~1)I7l = fl?| que
es igual a id o a f despendiendo de si |p| (luego p) es par o impar respectivamente.

¢ Segunda Forma: Observando que si p es par, entonces existe k € Z tal que p = 2k. Luego,
P = (f>)* = id* = id. Observando que si p es impar, entonces existe k € Z tal que p = 2k +1.
Luego, f? = (f*)*o f =id*o f = f.

Hay dos formas de probar que ({fP:R? — R? : p € Z},0) es isomorfo a ({-1,+1},-).

e Primera Forma: Observamos que {f?:R2 — R? : p € Z} = {id, f}. Luego, ¢:{id, f} —
{-1,+1} tal que ¢(id) = +1y ¢(f) = -1 es claramente biyectiva ademés

plidoid) = ¢(id) = +1 = +1-+1 = ¢(id) - ¢(id).
¢lido f) = ¢(f) = -1 = +1--1 = ¢(id)-¢(f).
¢(foid) = ¢(f) = -1 = -1-41 = ¢(f)-(id).
¢(fof) = o(id) = +1 = -1--1 = ¢(f)-6(f).
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Sigue que ¢ es un isomorfismo, i.e., {fP:R2 - R? : pe Z} y {-1,+1} son isomorfos.

e Segunda Forma: Observamos que {fP:R*> — R? : pe€ Z} = {id, f} y recordamos que existe
un tnico (salvo isomorfismo) grupo de cardinalidad 2. Luego, ({id, f},0) y ({-1,+1},-) deben
necesariamente ser isomorfos.

(iii).- Para probar que Vn € N, g" o f = f o g~" se puede proceder por induccién. Como g%o f =ido f =
f = foid = fog®se cumple la base de la induccién. Supongamos que la propiedad se cumple para
n y veamos que se tiene para n + 1. En efecto, por (i), g"™l o f = gfo(go f) =g o (fog™!) =
(g™ o f)og~". Luego, por hipétesis inductiva "t o f = (fog)og~! = fog~ ("1, Esto concluye
la induccién. (Siendo menos riguroso uno puede observar que se cumple la siguiente recurrencia:
gtof=(g"toflogl=(g"20f)og2=...=fog™™, vy que de ella se deduce facilmente el
resultado deseado — la formalizacién de este argumento pasa por usar induccién).

Observar ahora que g" o f = f o g™ implica que f = g™ o f o g~™, que a su vez implica que
fogt =g "of,ie,g™of = fog" Luego, Vn € N, g"o f = f o g~ implica que Vn € Z,
gtof=7Ffog™m

Finalmente notar que si p es par, entonces fP =idy
(frogh)o(ffogl)=fmog"ieg.
Si por el contrario, p es impar, entonces fP = f y

(fm°g")°(fp°yq):fmo(g"of)ogq:fmo(fog_")ogq:fm“og—”ﬂeg_

(iv).- Primero observemos que G C H. En efecto, por (i), tanto f como g son biyectivas, y por lo tanto f~!
y g~ ! no sélo existen, sino que también son biyectivas. Como composicién de funciones biyectivas
es biyectiva, sigue que f™, g™, y f™ o g™ son biyectivas, cualesquiera sean m y n en Z, i.e., G C H.

Hay dos formas de probar que (G, o) es subgrupo de (H, o).

e Primera Forma: Verificando que G # 0 y que Vm,n,m’,n’ € Z, (f™og™) o (f™ og” )~ ! € G.
Lo primero es obvio ya que f®og° = idoid = id € G. Lo segundo se comprueba observando que
(F™og™)o(f™ og™ )™ = (fmog™o(g™ ) o (f™) Tt = fMoghog T of T = fMog" M o f T
Luego, (f™og™) o (f™ 0g™ )™l = fmogn o f~™ 6 g0 € G, donde la pertenencia se deduce
de (iii).

¢ Segunda Forma: Verificando que (G, o) satisface las propiedades de grupo.

Claramente, por (iii), o es ley de composicién interna sobre G. La asociatividad de o en
G se hereda de la asociatividad de la composicién de funciones. Como (f™ o g") o id =
ido(fMog™) = fMog™yid = fOoq° € G, se tiene que id es neutro para o sobre G. Finalmente,
(frogh)™ =(g") "o (f™)" =g "o f ™ Luego, (fmog") ' = flogmof™og’€g,
donde la pertenencia se deduce de (iii).

Para ver que (G,o) es no—abeliano, basta observar que g o f(z,y) = g9(-z,y) = (-y,-z) y que
fog(z,y) =g(-y,2) = (y,2), luego go f # fog.
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PROBLEMA 2:

(i).- Primero veamos el caso de (1 —4)*(1 +4)*.

e Primera Forma: Como (1 —i)(1 + i) = 2, sigue que (1 —i)*(1+4)* =24,

e Segunda Forma: Como 1 —i = /2e~¥/* y 14+ i = /2e!™/*, sigue que (1 —i)*(1 +i)* =
V28e—imeim = 24,

En el casode 1 +i+ (i —1)/(|1 —4|? + %), observar que |1 —i|? = 2, luego

i-1 (i-1)2-49  -1+3i
[1—i]2+i |2 + |2 B 5
Luego,
] i—1 4 8.
1464+ —— = -+ _i.

1—i2+i 5 5

(ii).- Para encontrar la forma polar de z = (1+14+/3)/2 basta notar que p = |2| = \/(1/2)2 +(V3/2)2 =1
y que 8 = arccos(1/2) = /3, luego
1 +2’L\/§ _ eiﬂ-/3 .

Supongamos primero que m € N es divisible por 6, i.e., m = 6k para algin k € N. Sigue que

<1+2i\/§> +<_1+2i\/?_’> _ (@) 4 (e

Supongamos ahora que
1+iv3\" 1+iv3)
- +|-—5 — 2.

Claramente m no puede ser impar pues si lo fuera el término de la izquierda en la anterior igualdad

serta 1+iv3\ 1+iv3) 1+iv3\ [1+a/3\"
) - () e

Luego, m debe ser par, y por lo tanto

<1+i\/§>m+ (_ 1+i\/§>m _, <1+i\/§>m.
2 2 2

<1+i\/§>m jmz
1: 2 = e 3 .

(]

)6k:e

27rkz+e27rkz = 9.

Sigue que

Por lo tanto, m(w/3) = 27k para algin k € Z. Sigue que m = 6k para algin k € Z, i.e., 6|m.

(iii).- Hay varias formas de abordar este problema, veremos tres de ellas.
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e Primera Forma: Sea o = (1 — pe’?)™ + (1 + pe’s)". Bastar demostrar que a = @. En
efecto, como e?3 = i, entonces o = (1 — pi)” + (1 + pi)”. Como el conjugado de la suma es
la suma de los conjugados y el conjugado del producto es el producto de los conjugados, sigue
que & = (14 pi)" + (1 — pi)" = a.

e Segunda Forma: Como e*> = i, por Moivre se tiene que
n n .
-ty = sy = Y (7)o
n n .
ety = aair = Y (7))
Luego,
omtn e =2 $ (o =2 £ (e
j=0:j par J j=0:4 par J

donde la tltima igualdad se tiene puesto que cuando j es par ¥/ = (—1)7/2.

o Tercera Forma: Observar que e'? = i. Sea re® la forma polar de 1 — pi. Es facil ver que la
forma, polar de 1+ pi debe ser re~*. Luego,

(1—pel2) + (14 pei3)" = rnei™? e — pn(eind L o=infy — 977 cog(nf) € R.

PROBLEMA 3:

(i.1).- (Sec. 04, 06) Paran € N, seaa, =141+ ...+ 1. Como A es anillo, a,, € A cualquiera sea
—_——

n veces
n € N. Como A es finito debe existir n # 0 tal que a, € {a1,...,an-1}. Luego, existen n >m >0

tales que a, = @y, i€, 1 +1+...+1=14+1+...4+1. Porlotanto, 1 +1+...+1=0.
N T o T T » R y
n veces m veces n — m veces

(i.2).- (Sec. 04, 06) Por distributividad del - con respecto a +, se tiene que

I+14...41 = (QI4+14+...+DQA+1+...41).

ab veces a veces b veces

Luego, como A no tiene divisores de cero,

1+14+...41=0 = 1+1+...+41=0V 1+1+...+1=0.
—_——— —_——— —_——

ab veces a veces b veces

(i).- (Sec. 01, 02, 03, 05) Por resultado visto en clase existe una constante ¢ € C tal que p(z) =
c(z — a)(z — B)(z — ), donde ¢ es la constante que acompaiia al término de mayor grado en p(z).
Como p(z) es ménico, sigue que ¢ = 1 y que p(z) = (z — a)(z — 8)(z — 7). Luego, al expandir el
producto obtenemos que

P 4a+bzt+c = P —(a+B8+7)2" + (af+ay+BY)z—aby.
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Como dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes lo son, se concluye que

afy = —¢, af+ay+By=b, vy a+8+7=-a.

Sigue que si q(z) = 2% — 1122 + 442 — 112 tiene raices a, 3,7 € C, entonces aBy = 112. Ahora,
como ¢(-) es un polinomio a coeficientes reales, sus raices complejas vienen en pares conjugados.
Supongamos entonces que |a| =4 y 8 = a. Luego, 112 = afy = |a|?>y = 16+, i.e.,, ¥ = 7. Para
determinar a y 8 se puede proceder de dos maneras.

e Primera Forma: Observando que ¢(z) = (z — 7)(22 — 42+ 16) y que las raices de z° — 4z + 16

son (4£+v42-4-16)/2 =2+ ivV12.

¢ Segunda Forma: Observando que 11 = o+ 8+ = 2R(a) + 7, i.e., R(a) = 2, y como |a| = 4,
entonces I(a) = /42 — (R(a))? = V12. Sigue que a =2+ iv/12y =2 — i/12.

(ii.1).- Si k € Zon, (k) = ei*%", luego |1 (k)| = 1. Sean k, k' € Z,, entonces

27rl(k+k’)i 2mlk ; 2mik’ ;
n

qik+k) =€ = ‘=enien = gk)nk).

(ii.2).- Sabemos que x(1+...+ 1) = x(0). Como x es un caracter, es un homomorfismo, luego

n
x@A+...+1) = (x(1)™ y x(0) = 1. Sigue que (x(1))* = 1, ie., x(1) es una raiz n—ésima de la

n

unidad. Por lo tanto existe [ € {0,...,n — 1} tal que x(1) = e*'i. Lo anterior implica que
2 2mik;
x(k) = x(Lt...+1) = (x())" = e =7,
k

L, X =1 € {0 s Pn1}-



