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INGENIERIA

El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de estu-
dio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revision de su prue-
ba (Vi02/06 18:00). Esta se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA11A html
en formato ps o pdf.

Pauta Control 3

Algebra MA11A

Problema 1

EN

(i) Sean z = ¥2 +i y w= %+ z? Encuentre el menor entero n > 0 tal que 2" =w" =1

2

e=P+if = lo =1 arg(z) = F; 2= o
W=y +i% = |w| =1, arg(w) = §; w =3
Entonces 2" = w" =1 = (¢!5)" = (¢'3)" = 1

:}@i% :ei%’r zlzeio
(1.0 ptos)

Las situaciones posibles son 't = 1 < =2kr & n=28kk>0% 8n
también e''s” =1 < %% = 2kr <> n =6k, k> 0 & 6|n

Como n > 0, el menor valor de n compatible con los dos casos es n = 24.
(1.0 ptos)

(ii) Los complejos z1, 29, ..., 2, son tales que |z;| = 1,Vi € {1,2,..,p}. Demuestre que si >? , z; =
a € R entonces YF , L=

Para calcular 37, Zi es conveniente transformar %Vi €{1,2,.,p}
1 ?

legomog=n (al=1=laf=1)

(1.0 ptos) Entonces 37, z% =Y Z=A+H+ ... +5= P %
AsiZfleii:Ef:—lzi:a:a puessia€ IR a=a

(1.0 ptos) Por lo tanto Zlez% =a (OBS = También puede desarrollarse en forma
polar, 2.0 ptos).



(iii) Encuentre todos los morfismos de (Z3, +3) en (- {0}, -)

Como ambos son grupos con neutros [0] € Zsy 1 € (' — {0}) se cumple que, como ¢ es un
morfismo, ¢([0]) =1

Ademids ¢([0]) = ¢([3]) = @([1] + [1] + [1]) = @([1]) - ¥([1]) - ([1]) = ¢([1])* =

Es decir ¢([1]) = w debe ser una raiz cibica de la unidad.
(1.0 ptos)

Esto determina que hay solo 3 morfismos posibles de (Z3, +3) en (¢- {0}, -)
definidos por ¢([0]) = 1 A ¢([1]) € {1,w,w?}
En que w es raiz cubica de 1

Los morfismos son:

@o([0]) = 1 o([1]) =1  o([2]) =1
e1([0)) =1 ¢ ([1]) =w;  @([2]) =w?
e2([0]) =1 802([1]) w2 =wt=w?w

(1.0 ptos)

Problema 2

(i) Sea (G, *) un grupo abelianoy H = { h: G — G/ h es homomorfismo}, es decir, H
es el conjunto de las funciones que son homomorfismos de (G, *) en (G, x).
Se define en H la ley A por (h1Aho)(x) = hi(x) * ho(z) Vhi,hy € H, Vz € G
Verifique que A es l.c.i en H y demuestre que (H, A) es grupo abeliano.

A es l.cien H si Vhy,ho € H,, hiAhy € H,, es decir hiAhy debe ser morfismo de
(G, %) en (G, *).

Por demostrar que Vz,y € G(hiAhy)(x * y) = (h1Ahy)(x) * (h1Ahg)(y)

En efecto
(hiAhg)(xz xy) = (hi1(x * y) * ha(z * y)) Definicién

= (h1(z) * hi(y)) * (hao(z) * ho(y)) h1, hy son morfismos

= (hi(x) * hy(x)) * (h (y) * ha(y)) Asociat. y Conmut. en (G, *)

= (h1Ahg)(x) * (h1Ahs)(y) Definicién

Por lo tanto hyAhy € H (1.0 pto)



(ii)

(H,A) es grupo abeliano si A es asociativa en H, existe neutro para A en H y cada
h € H es invertible.

Asociatividad (0.5 ptos)
Sean hi, ho,hs € H, z € G

[(hlAhQ)Ahg](x) = hlAhg)(x) * hg(ﬂ?) Definicién
= (h1(x) * ha(x)) * hs(z)  Definicién

= hy(x) * (ho(x) * h3(z)) Asociat. en G

= h1 (x) * (thhg)(x) Definicién

= [hlA(hlAhg)](x) Definicién

Conmutatitividad (0.5 ptos)
Seax € G, hi,hy € H
(h1Aho)(2) = hi(z) * ho(z) = ha(z) * hi(z) = (hoAh1)(2)

Puesto que * es conmutativa en (G, *)

Existencia del Neutro (0.5 ptos)

Por demostrar que 3hy € H t.q (hAhy)(z) = h(z),h € H

Entonces (hAhy)(x) = h(z) * hy(x) = h(z)

Para esto basta tomar hy(z) = e € G que verifica, ademds que es morfismo.

En efecto, hy(z xy) =e=exe = hy(z) *x hy(y)
Elementos invertibles (0.5 ptos)

Por demostrar que Vh € H,3f € Htq(hAf)(x)

=hyn(z)=c¢
Es decir, f(z) es el tnico inverso en G de h(z), z € G.

Entonces f(z) = (h(z)) ™! pero (h(z)) ' = h(z ') en que 2! es el inverso de z € G y
h es homomorfismo.

Por lo tantof(z) = h(z™') Vz € G
Ademis, f(x) es morfismo, pues:

fl@xy)=hlzxy) ' T=hy " *xa7") =h(y™") «h(z™") = fy) * f(z) = f(z) * f(y)

en donde se han usado propiedades en el grupo (G, *) y la conmutatividad de .

Sea (G, *) un grupo tal que |G| =3 y G = {e,a,b} con e neutro en G.
Pruebe que a7 !'=b



Sabemos que axe=a A bxe=10b (a,b,eson # s)

Siaxa=aVbxb=b=a=eVb=e—« ysiaxa = e, necesariamente a *x b = b,
pero esto es @ = e —4—

Entonces solo es posible axa = bAbxb = a, de donde a = bxa~" es decir bxb = bxa™*

y como en el grupo b es cancelable se concluye que a™! = b

(2.0 ptos)

OTRA FORMA

Se puede también complementar la tabla de doble entrada:

Telalb]
elel|al|b
alel|?7]|7
b|b|?]|7?

Unica forma =

[*lela[b]
elelalb
alal|b]e
b|b|e

cualquier otra forma, repite elementos en filas o columnas.
Si se hace de esta forma debe argumentarse su contruccion.

OBS: Bajar 1.0 ptos o 0.5 ptos si faltan argumentos en cualquier forma.

Problema 3

(a) Considere el grupo abeliano (G, e)
Para k € IN, k > 2 se define G* = {a*/a € G} enquea* =aeaeae---ea (k veces)



(i) Demuestre que (G*, o) es subgrupo de (G, e)
Para demostrar que (G*, @) es subgrupo de (G, ) puede usarse la forma compacta

Gr# oy
Vgi,90 € GF = greg;' € G
Sea a € GG, entonces a* € GF, es decir G* # ¢

Sean g1, g, € G* entonces Ja,b € G tq g1 = a* A go» = b* con a,b invertibles, b~!
inverso de b en G.

Ademids g5 ' = (0¥) ' = (hbebebe---eb)"!
Como en un grupo (a*b)~' =b~'ea™!, en este caso

g l=(bebebe---eb)t=(b"lebleble---0b )= (b"1)F (k veces)
(1.0 ptos)
Entonces g, @ g, = a*(bf) "' = (aeaeae---eq)(eb " ebleb e - -0bh})

Como G es grupo abeliano, conmutando y asociando, g, g, 1 puede escribirse como
gieg ' =(aeb ) enqueaedb ! €G

Por lo tanto g; ® g5 ' € G* (1.0 ptos)

(ii) En ((Z%;)?%, e53) determine el inverso de [9]?
en que Z:y = Zs3— {[0]} 1y es53 es el producto en Zs;
Por la parte (i) sabemos que ((Z33)?, 53) es subgrupo de ((Z3;), e53) y [1]? = [1]
neutro de (Z3;)?

El inverso de [9]? en (ZZ;)? coincide con el inverso de [9]? en Z; (porque (Z3;)? es
subgrupo de Z73,). Pero ([9]*)~" = ([9]7!)? = [6]*> = [36] (porque [9]e[6] = [54] = [1]

o bién 9a = 1mod53 esto es 9-a — 1 =53k, k € Z que se cumple para a = b
Por lo tanto  ([9]?)~" = [6]* = [36] (1.0 ptos)

(b) Sea (K,+x,®x) un cuerpo y (A,+4,e4) un anillo con unidad y f : K — A un ho-
momorfismo, es decir f : (K,+x) — (A,4+4); f:(K—{0},0x) — (A—{ 0},04) ¥
f(lk) = 1a.

Pruebe que:

(i) f(z) # 04 &z # 0k

(ii) f es inyectiva.



(=) Sea z € K t.q f(x) # 04. Por demostrar que = # Og

en efecto, si x = Ok, como f es homomorfismo entre los grupos (K, +x) v (A, +4)
entonces f(0x) = 04 que contradice la hipotesis.
Por lo tanto f(z) #04 (0.7 ptos)

(<) Sea z € K, x # 0. Por demostrar que f(z) # 04

Como z # Ok, = es invertible, es decir

Jz7! € K t.qx eg 7! = 1 y por el morfismo f(z e z7!) = f(z) ®4 f(z7!) =
flx) =14

Entonces f(x) € A es invertible y por lo tanto f(z) #04 (0.8 ptos)
(ii) f es inyectiva ssiVz,y € K f(z) = f(y) =2z =y

Sean z,y € K t.q f(z) = f(y)
Como f(z), f(y) € A, [f(z) = [f(y) = f(z) + (=f(y)) =04

Pero f es morfismo, por lo tanto —f(y) = f(—y) y entonces f(z) + (—f(y)) =
f(z) + f(—y) = f(z — y) = 04, pero solo puede ocurrir que f(0x) =04

estoes z—y=0g

Por lo tanto z =y (1.5 ptos)



