Fecha: 20 de junio del 2002
Tiempo: 3 horas

Control 3 MA-11A Algebra
1. Sea (G, *) un grupo con neutro e € G. Sea =< una relacién de orden sobre G tal que:
Ve,y,2€ G: (x Ry) = (2 y*2)
Sean G4 ={z € G| e Rz} y G_ = {z € G| z < e}. Demuestre que:

(1.2 ptos) G4 NG_ = {e}.
(1.2 ptos) (Vz€G) (z € Gy =z~ € G).
(1.2 ptos) (G4, *) es una estructura algebraica.

(a)
(b)
(c)
(d) (1.2 ptos) Si la relacién de orden < es total, entonces Gy UG_ = G.
Observacién Una relacién de orden R en un conjunto A se dice total cuando Vz,y € A :
zRy V yRx.
(e) (1.2 ptos) Si G+ UG_ = G, entonces la relacién de orden < es total.

2. (a) En Z3 x Z se define la ley de composicién interna @ como sigue:
([n], m) @ ([n'],m) = ([n + n'], m + m)

Sea ¢ : Zs X Z — Z un homomorfismo de (Zs x Z,®) en (Z, +).
i. (2 ptos) Demuestre que ¢(([1],0)) = 0.
Indicacién Calcule ¢(([1],0) @ ([1],0) & ([1],0)).
ii. (1 pto) Concluya que (Z3 x Z, ) no es isomorfo con (Z, +).
(b) Sea E = {(a1,...,an) € {-1,1}"neNn >2, 3", a; = 0}. Es decir,
e€F < (ImeNn>2) (Jai,...,an € {-1,1} con Y. | a; =0)
tal que a = (a1,...,ay)
Demuestre que:
i. (1.5 ptos) E es infinito.
ii. (1.5 ptos) E tiene la misma cardinalidad que N.

3. Sea (H,+) subgrupo de (Z,+) con H # {0}.
(a) (0.5 ptos) Pruebe que {h € H| h > 0} # ¢.
(b) (1.5 ptos) Considere d = min{h € H| h > 0}. Se define el conjunto
dZ ={z € Z| (3k € Z) =z = dk}.
Demuestre que dZ C H.

(c) (2 ptos) Sea h € H con h > 0. Demuestre que h = dg para algin ¢ > 0.

Indicaciéon Puede usar el Teorema de la Divisiéon:
(Va,b e Nb#£0)3lg,r e N)O<r<b A a=gb+r.
(d) (2 ptos) Concluya que H = dZ.

Sin consultas.



