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P1. (i) Notemos que 9 est4 bien definida pues goho f~! es una funcién si h € Fa 4 de
dominio B = Dom(f~!) y recorrido B’ = Rec(g).
Para probar que 9 es biyectiva calcularemos su inversa. Sea h € F, B,p’- Buscamos
primero una funcién h € Fa a: tal que (k) = h:

Y(h)y=gohof ™t =h

Componiendo con g~ ! y f por la izquierda y la derecha respectivamente, y usando
la asociatividad de la composicién se tiene que

g top(h)of=(g""og)oho(fTlof)=g ohof

pero g tog=1ida y f~'o f =id4, luego se tiene

(idAIOh)OidAzhzg_lohOf.

Es decir_, hemos probado que dado h € F, B,p’ existe una Unica funcion h € F4 4r tal
que ¢ (h) = h y se calcula como

h= g_1 oho f, es decir zp_l(ﬁ) = g—l oho f.
(ii) Supongamos h es inyectiva y sean b, b’ € B.

& goho f7l(b)=goho f71(¥)
= ho f7HB) = ho J1()
=) =f710)

=b=0

P(h)(b) = ¥(h) (b’
g biyectiva

— N’ N N

(
(h inyectiva
(f biyectiva

= 1(h) es inyectiva.

Como 7! tiene la misma forma que 7, se prueba andlogamente que si 9(h) es
inyectiva entonces h es inyectiva.
(iii) Sea h € Fa, as sobreyectiva. Calculamos 9 (h)(B):

$(h)(B) =goho f(B)

f biyectiva — =goh(f~ (B

h sobreyectiva — = g(h(A4)) =g
g biyectiva — = B’



= 1(h) sobreyectiva.

Anélogamente, y dada la forma de 3~!, se prueba que si ¢(h) es sobreyectiva,
entonces h también lo es.

P2. (i) Como (G, *) es un grupo entonces se tiene que cada elemento g € G tiene un
dnico inverso g~ !, es decir f es inyectiva. Por otro lado, dado g € G se tiene que
g = (g71)71, es decir existe un elemento en G que en este caso es g~! cuya imagen
por f es g. Esto prueba que f es sobreyectiva.
Entonces la pregunta se reduce a estudiar si:
f es un homomorfismo < G es conmutativo.

(=) si f es un homomorfismo se tiene que para cada par g1,g2 € G

flg1xg2) = f(g1) = f(g2) = 917" % 957,

pero
flgixg2)=(g1%g2)" ' = 92_1 *91_1-

Probando que g7 Ly g5 1= 95 L 91 1. Para concluir que * es conmutativa basta

observar que todo elemento g € G es el inverso de otro elemento de G, que es g~ 1.

(<) Supongamos que (G, *) es Abeliano y sean g1, g2 € G. Entonces

f(g1xg2) =95 * 97" (como en el punto anterior)
Flg1) = fg2) =91 # 95"

Pero (G, *) es conmutativo, luego f(g1 * g2) = f(g1) * f(g2) probando que f es un
isomorfismo.

(i)

(a) La operacién @ es una f.c.i. pues cada una de las coordenadas es una £.c.i.
La asociatividad se deduce de la asociatividad por componente.
El neutro: ([0]2,[0]s) ® ([]2; [1]s) = ([¢]2, [jls) @ ([0]2, [0]3) = ([il2, [1]s)-
Inversos: ([i]s, [4]3) ™t = ([—i]2, [—4]3)-

(b) Si f es el isomorfismo deseado, debe cumplir que:

f([1e) = ([1]2, [1]5)
= f([2l6) = f([1]6 +6 [1]6) = ([1]2 +2 [1]2, [1]3 +3 [1]3)
([0]2, [2]3)

= f(8le) = F([2]6 + [1]6) = ([0]2 + [1]2; [2]s + [1]3)
= ([12,[0]3)



1]o + [1]2, [0]3 + [1]3)
0l2, [1]3)
0]2 + [1]2, [1]3 + [1]3)
1]2, [2]3)
1] + [1]2, [2]5 + [1]3)
([0]2, [0]3)

P3. (i) Como A C@® entonces A es finito o |A| = xo. Veamos que A no es finito. Sea
Ao = {5257 / n € IN}. Claramente Ay C A y existe una biyeccién

= f([4]e) = f([3]6 + [1]6)

= f([5]6) = f([4]6 + [1]s)
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= F([0]e) = f([5]6 + [1]6) = ([
[

f:Ag — IN, luego |Ag| = |IV|

1
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y se deduce que A no es finito.
(ii) Sea f la funcién siguiente:
f:IN—> A
n~ f(n)=x,
Si el resultado no es cierto, entonces f es inyectiva, luego f(IN) C A serd numerable

e infinito que contradice la finitud de A pues un conjunto finito no tiene subconjutos
infinitos.



