PAUTA CONTROL 3 - MA11A-ALGEBRA
(1998)

Pregunta 1.

(a)

Probaremos la forma compacta de subgrupo. Es decir H * K es subgrupo de GG
siVgi,92€ HxK, gl*gz_l eHx*xK:

Sean g1 =hy*k1y gy =ha*ks en Hx K. Luego,

g1 % gyt = (h1xk1) * (hg xky)™?
= (hy % k1) * (k;' * hy?')
= (hy x k1) * (hz_:l * kz_l) (conmutatividad)
= (hy * hz_l) x (k1 * kz_l) (asociatividad y conmutatividad)
=h=xk

donde h = hy % hy'y ki = ky *k;'. Como H y K son subgrupos se tiene que h €
Hykc K. Luego g1 xg, ' = hxk € HxK. Esto prueba que H % K es un subgrupo
de G.

Supongamos existe un tal F': (G,*) — (Z,+). Entonces se tiene que F(e¢) = 0y en
cada g € G si n es tal que ¢ = e se tendrd que:

F(g")=F(g) + F(g) +---+ F(g) (n veces)

= nF(g)=0=n =0V F(g)= 0

Como n > 1 se concluye que F(g) = 0 en cada g € G.

Probemos que en cada a,b € G se tiene que

axb=>bxa.

Como (a * b)~! = a * b, basta probar que (a *b) * (b*a) = e.

Calculemos,



(axb)x(bxa)=ax((b*d)*a)
=ax(exa)

=€

Con lo que se concluye por el comentario anterior que

axb=>bxa



Pregunta 2.

(a) Calculemos <1—|—1Zn> :
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Luego,

(b) Resolvamos Z* = (pe*®)* = Z,.

Para ello escribimos Zy en su forma polar. Observemos que via racionalizacién se
obtiene que,

Zoz—%+§i,1uego |Zo| = 1y sudngulo® = 2¢

:>p4ei4® — T

=p=1 A 40 = 2% 4 2kw k=0,1,2,3

= 0= 5 Tk, k=0,1,2,3.

:>Z~0:%,Zl:%—I—%,Zg:%—I—N,Z~3:%—I—:%Tsonlassoluciones
()

(<)siZ1 =22 = |Z1 4+ Zs| = 2|Z1] = 2

Y |Z1| 4+ |Z2] = 1+1 = 2
luego la propiedad es cierta directamente.

= Probemos la indicacién. Suponemos |Z| = 1y Re(Z) = 1, es decir si

Z:a—l—bi:>a2—|—bzzlya:1

3



= 1+6°=1= b=0
Veamos ahora (=-). Suponemos que |Z1 + Z2| = |Z1]| + |Z2]| =2

Luego,

Zy + Za|* = |21 + |22 + 2 |Z1] | Za|
|Zy 4+ Z31* =4

Por otro lado

|Z1 + Z3]* = (ReZy + ReZ3)? + (InZy + I Z5)?
= |Z1* + |Z2® + 2(ReZy)-(ReZs) + 2(InZ1) - (I;mZ>)
=2 + 2(ReZ1)(ReZs) + 2(InZ1) - (ImZs) = 4
= 1 + ReZy ReZy + I,7Zy I,Zy = 2
= ReZy ReZy + InZy 17y = 1
= Re(Zy-Z5) = 1

Como |Z172| =1A Re(Zl'Zz) =1 = 129 = 1

AR
= Z]'W:Z2:>Z1:Z2



Pregunta 3.

(a)

Observamos que claramente @ y ® son erradas en IR%. Ademé&s la estructura
(IR?, ®) es un grupo Abeliano (se probé con (C,+). Luego sélo hay que pro-
bar que,

— © dist. sobre @
— (® es conmutativo
— ® tiene unidad

— (® es asociativa

Busquemos (a,b) y (c,d) tales que (a,b) ® (¢,d) = (0,0), pero ellos no
son nulos. Es decir,

Basta tomar: (a,0) y (0,b) con a,b # 0 o viceversa. Luego hay divisores de cero.

Para probar que no son isomorfos, observemos que (C,+,-) es un cuerpo, luego no
tiene divisores de cero.

Si existe ¢ :C' — IR? biyectiva cambiando 4+ por @ y - por ®, luego (Rz, +,0)
serfa cuerpo y tampoco tendria divisores de cero, que por (b) es falso. Luego estas 2
estructuras no son isomorfas.




