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11. Semana 10

P1 = Tomemos h™! g7! € G, se tiene que como f es isomorfismo f(h™t* g~') = f(h™!)
flg™h = (AYH % (g7 Y~ = hxg, por otro lado, por definicién de la funcién y propiedad
de inversos, f(h™ '« g ) = (h ' xg )™ =(¢g7") ' % (h7')™! = g h, juntando ambas
expresiones se tiene que h * g = g * h.

< Tomemos h, g € G, luego gxh = (g7 1) 'x(h™ 1)~ = (htxg™!)~! = f(h~'xg™1), por otro
lado, hxg = (b)) s (¢7) "t = f(h™1) % f(g™'), pero como es grupo abeliano se tiene
que h*g = g*h, juntando ambas expresiones se tiene que f(h™1)x f(g7!) = f(h~1xg™1),
es decir, es morfismo, falta ver que sea biyectivo.

- Inyectivo: (Vg1.92 € G)(f(g1) = f(g2) = g1 = ¢2), en efecto, sean g1,92 € G, se

tiene que
flgr) = flg2)
glt=9" \tomando inverso (existe porque g; y g son biyectivas) ()~!
g1 = g2

- Epiyectivo: (Vh € G)(3g € G)(f(g) = h), en efecto, sea h € G, basta tomar
g = h™! que sabemos que existe porque h es funcién biyectiva, con esto se tiene que

Fla) = £ = () =

Con lo que se concluye que f es isomorfismo.

P2 (a) Si (A4,o0) es grupo debemos demostrar asociatividad, existencia de neutro e inverso.

- Asociatividad: Esto ya se tiene porque la composiciéon de funciones es asociativa.

- Neutro: Es claro que el neutro es la identidad, fijarse que [ oidg = idy o ' = F,
falta ver que idg € A, es decir que sea isomorfismo, en efecto idg(x xy) =z xy =
idg(x) * ida(y).

- Inverso: Dado un F' € A es claro que el inverso es F'~! sabemos que existe porque
es una funcién biyectiva, falta ver que sea morfismo. En efecto, sea z = F(x) y
w = F(y), se tiene que F~1(2) =z y F~1(w) =y, luego

Fl(zxw)=F Y (F(z)* F(y))
= F YF(zxy)) \yva que F es isomorfismo
=x*xy
= F'(2)« FY(w)
Se concluye que, dado un F, el inverso es F'~! (la inversa de la funcién).

Con esto se tiene que (A, o) es grupo.
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(b) b.1 Demostraremos que F, es homomorfismo de (G, %) en (G, *), en efecto, sean z,y, g €
G
Fy(zxy) = g*(vxy)xg~"
=gx(zxexy)*xg ' \operar con el neutro que no altera la ecuacién
=gx(xx (g7 xg)xy)xg™
= (gxx*xg ) x(gxyxg ") \por asociatividad
= Fy(x) * Fy(y)
Se concluye que Fj, es homomorfismo de (G, *) en (G, *).
b.2 Sean z,g,h € G
Fyn(z) = (gxh)*xx* (gxh)™!
=(gxh)xxx(htxg™) \propiedad de los inversos
=gx(hxxxh)xg! \por asociatividad
=g* Fy(x)*g™
= Fy(Fr())
== Fg e} Fh(l’)
Se concluye que F., = F, 0 Fj,.

b.3 Recordemos que el inverso de e es él mismo, luego se tiene que F,(r) = exz*xe ! =

ZL‘*@ilZZE*G:ZL‘.

Para concluir que Fj es isomorfismo, falta ver que sea biyectiva.
- Inyectiva: (Va1, 20 € G)(Fy(x1) = Fy(z2) = 1 = x3), en efecto
Fy(w1) = Fy(x2)
g* 1% g ' = g*x9% g "\operando con inversa de g por la izquierda g~ '*

(g *xg)sxaixg = (g7 xg)xaaxg" \por asociatividad

idg 21 % g =idg*xzo % gt
Ty % gt =aoxg ! \operando con ¢ por la derecha g
1% (g7 % g) = a9 % (g7 % g) \por asociatividad
r1 *xidg = o x 1dg
T1 = Tg
- Epiyectiva: (Vy € G)(3z € G)(Fy(z) = y), en efecto, basta tomar z = g~ x y * g,
con esto se tiene que
Fy(z) =gx*x * gt
=gx (g *xyxg)xg
=(g*xg Hxy*(gxg " \por asociatividad

-1

= idg *y * idg
=Y
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Se concluye que Fj es un isomorfismo, ademds usando las propiedad (b.2) y (b.3) se
tiene que Fyo Fy-r = Fyono by = Fy, 01 = Fy1,y = I, = idg, con esto se concluye que
el inverso de F, llamado (Fy)™! es F,-1.

(c) Basta ocupar la propiedad compacta, es decir demostrar que (VF,, Fj, € B) Fyo(F,)™* €
B, en efecto, sean F,, F, € B, utilizando la parte (b) se tiene que F, o (F},)™' =
FyoF,-1 = F -1, claramente gxh™! € G por ser grupo y obedecer la ley de composicién
interna, luego F,.,-1 € B, se concluye que (B, o) es subgrupo de (A4, o).

P3 Solamente basta demostrar que es conmutativo, utilizando la indicacién tenemos que

(axb)x(bxa)=ax(bxb)xa \por asociatividad

axexa
=a*xa

=€

Por otra parte

(bxa)x(axb)=0bx(axa)xb \por asociatividad
=bxexb
=bxb

=€

Se puede concluir entonces que (a*b)~! = b*a, sin embargo, por la propiedad del enunciado,
el inverso de cada elemento del grupo es el mismo elemento, es decir (a*b)~! = ax*b, juntando
ambas igualdades se tiene que a * b = b * a, se concluye que (G, x) es grupo abeliano.

P4 Como es grupo todo elemento posee inverso, supongamos que el inverso de a no es b, esto
quiere decir que a * b # e, lo que significa que a *b = a o0 a*x b = b, pero

axb=a \operando con el inverso de a por la izquierda a ™'
(atxa)xb=a'*a \por asociatividad
exb=c¢e
b=e

De manera analoga

axb=> \operando con el inverso de b por la derecha b™'x
ax(bxb 1) =ax*(bxbt) \por asociatividad
axe=ce
a=-e

En ambos casos nos lleva a una contradiccién, se concluye que a=! = b.
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P5 (a) Si(GxH,A) es grupo debemos demostrar asociatividad, existencia de neutro e inverso.

- Asociatividad: Sean (a,b), (¢,d), (e, f) € G x H

(a,b) A [(c,d) A (e, f)] = (a,b) A (exe,do f)

ax(cxe),bo(do f))
(axc)xe,(bod)o f) \por asociatividad de G y H

axc,bod) A (e, f)
= [(a,0) & (e, d)] A (e, f)

- Neutro: El neutro es el par ordenado que contiene los neutros respectivos de cada
grupo, en efecto, sean (a,b), (eg,emy) € G X H, se tiene que

(a,b) A (eq,eny) = (a*xeg,boey)
= (a,b)

Por otro lado

(eq,em) A (a,b) = (eg * a,em ob)
= <a7b)

Se concluye que el neutro es (eq, eq).
- Inverso: Sea (a,b) € G x H y sean a ' y b~ ! los inversos de a y b en Gy H

respectivamente (existen porque G y H son grupos), tomando el par ordenado
(a™',b71) € G x H se tiene que
(a,b) A (a0 = (axatbob ™)

= (eGa eH)
Por otro lado

(a0 A(a,b) = (a ' xa,b7 ' ob)

= (e, en)

Se concluye que el inverso es (a™*,b71).
Con esto se tiene que (G x H, ) es grupo.
(b) Para ¢
- Morfismo: Sean (a,b), (¢,d) € G x H se tiene que
p((a,b) A (c,d)) = plaxc,bod)

=a*c
= @(a”b) * 90(6? d)
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- Sobreyectivo: (Vy € G)(3x € G x H)(p(z) = y) En efecto, basta tomar x = (y, h),
con esto se tiene que ¢(x) = p(y, h) = y.

Para 1
- Morfismo: Sean (a,b), (¢,d) € G x H se tiene que

¥((a,b) A (c,d)) = Y(axc,bod)
=bod
= w(aJ)) Ow<c7 d)

- Sobreyectivo: (Vy € H)(3x € G x H)(¢(z) = y) En efecto, basta tomar x = (g,y),
con esto se tiene que ¥(x) = ¥ (g,y) = v.

(¢) = Sean (a7%e), (b7, e) € G x G con e el neutro en G, se tiene que como es morfismo
f((a_lve) A (b_1>6)> = f(a_lv e) * f(b_1>€)a pero f((a_1>€) A (b_lve)) = f(a_l *
blexe)=(atxblxexe)t=(@t*xb )= 0H"1x(a!)? =bx*a, por
otro lado, f(a™t,e)x f(b7te) = (a7 *e) tx (b7 *e) L = () Lx (071 = axb,
juntando ambas igualdades se tiene que a *x b = b * a.

< Sean (a,b), (c,d) € G x G, se tiene que

f((a,b) A (c,d)) = flaxc,bxd)
= (a*xcxbxd)”!

= (a*xbxcxd)”! \por ser grupo abeliano
= (cxd) ™t x(axb)?
= (a*b) "t x(cxd)? \por ser grupo abeliano

= f(@vb)*f<c>d)
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