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9. Semana 8
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P3 Vamos a dividir o ”particionar”A en una colección infinita (numerable) de conjuntos, luego
probaremos que cada uno de ellos es numerable, primero fijamos i y con esto tenemos los
siguientes subconjuntos.

A =


A1 =
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x ∈ R/∃k ∈ Z, x = k
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}
=
{
..., −2

3
−1
3
, 0, 1

3
, 2

3
, ...
}

A2 =
{
x ∈ R/∃k ∈ Z, x = k
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Para cada An podemos establecer la siguiente función fn : An → Z f(x) = k, por ejemplo,
para A1 : f

(
1
3

)
= 1, f

(
2
3

)
= 2, f

(−1
3

)
= −1. Cada una de estas funciones fn son claramente

biyectivas, con esto |A1| = |A2| = ... = |An| = |Z| = |N| es numerable. Luego A = A1 ∪A2 ∪
... ∪ An es numerable por ser la unión numerable de conjuntos numerables.

P4 Vamos a dividir o ”particionar”C en una colección infinita (numerable) de conjuntos, luego
probaremos que cada uno de ellos es numerable, primero fijamos n y con esto tenemos los
siguientes subconjuntos.
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C =


C1 = {x ∈ [0,+∞), x ∈ N} = {1, 2, 3, 4...}
C2 = {x ∈ [0,+∞), x2 ∈ N} =

{
1,
√

2,
√

3,
√

4...
}

...

Cn = {x ∈ [0,+∞), xn ∈ N} =
{

1, n
√

2, n
√

3, n
√

4...
}

Para cada Cn podemos establecer la siguiente función fn : Cn → N f(x) = xn, por ejemplo,
para C2 : f

(√
2
)

= (
√

2)2 = 2, f
(√

3
)

= (
√

3)2 = 3, f
(√

4
)

= (
√

4)2 = 4. Cada una de estas
funciones fn son claramente biyectivas, con esto |C1| = |C2| = ... = |Cn| = |N| es numerable.
Luego C = C1∪C2∪...∪Cn es numerable por ser la unión numerable de conjuntos numerables.

P5 (a) Si una recta no vertical pasa por (0,1) y corta al eje OX en coordenada racional
(q, 0), entonces es de la forma l : y = −x

q
+ 1, con q ∈ Q\{0}. Si llamamos L

al conjunto de todas estas rectas, entonces se puede describir de la siguiente mane-

ra L :
{
y = −x

q
+ 1/q ∈ Q\{0}

}
. Podemos entonces establecer la siguiente función

f : L → Q\{0} f(l1) = q, es decir, que a cada recta le asocio la coordenada x del
punto que corta al eje OX (vendŕıa siendo q). Es inyectiva ya que las rectas en este con-
junto se diferencian justamente por el punto de corte en el eje OX (si dos rectas tienen
distinto q, son distintas entre si), además es sobreyectiva ya que para cada q ∈ Q\{0}
basta tomar la recta que corte en el eje OX en el punto (q, 0). Como es biyectiva se
concluye que |L| = |Q\{0}| = |Q| = |N| y, por lo tanto, es numerable.

(b) Las recta no vertical que no pasa por el origen y corta los ejes en coordenadas ra-
cionales es de la forma y = −p

q
(x − q) con p, q ∈ Q\{0}. Si llamamos L al con-

junto de todas estas rectas, entonces se puede describir de la siguiente manera L :{
y = −p

q
(x− q)/p, q ∈ Q\{0}

}
. Luego podemos hacer la siguiente división del conjunto

L, fijando p

L =



L1 =
{
y = −1

q
(x− q)/q ∈ Q\{0}

}
L2 =

{
y = −2

q
(x− q)/q ∈ Q\{0}

}
...

Lp =
{
y = −p

q
(x− q)/q ∈ Q\{0}

}
Por la parte (a) se sabe que L1, L2, ..., Ln son numerables, luego L = L1 ∪ L2 ∪ ... ∪ Ln
es numerable por ser la unión numerable de conjuntos numerables.

P6 Vamos a dividir o ”particionar”A en una colección infinita (numerable) de conjuntos, primero
fijamos i y con esto tenemos los siguientes subconjuntos.

A =


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}
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Notar que cada uno de estos conjuntos es finito y no vaćıo, luego utilizando la indicación A
es numerable por ser unión numerable de conjuntos finitos no vaćıos.

P7 Primero hay que notar que A es finito, la idea del problema es que la secuencia, que es infinita,
va sacando elementos de este conjunto, nos piden demostrar que existirá algún momento en
que estos elementos se van a repetir en la secuencia (lo cual es lógico). A modo ilustrativo, pen-
semos en A = {1, 2, 3, 4, 5}, tomemos una secuencia aleatoria (x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, ...)
= (2, 4, 5, 3, 2, 4, 1, 3, ...), claramente encontramos 1, 5 ∈ N, 1 6= 5 tales que x1 = x5 (4 =
4). La demostración es explicar esto mismo por contradicción, supongamos que para todo
l, j ∈ N, l 6= j xj 6= xl, pero A tiene n elementos y la secuencia es infinita, luego es imposible
que no se repitan, entonces se concluye por contradicción que hay l, j ∈ N, l 6= j tales que
xj = xl.

P8 (a) Primero notemos que E contiene todas las tuplas con una cantidad par de componentes,
dichas cantidades pueden ser solamente 1 o -1, y su suma da 0, es decir, el conjunto es
de la forma:

E = {(1,−1), (−1, 1), (1,−1, 1,−1), (1, 1,−1,−1), ...}
Para demostrar que es infinito basta ver que para cada natural tomamos una tupla, en
efecto

E =


n = 1 tomamos a = (−1, 1), a ∈ {−1, 1}2

n = 2 tomamos a = (−1, 1, 1,−1), a ∈ {−1, 1}4

...

n = n tomamos a = (−1, 1, ...,−1, 1), a ∈ {−1, 1}2n

Luego para cada natural existe un elemento en E, se concluye que es infinito.

(b) El conjunto E se puede ver como la unión de los siguientes conjuntos.

E =


E1 = {a = (a1, a2), a ∈ {−1, 1}2,

∑2
k=1 ak = 0}

E2 = {a = (a1, a2, a3, a4), a ∈ {−1, 1}4,
∑4

k=1 ak = 0}
...

En = {a = (a1, ..., an), a ∈ {−1, 1}2n,
∑n

k=1 ak = 0}
Notemos que cada En es finito, por ejemplo E1 = {(−1, 1), (1,−1)}, |E1| = 2, por lo
tanto E es una unión de finitos (|E| ≤ |N|). De la parte (a), se tiene que |N| ≤ |E|, con
lo que juntando ambas expresiones se deduce que E es numerable. Otra forma de ver
esto es haciendo la siguiente biyección que asocia un natural con cada tupla de E.

1→ (−1, 1)

2→ (1,−1)

3→ (1,−1, 1,−1)

4→ (1,−1,−1, 1)

...
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