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7. Semana 6

P1 - Caso base (n=1): 32_, =5t <2

- Hipétesis inductiva: Supongamos que y ;. n+rk < %, para cierto n > 1. Ahora debemos

demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

n—+2 1 5
- PDQ Xl s S 6

n+2 1 n+3 1
; T Ih ; —— \cambio de indice
n+3
1 1 1
= Z + - \sumar 0
~n+k n+l n+tl
n+3
1 1 . P .
= Z — \incorporar el término en la sumatoria
—~n+k n+tl n+1
= nZH ! + ! + L1 \soltar dltimos 2 términos
_k:1n+k 2n+3 2n+2 n+1
) 1 1
T \hipdtesis inductiva
5 1
6 (2n+2)(2n+3)
) 1
< 8 \ — Gn o) @1 3) es siempre menor que 0
P2 - Casobase (n=1):2-7+3-5—5 = 24 claramente divisible por 24.

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que 2 - 7" + 3 - 5" — 5 = 24k | para cierto n > 1 con
k € 7. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ 27! +3. 5" — 5 =245, con j € Z.

2.7 435" —5=14-7"+15-5" -5
=2-7"+3-5"=5412-7"+12-5"
= 24k 4+ 12(7" + 5") \hipdtesis inductiva
= 24k + 12(21) \7" + 5"es siempre par (suma de 2 impares)
= 24(k + 1)
= 24j \con j € Z

Para convencerse vamos a demostrar que 7" 4+ 5" es par o lo que es lo mismo, demostrar que
es divisible por 2, se hara mediante induccion.
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- Caso base (n = 1): 7' + 5! = 12 claramente divisible por 2.
- Hipdtesis inductiva: Supongamos que 7"+ 5" = 2k , para cierto n > 1 con k € Z. Ahora
debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
- PDQ 7"t 4 57t — 5 =24, con j € Z.
T s =7 T 4557
=6-7T"+7"4+4-5"+5"
=6-7"+4-5"+T7T"+5"
=6-7T"4+4-5"+2k \hipétesis inductiva
=2(3-T+2-5") +2k
=23-7""+2-5"+k)
=25 \con j € Z
P3 - Caso base (n = 10): 10° = 1000 < 2'° = 1024.

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que n® < 27, para cierto n > 10. Ahora debemos
demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ (n + 1)? < 27+,

(n+1)*=n’>+3n*>+3n+1
<n*4+3n2+3n*+1 \como 1 < 3n multiplicando por n se tiene 3n < 3n?
< n®+3n%+3n* + 3n* \como 1 < V/3n elevando a 2 se tiene que 1 < 3n?
< n® 4+ 9n?
<nd4n? \como 9 < n multiplicando por n? se tiene 9n* < n?
< 2" 42" =2t \hipétesis inductiva

Es posible realizar el problema de otra manera, menos directa, pero igualmente valida, que
es hacer induccion sobre induccién, es decir, si en el momento que realizan el paso induc-
tivo llegan a una desigualdad que no es directa, pero les ayuda a resolver el problema, la
demuestran con induccién, pueden aplicar induccién sobre induccién cuantas veces quieran.

P4 Primero calculamos a(3) = 3[a(2) + a(1)] +1 =Ty a(4) = 3[a(3) + a(2)] + 1 = 25.

(a) - Casobase (n=1):a(3-1+2)—1=a(5)—1=3[a(4)+ a(3)] = 3[3[a(3) + a(2)] +
1+ a(3)] = 96 claramente divisible por 2.
- Hipdtesis inductiva: Supongamos que a(3n + 2) — 1 = 2k, para cierto n > 1, con
k € Z.. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
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- PDQa(3(n+1)+2)—1=2j, con j € Z.

a(3(n+1)+2) —1

Il
2

(Bn+5)—1

[a(3n +4) 4+ a(3n + 3)]

[Bla(3n +3) +a(3n +2)] — 1+ a(3n + 3)]

[4a(3n +3) 4+ 2a(3n + 2) + a(3n + 2) — 1]

[4a(3n + 3) + 2a(3n + 2) + 2k] \hipdtesis inductiva
(3[2a(3n + 3) + a(3n +2) + kJ)

j \con j € Z

I
DO W W W W

(b) - Caso base (n =1): 3a(3-1+1)+5 = 3a(4) + 5 = 80 claramente divisible por 8.
- Hipétesis inductiva: Supongamos que 3a(3n + 1) + 5 = 8k, para cierto n > 1, con
k € 7. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ 3a(3(n+1)+1)+5=8j, con j € Z.

3a(3(n+1)+1) +5 = 3a(3n +4) + 5
=3[3a(3n+3) +3a(3n+2)+ 1] +5
=9a(3n+3)+a(3n+2)]+38
= 9[3[a(3n +2) + a(3n + 1) + 1 + a(3n + 2)] + 8
= 36a(3n + 2) + 27a(3n + 1) + 17
— 36[a(3n +2) — 1] + 36 + 9[3a(3n + 1) + 5] — 45 + 17
= 36(2¢) + 36 + 9[3a(3n + 1) + 5] — 45 + 17 \parte (a)
= 36(2i) + 9(8k) + 8 \hipétesis inductiva
=8(9% + 9k +1)
=8j \con j € Z

(c) - Casobase (n=1):a(3-1)+a(3-1+1) = a(3)+ a(4) = 32 claramente divisible
por 32.

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que a(3n) 4+ a(3n + 1) = 32k, para cierto n > 1,
con k € Z. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
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- PDQ a(3(n+1)) +a(3(n+ 1)+ 1) = 324, con j € Z.

a(3(n+1))+a(B3(n+1)+1)

a(3n +3) + a(3n + 4)
a(3n+3) +3a(3n+3) +3a(3n +2) +1
43a(3n +2) +3a(3n+ 1)+ 1)+ 3a(3n+2) + 1
= 15a(3n +2) + 12a(3n + 1) +5
53[a(3n+1)+a(3n)]+ 1)+ 12a(3n+1)+5
5(32k) + 154+ 12a(3n+1)+5  \H.I
5(32k) + 154+ 4(3a(3n+1) +5) —20+5

(

(

5(32k) + 32i \parte (b)
2(45k + i)
27 \con j € Z

1
4
4
4
3
3

P5 (a) -Casobase(/’{;:1):[-[21:Zf1 =1+3<1+1.

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que HQk = Zzil% < 1+ k, para cierto k > 1.
Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

- PDQ Hyenn = Y2 <14k + 1.

2k+1 2- 2k
=2 ;
i=1
2k+2k
= Z Z - \separar suma en 2
i= 1—&—2"C
= \cambio de indice
1 . .
<l4+k+ Z o \hipétesis inductiva
i

Fijarse que
2k

3 LN S S
2k 142k 2428 T 2k 4ok
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Pero
1 < 1
1+2F 7 14 2F
1 1
< \hacer multiplicacién cruzada para verlo

242k — 142k

P 1
2k 42k = 142k

Sumando todo queda:

1 1 1 1 1 1
< i +——
Tror Togor TR oR S Tyor Tigar T igow
Qk:gces
§2k: Lo 2 \nultiplicacis d 1
mulitiplicacCion Cruzada para verio
R P U P pata v

Retornando a la desigualdad anterior

2k+11 2/@ 1
-<1+k
D A W

<l+k+1

(b) - Caso base (n=1): 3.1, H; = Hy, pero H; = 31_, 1=1,luego Hy = (1+1)H, —
l=(1+1)—1=1.
- Hipétesis inductiva: Supongamos que Y. | H; = (n+ 1)H,, — n, para cierto n > 1.
Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
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-PDQ Y Hy = (n4+1+1)H,y — (n+1).

n+1 n
ZHi = ZHi+Hn+1
i=1 i=1
=(n+1)H,—n+ H,1 \hipétesis inductiva
1
= (n+1) Z on +H, \definicién de H,
i=1
1
:(n—|—1)zg+1—1—n—|—Hn+1 \sumar 0
i=1
—~1 n+1 n+1
= 1 - o H, 1=
(n+ );¢+n+1 ntHun A= 0mm
= (n+1) z":1+ ! —1-n+H
B ~i n+l e
n+1 1
- DS 2 —1—n+H, i 1 tori
(n+ ); ; n+ Hy \incorporar - a la sumatoria
— (n + 1>Hn+1 — 1 —nNn + H’I’L+l
(04 2y — (01 1)
1
P6 - Casobase (n=1): (1+2)= ””i_’ll = (Hi)_(gl”*l) = (z+1).

- Hip6tesis inductiva: Supongamos que (14-2)(1+2%)(1+2%)(1+2%)...(1+2*") = "’“"j:’ll,

para cierto n > 1. Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto

2 3 n—1 n $2n+1—1
- PDQ (1+2)(14+2*)(1+2*)(1+2%)...(1+27 )(1+2*) = =—.
n— n 2”_1 n
1+2)(1+ 22 1+x22 1+m23 (1 + 22 ' 1+ 22 _ 7 1+ 22 H.I
1
x_
_:1‘;2"—1—1:2”“"—1—1’2"
N r—1
_mwn—l
-1
!
-1
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