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Resumen:

A ⊆ R es acotado sup. mente ⇔ (∃M ∈ R)(∀x ∈ A) x ≤M (M es cota superior de A).

A ⊆ R es acotado inf. mente ⇔ (∃m ∈ R)(∀x ∈ A) x ≥ m (m es cota inferior de A).

A ⊆ R es acotado si es acotado inferiormente y superiormente.

x ∈ A ⊆ R es máximo de A ⇔ x es cota superior de A

x ∈ A ⊆ R es mı́nimo de A ⇔ x es cota inferior de A

s es supremo de A ⊆ R ⇔ (1) s es cota superior de A.
(2) s es la menor de las cotas superiores de A.

i es ı́nfimo de A ⊆ R ⇔ (1) i es cota inferior de A.
(2) i es la mayor de las cotas inferiores de A.

Caracterización del supremo:

sup(A) = s⇔ (1) s es cota superior de A.
(2) (∀ε > 0)(∃x ∈ A) x > s− ε.

Caracterización del ı́nfimo:

ı́nf(A) = i⇔ (1) i es cota inferior de A.
(2) (∀ε > 0)(∃x ∈ A) x < i+ ε.

Propiedad arquimediana: (∀ε > 0)(∃n ∈ N) εn > 1

Axioma del Supremo: Todo conjunto A ⊆ R, no vaćıo y acotado superiormente tiene supremo
(análogo para el ı́nfimo).

(P1) a) Demuestre que si A y B son acotados superiormente y no vaćıos entonces también lo son A∪B
y A ∩B.

b) Sea A ⊆ R tal que posee elemento máximo M ∈ A, demuestre utilizando la caracterización del
supremo que M = sup(A).

(P2) Analice existencia y calcule supremo de los siguientes conjuntos, justifique su cálculo con una de-
mostración formal.

(i) (a, b)

(ii) {(−1)n − 1
n ∈ R : n ∈ N \ {0}}

(iii) {− 1
f(n) : n ∈ N \ {0}}, f : N \ {0} → N \ {0}, estrictamente creciente.

(P3) Sea A =

{
n+ 1

n
| n ∈ N \ {0}

}
. Demuestre que ı́nf(A) = 1.
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(P4) Muestre que sup(
√
A) =

√
sup(A), donde A ⊆ R+, es no vaćıo y acotado superiormente. Considere√

A = {
√
x : x ∈ A}.

Bonus pa’ la casa: Generalice este resultado para toda función f : A → R, biyectiva y creciente
estricta: es decir, pruebe que sup(f(A)) = f(sup(A)).
Hint pa’l bonus: probar que f−1 es creciente.

(P5) Sean S y T subconjuntos no vaćıos de R tales que:

(∀x ∈ S)(∀y ∈ T ) x ≤ y

Probar que S tiene supremo, que t tiene ı́nfimo y que sup(S) ≤ ı́nf(T ).

Bonus pa’ la casa: Suponga ahora que S ∪ T = R, pruebe que sup(S) = ı́nf(T ).
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