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P1.

Sea X = {x1,...,2,} C R™. Se define la envoltura convexa generada por X como

Al,...,AmZO,Z)\izl}.
=1

Pruebe el Teorema de Carathéodory: si 2 € conv.hull(X), entonces = € con.hull(X') para algin X’ C X tal
que los vectores en X’ son linealmente independientes, |X'| < n + 1.

conv.hull(X) = {Z i
i=1

Pauta Pregunta 1:

Como z € conv.hull(X) entonces existen escalares no negativos Ai,Aa,..., Ay tal que > A\ = 1y
T =D N
Supongamos que 1, T2, ..., T, no son independientes afines. Entonces existen escalares uq, ..., no todos

ceros tal que > " i =0y > it p; = 0.

Como los p;’s no son todos ceros y suman cero, al menos uno de estos escalares debe ser positivo.

Sea p11 > 0. Multipliquemos la ecuacién )", u; = 0 por un escalar no negativo § y restemoslo a la ecuacién
x =", \z;. Esto nos entrega:

m

T = Z()\i — Bui)z;

=1

m
Notemos que Y7 (A — Ba) = Yoty A — B> pi =1

2—10
Cuando 8 = 0 se obtiene la representacién original de x.
Si comenzamos a aumentar el valor de § hasta un By donde algin coeficiente \; — Su; se vuelva cero. Esto
significa que encontramos una nueva representacion de x como una combinacién convexa de m — 1 vectores de
X.
Continuando este proceso de reduccién hasta que hayamos escrito £ como una combinacién convexa de a lo mas
n + 1 puntos afinmente independientes./
P2.
Considere el poliedro P = {(z,y) € R} xR:2; <y, Vi=1,..,n;y < 1}. Demuestre que todo punto extremo
de P es entero.

Pauta Pregunta 2:

La matriz de restricciones del poliedro es:
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10 ... 0 -1
01 0 -1
0 0 1 -1
0 0 0 1

Como las filas de A son Li. = Existe al menos una s.b.f. donde n + 1 restricciones estdn activas.

Entonces los puntos del poliedro son o bien z; = 0Viy =0, 2, = 0Vi € [,z; =1Vj € Jcon INJ = 0,
ITuJ={l,...,ntey=1

Es decir todos los puntos extremos son enteros.

P3.

1. Demuestre la veracidad o provea un contraejemplo para las siguientes afirmaciones

(a) La unién finita de conjuntos convexos es convexo.
(b) La interseccién finita de conjuntos convexos es convexo.

(c) Sea @ matriz simétrica semidefinida positiva. El elipsoide E = {z € R"|2'Qx < 1} es un conjunto
convexo. Indicacion: puede usar que y'Qzr < /ytQy+/xtQx.

(d) Los poliedros no acotados no tienen puntos extremos.

(e) Todo poliedro no vacio tiene puntos extremos.
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Pauta Pregunta 3:

1. Demuestre la veracidad o provea un contraejemplo para las siguientes afirmaciones

(a)

(b)

()

La unién finita de conjuntos convexos es convexo.
Falso: En R2 se puede tomar la bola de radio 1 y centro en el origen, y la bola de radio y centro en
(4,0). Ambos son convexos, pero la unién no es convexa (ni siquiera son conjuntos conexos).

La interseccién finita de conjuntos convexos es convexo.
Verdadero: Sean S; con ¢ = 1,...,n conjuntos convexos y tomamos S = [)S; la interseccién de

éstos. Sean z,y € Sy A € (0,1). Tomando z = Az + (1 — \)y, se tiene que como cada S; es convexo,
z € S; Vi luego z estd en la interseccién de los S;.

Sea @) matriz simétrica semidefinida positiva. El elipsoide E = {x € R"*|z!Qz < 1} es un conjunto
convexo. Indicacién: puede usar que y*Qz < +/ytQy+/ztQx.

Verdadero: Dos maneras de verlo: 1) Como el conjunto definido tiene la forma {z € R"|f(z) < c}
con f convexa (el hessiano es 2Q) el cual es semidefinido positivo), es un conjunto convexo.

2) Otra manera de verlo es por definicién. Tomando z,y € E'y A € (0,1) se tiene que:

Az + (1 =NYQ0z + (1 —N)y) =2tQz + A1 —Nz!Qy + A1 — N)y'Qz + (1 — N2y Qy
<A 201 =) + (1= N2
=(A+1-X)2=1

Por lo tanto, la combinacién convexa esta en E, luego es un conjunto convexo.

Los poliedros no acotados no tienen puntos extremos.

Falso: Tomando el poliedo en 2 21 > 0,23 > 0, es claramente no acotado y tiene un punto extremo
(0,0).

Todo poliedro no vacio tiene puntos extremos.

Falso: Tomando el poliedro no vacio en #2 z; > 0, —z; > —2 no posee ningiin punto extremo.
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Definiciones y Propiedades

Def: Sea C' un conjunto convexo. Un punto z € C se dice punto extremo si no existen dos puntos distintos
y,z € C tales que = Ay + (1 — \)z para algin A € (0,1).

Def: Sea P C R" un poliedro. Un punto x € P se dice vértice si existe ¢ € R” tal que c'z < c'y para todo
y € P\ {z}.

Def: Sea P C R" un poliedro. Un punto xz € R" se dice solucidn bdsica si:
e Satisface todas las restricciones de igualdad.
e Entre todas las restricciones que se activan en x, hay n de ellas linealmente independientes.

Si ademas z € P, se dice que x es una solucion bdsica factible.
Teo: Sea P C R” un poliedro. Entonces, para z € P se tiene que:
2 es un punto extremo < x es un vértice < x es una solucién basica factible

Def: Se dice que un poliedro P estd en forma estdndar si es de la forma P = {z € R" : Ax = b,z > 0}, con
A € Mpxn(R) cuyas filas son linealmente independientes, y b € R™.

Teo: Sea P = {z € R": Ax = b,z > 0} un poliedro en forma estandar. Un vector x € R™ es una solucién
bésica de P siy sblo si Ax = by existen indices B(1),..., B(m) tales que:

e Las columnas Apy), ..., Ap(y) son linealmente independientes.
e z; =0parai¢{B(1),...,B(m)}.

Def: Una solucién basica x € R™ se dice degenerada si existen mas de n restricciones Li. que se activan en
x.
Para un poliedro en forma estandar, esta definicion se traduce en que més de n—m componentes de x sean nulas.

Def: Dado un conjunto finito X = {z1,...,2,} C R", se define su envoltura convexa como

conv(X) = {ka Z)‘i =1, A, > o} ,
i=1 i=1




