Clase 26




Relacion entre Ensambles Canonico y Microcanonico

* En el ensamble canonico la probabilidad de encontrar a un sistema en un
microestado (qv,pv) es (asumiendo particulas distinguibles):
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* Esta probabilidad es constante sobre la hyper-superficie de energia
H(qv,pv)=E, o sea es la misma para todos los microestados que tienen la
misma energia. Por lo tanto la probabilidad de encontrar un sistema en un
microestado con energia entre E y E+AE (con AE—0) es simplemente la
integral de dp sobre el cascarén E<H(qv,pv)<E+AE. Como la
probabilidad es constante puede salir fuera de la integral y tenemos:
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Relacion entre Ensambles Canonico y Microcanonico

* Recordando nuestra definicion de 2(E,V,N) como el nimero de
microestados dentro del volumen encerrado por la hyper-superficie de
energia E y g(E) como la densidad de microestados por intervalo de
energia en el ensamble microcanonico (ver clase 22) tenemos que:
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* Por lo que la integral anterior es:
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Relacion entre Ensambles Canonico y Microcanonico

* Por lo tanto la probabilidad de encontrar al sistema en un microestado con
energia entre E y E+dE es:

dp(E) _ g(E)exp (—BE)
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* Es facil interpretar esta ecuacion. Dado el axioma basico de la fisica
estadistica, que ,
entonces la probabilidad de estar en microestado con energia E es
simplemente la probabilidad de estar en un microestado de energia E
multiplicada por g(E) que es el numero de microestados sobre la superficie
de energia E.

* La funcion g(E) se conoce como el , O

Como la integral de p(E) sobre todos los valores posibles de E debe ser |,
entonces la funcion de particion se puede escribir como una integral (suma)
sobre todos los g(E) microestados posibles ponderados por su probabilidad:




El Ensamble Macrocanonico o Gran Canonico

* Hasta ahora hemos estudiado el ensamble microcanonico que nos permite

describir sistemas (dN=0) y (dE=0) y el ensamble
canonico que nos permite describir sistemas (dN=0) a
(dT=0) debido a que con una

bano termal (dE+0).

* Ahora estudiaremos otro ensamble aun mas general que nos permite
describir con una bano de
particulas. Esto es, sistemas en los que

(dN+#0) pero que poseen un (dp=0)
gracias a estar sumergidos en un bano de particulas.

* En un sistema de este tipo el numero de particulas fluctua constantemente
alrededor de un valor promedio, por lo que microestados con distintos
numeros de particulas estan permitidos con una cierta probabilidad
asociada. En la practica

, por lo que
actua también como un bano termal. Asumiremos entonces que dT=0.




El Ensamble Macrocanonico o Gran Canonico

* Para derivar la densidad de espacio de fase en el ensamble macrocanoénico
hacemos la misma aproximacion que cuando derivamos el ensamble
canonico. Esto es, asumimos que el sistema (S) posee una energia total que
es mucho menor que la de el bano termal y de particulas (R), y que el
universo (sistema + bano) es un sistema cerrado y aislado que puede ser
descrito por el ensamble microcanonico (i.e. tiene una energia E=Es+ERr
constante, un numero de particulas N=Ns+NRr constante y todos sus
microestados son equiprobables).
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El Ensamble Macrocanonico o Gran Canonico

* Asumiendo que Es<<ERry que Ns<<NR tenemos:
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* El sistema S puede adoptar cualquier energia entre 0 y E y poseer
cualquier numero de particulas entre 0 y N.Si en un momento dado el
sistema posee un numero Ns de particulas y se encuentra en un cierto
microestado i con energia Es=E;, entonces el bano R puede estar en
cualquiera de sus muchos Qr microestados posibles que cumplen con
ErR=E-Eiy NrR=N-N.. Por lo tanto, si asumimos que todos los
microestados en los que puede estar el bano son equiprobables, la
probabilidad pi,ns de encontrar al sistema en un estado de energia Eiy

numero de particulas Ns es proporcional a Qr(Er,NRrR)=Qr(E-Ei,N-Ns):
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El Ensamble Macrocanonico o Gran Canonico

* Si hacemos una expansion de Taylor de la entropia del bafio Sr=k InQgr
con respecto a las pequenas perturbaciones Eiy Ns tenemos:
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* Tenemos que:
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El Ensamble Macrocanonico o Gran Canonico

e Como E y N son constantes, Qr(E,N) también es una constante y esto
implica que para el sistema S, la probabilidad pi,Ns es proporcional a:

* Demandando que la suma sobre todos los posibles Ej y Ns sea |
podemos obtener la constante de proporcionalidad, de modo que:
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El Ensamble Macrocanonico o Gran Canonico

* O equivalentemente en notacion continua:
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* Esta es la densidad de espacio de fase es el ensamble macrocanonico o
“gran canonico’. Es la densidad de probabilidad asociada con un estado
arbitrario en el cual un sistema abierto en equilibrio quimico y termal con
una bano de particulas, posee un numero de particulas N y esta en un

microestado (qv,pv) con energia H(qv,pv).




Funcion de Particion Macrocanonica

* De la misma manera en que definimos Z para el ensamble canonico,
podemos definir la funcion de particion macrocanonica (suma sobre todos
los estados) Z como (para particulas distinguibles):
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* De modo que el ensamble macrocanonico es:
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Funcion de Particion Macrocanonica

* O equivalentemente para sistemas que solo pueden adoptar microestados
discretos i con energias Ej (para particulas distinguibles):




Funcion de Particion Macrocanonica

* Como ya sabemos la entropia es el promedio de ensamble de la cantidad
=k Inp, por lo que para el ensamble macrocanonico tenemos:
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* Separando las integrales el segundo término en la suma corresponde a la
energia promedio <H(qv,pv )> y el tercer término al numero de particulas
promedio <IN>, modulo constantes que salen fuera de las integrales. Por lo

tanto tenemos:
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Funcion de Particion Macrocanonica

* ldentificando <H> como la energia interna U del sistema tenemos:

U—TS — pu(N)=—kTInZ(T,V, )
*Y recordando la definicion del “gran potencial termodinamico” @ (clase 16):

®=U—-TS —uN

* Tenemos que:

O(T,V, ) = —kTIn Z(T,V, p)




Funcion de Particion Macrocanonica

O(T,V, ) = —kTIn Z(T,V, )

* En el ensamble macrocanonico esta es la relacion que conecta el
comportamiento microscopico del sistema con su comportamiento
macroscopico.

* &, al igual que S y F, es una funcion fundamental que conserva toda la
informacion necesaria para derivar las ecuaciones de estado del sistema. Por
lo tanto si conocemos el Hamiltoniano a nivel microscopico, podemos calcular
Z lo que nos permite calcular ®, para luego derivar las ecuaciones de estado:
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Funcion de Particion Macrocanonica

* Al igual que en el caso del ensamble canonico el caso de particulas no
distinguibles se puede considerar simplemente dividiendo la funcion de
particion macrocanonica por N:
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* Esta expresion se puede reescribir como:




Conexion entre Ensambles Microcanonico, Canonico y
Macrocanonico

* Esta expresion dice que la funcion de particion macrocanonica es
simplemente la suma ponderada de todas las funciones de particion canonicas
para cada valor de N. Es equivalente a la siguiente expresion que vimos al
principio de esta clase:




Sistemas no-interactuantes en el E. Macrocanonico

* Los mismos argumentos que vimos para sistemas no-interactuantes en el
ensamble canonico se aplican al ensamble macrocanonico. Si el Hamiltoniano
de un sistema de N particulas es la suma de Hamiltonianos independientes
para cada particula tenemos que:
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*Y usando la expresion anterior:
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Sistemas no-interactuantes en el E. Macrocanonico

| Z(1 Vo) = exp (exp () 2TV, 1)) |

* Por lo tanto para sistemas abiertos de particulas no interactuantes en
equilibrio quimico y termal con un bano de particulas podemos derivar el
comportamiento macroscopico del sistema simplemente sabiendo como se
comporta a nivel microscopico un sistema muy simple compuesto por solo
una particula (i.e. simplemente conociendo el Hamiltoniano para una particula

h(q,p)).




Algunas Aplicaciones

Generacion de energia.

Modelos atmosfericos
y de cambio climatico.

Modelos de actividad
economica y
distribucion de
ingresos.

Modelos del origen
del Universo.

Modelos del origen de
la vida.

Desarrollo de nuevos
farmacos.

etc, etc, etc ...
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