Clase 24




El Ensamble Canonico

* El ensamble microcanonico tiene dos limitaciones principales. Primero solo
puede describir sistemas cerrados y aislados con energia constante, y
segundo, para usarlo debemos lidiar con superficies y volumenes complejos
en muchas dimensiones.

* Si queremos describir un sistema que no tiene energia constante debemos
usar otro tipo de ensamble, o equivalentemente otra forma funcional para la
densidad de espacio de fase.

* Pensemos en un sistema con N y V constante pero no aislado (dE+0)
que esta en contacto con un bano termal que lo mantiene a temperatura T
constante.

* Temperatura constante significa que la energia cinética de las
particulas es constante. Por lo tanto este sistema puede alcanzar
microestados con distintas energia Ej y probabilidades pi de ser alcanzados.
La que observamos a nivel macroscopico para el sistema
es el promedio de ensambles sobre la energia de todos los microestados
posibles, ponderado por la densidad de espacio de fase.




El Ensamble Canonico

* Si un sistema S esta sumergido en un bano termal R, podemos asumir
que la energia total del universo completo S+R que incluye tanto al sistema
como al bano termal es constante (o sea que sistema+tuniverso es un
sistema aislado), y para que el bano mantenga al sistema a T constante,
necesitamos asumir que la energia total del bano Er es mucho mayor que la
del sistema Es. Tenemos entonces:
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El Ensamble Canonico
* Digamos que pi es la probabilidad de encontrar al sistema S en un cierto
microestado i con energia Ei. Como S+R puede ser descrito por el
ensamble microcanonico, todos sus microestados son equiprobables. Por lo
tanto Pi es proporcional al nimero de microestados del sistema total S+R
que son consistentes con que S tenga energia E;, que a su vez es igual al
numero de microestados del bano R que tienen energia ER=E-E;.

D; X QR(ER) — QR(E — Ez) con Ez < F

* Tomando la entropia del bano y expandiendo con respecto a Ei tenemos:
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* Donde podemos ignorar los terminos de mayor orden porque Ei<<E,y
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El Ensamble Canonico

e Tenemos:

Qr(E — E;) ~ Qp(E) exp (_lf’_T)

*Y recordando que E es la energia del sistema total (sistema + bano) la que
es constante, tenemos que QQr(E) también es constante, por lo que:
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¢ Por lo tanto, a diferencia de en un sistema aislado, todos los distintos

microestados con distintas energias pueden eventualmente ser alcanzados
con cierta probabilidad.

, las cuales disminuyen
exponencialmente con le energia.




El Ensamble Canonico

* Como el sistema tiene que estar en algun microestado, la suma de pi
sobre todos los posibles estados i tiene que ser igual a | (distribucion de
probabilidades normalizada), por lo tanto tenemos que:
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* La expresion equivalente en notacion continua (densidad de probabilidad
en vez de distribucion discreta de probabilidad) es el

J &N qd*Npexp (—BH (qu,pv)) ,
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Funcion de Particion (Z)

* Se define la funcion de particion Z (por Zustandsumme o suma sobre
todos los estados) como:
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* De forma que el ensamble candnico es:




Funcion de Particion (Z)

* O equivalentemente, para un sistema que solo puede adoptar
microestados 1 discretos:




Funcion de Particion (Z)

* Vimos que la entropia es el promedio de ensamble de =k In(p), por lo
tanto:
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S — <_k1npc> — h3—N pc(QvaV)(_klnpc(QVapu))dqudBNp

* Reemplazando el ensamble candnico pc tenemos:
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S = 13N pe(qu, p0)(KBH (g, py) +In Z2)d> qd™Y p

* Donde si separamos la integral en los términos de la suma, el primer
termino corresponde al promedio de ensamble del Hamiltoniano por la
constante KB y en el segundo término el logaritmo de Z puede salir de la
integral ya que la funcion de particion no es una funcion de las coordenadas
del espacio de fase. Por lo tanto tenemos que:

S =kB(H)+klnZ




Funcion de Particion (Z)

* |dentificando el promedio de ensamble del Hamiltoniano con la energia
interna del sistema U, y recordando que B=1/(kT) entonces tenemos:

S:%—Fkan

* O equivalentemente:
U-TS=—-kTInhz
¢ Recordando la definicion de la
F=U-TS
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| F(T,V,N) = —kT'=n Z(T,V,N




Funcion de Particion (Z) y Conexion Micro-Macro

* Al igual que la entropia,

(potencial termodinamico) la cual puede ser derivada con respecto a las
variables de estado para que describen el
comportamiento macroscopico del sistema.
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* Por lo tanto, para un sistema cerrado isotermal hemos conectado
nuevamente el comportamiento microscopico del sistema dictado por el
Hamiltoniano con el comportamiento macroscopico (las ecuaciones de
estado) por medio de la funcion de particion.

* En vez de conectar la entropia S con el nUmero de microestados 2 a
través de S=k In(), como lo hicimos para el

, la conexion para el es
entre la energia libre F y la funcion de particion Z a traves de F==kT InZ.




Factor de Correccion de Gibbs en el Ensamble Canonico

* Hasta ahora hemos ignorado el factor de correcion de Gibbs en nuestra
derivacion del ensamble candnico, o sea, hemos asumido que las particulas
son distinguibles.

* Para el ensamble microcanonico derivamos que:
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donde Qg es el nimero de microestados en el caso de particulas
“distinguibles” y Qnd en el caso de particulas “no distinguibles”.

* Podemos generalizar esta correcion para un ensamble arbitrario
incorporando el factor N! al diferencial de volumen del espacio de fase.




Factor de Correccion de Gibbs en el Ensamble Canonico

* De esta forma, en el caso del ensamble canonico tenemos para la funcion
de particion Z en el caso de particulas distinguibles y no distinguibles:
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* Esto hace sentido si recordamos que
que puede alcanzar el
sistema. En el caso de particulas no distinguibles
de

particulas (INY).




Gas |deal bajo el Ensamble Canonico

* Demonstremos la utilidad del ensamble canonico derivando las ecuaciones
de estado de un gas ideal. Para esto supongamos que estamos en presencia
de un gas ideal en un sistema isotermal a temperaturaT.

* Para esto, dado el Hamiltoniano del sistema usaremos las siguientes
ecuaciones:

x eXp (_BH(Ql/apz/))
F(T,V,N) = —kTn Z(T,V, N)
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Gas |deal bajo el Ensamble Canonico

* El Hamiltoniano de un gas ideal es:

N p_,2 3N p2
H(Ql/apz/) — Z QI;TL — ﬁ
r=1 r=1

* Considerando que H no depende de la posicion de las particulas, y dada la
propiedad de la funcion exponencial tenemos que la funcion de particion es:
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Gas Ideal bajo el Ensamble Canonico

B

* Haciendo el siguiente cambio de variables: Tr = Q—py
m
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Z(T7 V7 N) — N'h3N (7> 2 H / € dx
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* La integral es:

¢ Por lo tanto:
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Gas Ideal bajo el Ensamble Canonico

h2
e Definiendo la constante: A = tenemos:
(27kaT
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* Por lo tanto la energia libre F es, usando la aproximacion de Striling:

9 T 3/2
F(T,V,N)= —kT'InZ(T,V,N) = —NkT (1 +1n (Xf ( ”ZZ"“ ) ))




Gas Ideal bajo el Ensamble Canonico

*Y derivando la funcion fundamental F tenemos:
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Gas |deal bajo el Ensamble Canonico

* Podemos usar la definicion de F para reemplazar T por la energia interna:

U:F—I—TS:gNkT

* Con lo que tenemos:

5 V [ ArmU\ >/?
N)=NE[2+1
S(U,V,N) ; T <3h2N>

* Por lo tanto hemos obtenido un resultado identico al que obtuvimos
usando el ensamble microcanoénico para un gas ideal aislado con energia
constante. Esto se debe a que tanto S como F son funciones fundamentales
y conservan toda la informacion necesaria para derivar las ecuaciones de
estado del sistema. Usando el ensamble canonico el calculo de F suele ser
mucho mas simple que el calculo de S usando el ensamble microcanonico.




