Clase 23




Espacio de Fase Discreto y Numero de Microestados

* Hasta ahora hemos visto que
en el espacio de fase
multi-dimensional en el que habitan los microestados del sistema.

* En el por lo que sobre la
superficie E existen un numero infinito de microestados, y solo hace sentido
hablar razones entre el area de dos superficies 0(E,V,N) y o(E’,V,N), o
equivalentemente de diferencias de entropia AS=S-S’. Esto hace que surja
la constante O en las ecuaciones que vimos la clase pasada.

* En realidad que
esta dado por el principio de incertidumbre de Heisenberg (ApAqg>h). En
el caso de un espacio de 6N dimensiones para N particulas que habitan y
se mueven en un espacio de 3 dimensiones (qvsPv),

(porque Ap3NAq3N>h3N),

* Esto implica que un volumen en el espacio de fase contiene un numero
finito de microestados, cada uno de volumen h3N,




Espacio de Fase Discreto y Numero de Microestados

* En este caso hace sentido hablar del niumero de microestados 2(E,V,N)
dentro del volumen W(E,V,N) encerrado por la superficie 0(E,V,N), que
no es mas que el numero de sub-volumenes: T

S(E,V,N)= ) Q(E',V,N)
E'<E

!

P‘\\\\\

donde la suma es sobre todos los posibles microestados QQ(E’,V,N)
consistentes con que el sistema tenga una energia E> menor o igual a E.

* Esto nos permite definir el nUmero de microestados por intervalo de
energia g(E,V,N) como:

g(E,V,N) = %Z(E, V,N)




Espacio de Fase Discreto y Numero de Microestados

* El nimero de microestados QQ(E,V,N), o sea el nUmero de pequenos
volumenes que interesectan la superficie 0(E,V,N) es entonces la cantidad
no-dimensional:

Q(E,V,N) = g(E,V,N)E

* Para un sistema cerrado y aislado con energia E el numero de
microestados consistente es simplemente la densidad de microestados por
intervalo de energia multiplicada por la energia del sistema.




Espacio de Fase Discreto y Numero de Microestados

* Por lo tanto, en el limite termodinamico, y considerando el factor de
correccion de Gibbs, la conexion entre el comportamiento microscopico y
macroscopico de un sistema esta dada por las siguientes ecuaciones:

1
(B, V, N) = / 3N g
N1h3N H(q,,pv)
(B.V.N) = -2 5B V. N)
g 9 9 - aE 9 9

O(E,V,N) = g(E,V,N)E

S = kInQ(E,V,N)

* En estas ecuaciones ya no esta la constante 0o, Y hace sentido hablar de
una escala absoluta de entropia en la que S=0 cuando Q=1.




Sistema de Osciladores Armonicos Simples

* Ejemplo: Imaginémos un sistema termodinamico compuesto

por N osciladores armonicos simples de frecuencia W. Los
microestados de éeste sistema habitan en un espacio de fase de
2N dimensiones (N momentums + N coordenadas) y el minimo
volumen posible en este espacio es hN.Tenemos entonces que:

1

Z(E,V,N):—/ dN qd™ p
h? H(qu,p,)<E

* Donde hemos ignorado el factor de correccion de Gibbs ya
que los osciladores son distinguibles uno de otro por su
posicion la que consideramos esta fija.

¢ El Hamiltoniano del sistema es:

al p2 1 2 2
H(anpl/) — ﬁ + §mw q,

r=1




Sistema de Osciladores Armonicos Simples

* Haciendo el siguiente cambio de variable Xxy=muwqyv tenemos:

1/ 1\"
Y(E,V.N) = d™ xd™
S ht (mw> /zfl(py+x2)<2mE vy

* Donde la integral no es mas que el volumen de una esfera de radio \/2mFE
en 2N dimensiones. Recordando la clase pasada tenemos:

YX(E,V,N) = ,;v (mi)N N?(VN) (2me)™ = NFl(N) (217;?)

* Derivando con respecto a la energia:

oY (2m\" EN-!
OE

g(E,V,N) =




Sistema de Osciladores Armonicos Simples

*Y el numero total de microestados es:

oy 9 N EN
Q(E,V,N)—Q(Ev‘/?N)E_@_E_(E) m

* Usando la aproximacion de Stirling en el limite termodinamico:
'(N)=In(N-1)!~(N—-1)In(N—-1)—(N—1)~NInN — N

tenemos:

| S(E,V,N) = Nk [1 +In ( er b >] |




Sistema de Osciladores Armonicos Simples

* Las ecuaciones de estado macroscopicas son entonces:

1_ 051 _ y\pld
T OE|,y E
P 0S5
- ZF — 0
T dVign
ok _ 05 _Mn<m>
T  ON BV N hw

* ; Por qué la presion es cero!

* ; Cual es la capacidad calorifica del sistema!?




Densidad del Espacio de Fase y Promedios de Ensambles

* Hemos desarrollado un formalismo estadistico que nos permite modelar
sistemas cerrados y aislados, descritos macroscopicamente por las variables

EV,y N

* Queremos generalizar este formalismo y desarrollar herramientas que nos
permitan modelar sistemas mas realistas, en los cuales la energia puede no
ser constante, y los microestados no necesariamente vivir sobre una hyper-
superficie E.

* Por ejemplo en un sistema en un bano termal a temperatura T constante,
la energia esta constantemente fluctuando al rededor de un valor promedio
<E>y

* Obviamente microestados con E cercana a <E> son mas probables que
estados en los que E difiere mucho de <E>.




Densidad del Espacio de Fase y Promedios de Ensambles

* Definimos la P(qv,pv) como la probabilidad
de un sistema se encuentre en un cierto volumen infinitesimal wW+dw=(qv
+dqv,pvt+dpy) del espacio de fase, dado su estado macroscopico. Por lo
tanto P es una densidad de probabilidades definida sobre todo el espacio de
fase y debe cumplir con la siguiente normalizacion:

/p(qu,py)dqud?’Np =1

* Si existe un observable arbitrario del sistema f(qv,pv) (como por ejemplo
el Hamiltoniano H(qv,pv), o el momentum angular L{(qv,pv)), entonces

del sistema.

(f) = / F(go )Py, o) d2N qd®VP




Densidad del Espacio de Fase y Promedios de Ensambles

* Definimos la p(qvspv) como la probabilidad
de que el el microestado de un sistema se encuentre en un cierto punto del
espacio de fase, dado su estado macroscopico. Por lo tanto p es una
densidad de probabilidades definida sobre todo el espacio de fase y debe
cumplir con la siguiente normalizacion:

/p(qu,py)dqud?’Np =1

* Si existe un observable arbitrario del sistema f(qv,pv) (como por ejemplo
el Hamiltoniano H(qv,pv), o el momentum angular L{(qv,pv)), entonces

del sistema.

(f) = / F(go )Py, o) d2N qd®VP




Densidad del Espacio de Fase y Promedios de Ensambles

* Dichos promedios son llamados , Y cuando
hablamos de un , nos referimos por lo general
tanto al conjunto mismo de microestados como a la probabilidad que cada
uno tiene asociada (i.e. su densidad de espacio de fase).

* En el caso de un sistema cerrado y aislado con energia E, tenemos que la
probabilidad es cero fuera de la hyper-superficie G(E) y constante sobre
esta superficie (axioma de que todos los microestados posibles son
igualmente probables). Por lo tanto para un sistema cerrado y aislado
tenemos:

1
IO(QI/7pI/) — O'(E) 5(E — H(Ql/ypu))

* Donde el factor 1/0(E) asegura que la integral sobre el espacio es |.




Densidad del Espacio de Fase y Promedios de Ensambles

* Si consideramos un caso mas comun en el cual sabemos que un sistema
cerrado y aislado tiene energia entre el rango E y E+AE, tenemos:

p=const. si E<H(q,p,) <E+AE

p =0 fuera de este rango

* Se debe cumplir la normalizacion:

/pd?’qu?’Np = const. / N qd3Np =1
E<H(qu,pv)<E+AE

1 1
BNgd3Np — Q(E,V, N)h3N

const. =
fE§H§E+AE




Densidad del Espacio de Fase y Promedios de Ensambles

* Es conveniente redefinir la densidad de espacio p de fase como la
densidad de probabilidad por unidad de volumen en el espacio de fase
multiplicada por h*™ (o sea haciendo que la densidad sea no dimensional).
En este caso tenemos:

1
dBquSN

N p(qv, D) p=1

*Y el promedio de ensamble de una cantidad f es:

(f) = 737 /f (qv, 20)P(q, 20 )N qd*N p




Ensamble Microcanonico

* Usando esta definicion y el valor que encontramos para la densidad sobre
la superficie de energia, definimos el para un
sistema con energia E como:

|
E < H(g,, p,) < E + AE

Q
0 otherwise

* Esta es la denisdad de espacio de fase sobre todos los microestados
consistentes con el estado macroscopico de un sistema cerrado y asilado.

* Las variables de estado macroscopicas de tal sistema corresponen a
promedios ponderados de variables microscopicas sobre el ensamble
microcanonico.




Entropia como Promedio sobre Ensamble Microcanonico

* Encontremos la funcion microscopica f(qv,pv) cuyo promedio de
ensamble es la entropia:

S = h:w/f (qvsP0)p(qus po)d* qd’Np

* Para esto nos podemos poner en el caso de un sistema cerrado y aislado
el cual esta descrito por el ensemble microcanonico. Sabemos que la
entropia es S=k In(Q) por lo que f debe cumplir con:

RN Q = / (s 22) e po ) PN qdN p

* Podemos mostrar que esta identidad se satisface para:

f(QI/apV) = —kIn (me(QVapl/))




Entropia como Promedio sobre Ensamble Microcanonico

* Tenemos:

1 1 1
S(E,V,N) = — — [ —kln= | &BNqd*Np
( ) h3N ESH(qy,py)SE—FAE Q ( Q>

e Como sobre la hyper-superficie de energia E tenemos d=const.:

1 1
S(E,2V,N)= —klnQ)— N qd*N p
( ) (2 h3N E<H(qu,pv)<E+AE

1
S(E,V,N) = TR (kInQ)Qr*Y = klnQ




Entropia como Promedio sobre Ensamble Microcanonico

* Por lo tanto la entropia corresponde al promedio de ensamble del
logaritmo natural de la densidad de espacio de fase:

* Tanto la entropia como todas las otras variables de estado macroscopicas
corresponden a promedios de ensamble de cantidades microscopicas
ponderados por la denisdad de espacio de fase.

* Bajo el formalismo de los ensambles, para derivar el comportamiento
macroscopico de un sistema a partir de su comportamiento microscopico,
podemos simplemente conocer la densidad de espacio de fase del sistema
(el ensamble) y luego tomar promedios de ensamble de las variables
microscopicas que correspondan.




