


Soluciones C3

P1 Si r es la distancia de P1 al vértice del cono y h es
la distancia de P2 al vértice, entonces r � h � R donde R
es el largo de la cuerda. La energı́a potencial de ambas
partı́culas entonces es

U � mg � r cosα � h � � cte � mgr � 1 � cosα �
Se usó la “cte” para eliminar la aparición de la constante
R que pudo haber en U .
Usando para P1 coordenadas esféricas centradas en el
vértice del cono y, puesto que no hay fuerzas en la di-
rección φ̂ , la componente aφ de la aceleración tiene que
ser nula, lo que implica que ��� mr2φ̇ sinα es constante.
Esto permite escribir

φ̇ � �
mr2 sinα

La energı́a cinética de P2 es K2 � m
2 ḣ2 � m

2 ṙ2 y la otra es
m
2 � ṙ2 � r2φ̇ 2 sin2 α � La energı́a total del sistema entonces
es

E � mṙ2 � � 2

2mr2
� mgr � 1 � cosα �	 
�� 


U �
El primer término no tiene el tradicional factor 1

2 porque
la masa total es 2m. El potencial efectivo U � tiene su mı́ni-
mo cuando

r3 � � 2

m2g � 1 � cosα �
Si P1 se mueve en órbita circunferencial con rapidez V0,
su momento angular tiene magnitud ��� mrV0 sinα que
se reemplaza en la ecuación anterior para deducir que la
coordenada esférica r para la órbita circunferencial vale
r0

r0 � V 2
0 sin2 α� 1 � cosα � g

El radio de la circunferencia es ρ0 � r0 sinα .
La segunda derivada de U � con respecto a r es

d2U �
dr2

����� � ������� � 3 � 2

mr4
0
� 3mg2 � 1 � cosα � 2

V 2
0 sin2 α

de donde la frecuencia de las pequeñas oscilaciones es

ω ��� ��� �"! U # #
2m

�$! 3
2

g � 1 � cosα �
V0 sinα

P2 Las únicas fuerzas que actuan sobre el cuerpo son la
tensión del hilo, � T ρ̂ y la fuerza viscosa � γ ��%v � %V0 � .
Usando como base los vectores unitarios ρ̂ & φ̂ asociados a
la posición de la partı́cula, la velocidad del viento se puede

escribir %V0 � V0 � ρ̂ cosφ � φ̂ sinφ � . Con esto la ecuación
de movimiento se descompone en� mRφ̇ 2 �'� T � γV0 cosφ

mRφ̈ �'� γ � Rφ̇ � V0 sinφ �
La primera ecuación determina la tensión una vez que se
ha resuelto el movimiento. La segunda ecuación tiene la
forma de la ecuación de un péndulo con fuerza viscosa.
Si en la segunda ecuación se aproxima el seno al ángulo
mismo se obtiene

φ̈ � γ
m

φ̇ � γV0

mR
φ � 0

La solución tiene comportamiento oscilante (subamorti-
guada) si

γV0

mR ( γ2

4m2

es decir, para que el sistema tenga pequeñas oscilaciones
en torno a φ � 0 se debe cumplir que el viento sea más
intenso que un mı́nimo:

V0 ) γR
4m

y el movimiento mismo queda descrito por

φ � t �*� φ0e + tγ , m cos - t ! γV0

mR
� γ2

4m2 .
P3 Consideramos dos sistemas de referencia, uno (S) con
origen en el punto donde el aro se une al eje y que no rota
y otro (S # ) con origen en el centro del aro cuyo eje x # apun-
ta siempre hacia afuera del eje y el eje z # es perpendicular
al aro. El sistema S es inercial y S # no lo es.
La relación entre los dos sistemas es:%̈R � � RΩ2

0x̂ #%Ω � Ω0ẑ #
lo cual especifica que el vector %R hace un movimiento cir-
cunferencial de radio R y velocidad angular Ω0.
En el sistema S # , la cinemática de la argolla está dada en
coordenadas polares por%r # � Rρ̂ #%v # � Rφ̇ φ̂ #%a # � � Rφ̇ 2ρ̂ # � Rφ̈ φ̂ #
Las fuerzas que actúan sobre la argolla son%F � N1ρ̂ # � � N2 � mg � ẑ #
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Se utiliza ahora la ecuación de Newton modificada para
sistemas no inerciales, para lo cual hay que calcular una
serie de términos. Estos son:� m %̈R � mRΩ2

0 � cosφρ̂ # � sinφφ̂ # �� m %Ω /0� %Ω /1%r # �2� mRΩ2
0ρ̂ #� 2m %Ω /3%v # � 2mRΩ0φ̇ ρ̂ #

Recolectando todos los términos, la componente según φ̂ #
de la ecuación de Newton es

mRφ̈ �'� mRΩ2
0 sinφ

y las otras dos permiten calcular las normales N1 y N2.
La ecuación anterior, puede ser multiplicada por φ̇ e inte-
grada en el tiempo, obteniéndose

1
2

φ̇ 2 � 1
2

φ̇0
2 � Ω2

0 � cosφ � cosφ0 �
La condición inicial corresponde a φ0 � 0 y φ̇0 � V0 4 R. La
condición final significa que la partı́cula llega a φ � π y
como se pide la velocidad V0 mı́nima, se requiere que lle-
gue con velocidad nula a ese punto, es decir φ̇ � 0. Reem-
plazando � 1

2 5 V0

R 6 2 �'� 2Ω2
0

de donde se obtiene

V0 � 2RΩ0

.
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