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Capitulo IX

OSCILADOR ARMONICO

IX.1. INTRODUCCION

Al deducir la ley de Hooke, un resorte se estiraba lentamente colgando masas iguales
consecutivamente en su extremo libre y se media, después de detener su movimiento,
e cambio en su largo. Este es el caso estatico. Analizaremos a continuacién la dindmica
del resorte. Consideramos sélo el resorte y una masa en su extremo, se comprime -por
ejem’lo-, y se deja libre. El movimiento que se observa se denomina arménico simple.

Estudiaremos analiticamente este movimiento en este capitulo.

Esta oscilacién es probablemente la mds recurrente en todas las dreas de la fisica. Tipico
es encontrar un punto de equilibrio de un sistema y calcular las pequefias oscilaciones

alrededor de este punto.
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Diagrama de cuerpo libre del resorte. La tinica fuerza externa
horizontal, proviene del resorte y el sentido de esta fuerza se
opone desplazamiento con respecto del punto de equilibrio x. Si
el desplazamiento x es positivo, la fuerza apunta en el sentido
negativo del eje x. Si es negativo, la fuerza del resorte apunta
en el sentido positivo del eje x.

1

En este escenario la segun-
da ley de Newton se tra-
duce en

ma=—kux, (IX.1)

donde a= aceleracién de
la masa m a lo largo del
eje x que es el eje del re-
sorte. Estamos consideran-
do un movimiento en una
dimensién. La masa desli-
za sobre una superficie sin
roce.
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Suponemos que la ley de Hooke, encontrada estudiando el caso estético se aplica —sin
cambios—, al movimiento acelerado ya que hemos supuesto un resorte de masa nula. La
validez de esta suposicién debe ser contrastada mediante los experimentos.

No consideramos el roce en esta etapa inicial. Se analizara al final por ser un problema
mas complejo.

El siguiente paso es resolver la ecuaciéon de movimiento [IX.1]. Esta ecuacién indica que
la aceleracion es proporcional a la posicién de la masa, como la masa oscila, la aceleracion
no es constante . Esto es diferente al caso de una particula moviéndose con aceleracién
constante: a, =g, por ejemplo. Esta condicién genera una trayectoria parabdlica: y(t) =
Vot Vo, t +(1/2) gt

La ecuacion de movimiento [IX.1] es una ecuacion diferencial. La aceleracién es la se-
gunda derivada de la posicién con respecto al tiempo y la igualdad en [IX.1] exige que
esta segunda derivada tome un valor proporcional al de la posicién en cada instante.

Como no es requisito conocer ecuaciones diferenciales en este curso, resolveremos esta
ecuacion utilizando su analogia con el movimiento circular uniforme, donde -por ejemplo-
, la proyeccién de su vector posicion en el eje-x , cumple la misma ecuacién que rige el
movimiento del resorte IX.1.

Ejemplo

Analice cualitativamente la ecuacién de una

b x
masa acoplada a un resorte. k@ﬁ:@@ﬁ

La ecuacién del oscilador siempre se puede

s — x
escribir como: o=
a(t) = - [k/m] x(t). Como k y m son posi- I(Md
tivos y por su analogia con el movimiento -

X=

circular, como veremos a continuacién, se Fop

acostumbra a definir w? =k/m. Podemos mgmmﬁ Equilibrio

apreciar que si la particula se ubica en el
lado positivo del eje en algtn instante: x(t) e~

F
>0, la aceleracién es negativa, va frenando (mgm

el movimiento de la particula hasta que

la particula se detiene (velcidad nula) y e S —
comienza a devolverse. A continuacion, Cm
su velocidad apunta hacia el origen (es 1

negativa) y va creciendo en médulo debido

. . . La evolucién de la fuerza (o aceleracién) y el
a que la aceleracién apunta hacia el origen.

estiramiento del resorte.
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Introduccién a la Mecanica 3

Una vez que alcanza el origen la aceleraciéon desaparece en ese instante y posterior-
mente al comenzar a moverse en la regién negativa del eje x, la aceleracién de la particula
apunta en el sentido positivo del eje x y nuevamente la particula comienza frenar su mo-
vimiento. El argumento anterior se repite y la particula no puede escapar de una cierta
region finita del eje x(t).0

Para resolver la ecuacion IX.1 se requiere conocer cdlculo diferencial. Afortunadamen-
te, podemos resolverla utilizando una estrategia que explicamos a continuacién y con la
cual evitamos recurrir a la maquinaria del cadlculo. Una parte del argumento es que esta
ecuacion diferencial m a = - k x, tiene una solucién tinica, de modo que si encontramos
una solucioén, cualquiera sea el método utilizado, es la solucién buscada.

la segunda parte es comprobar que la ecuacién IX.1 aparece en la descripciéon del mo-
vimiento circular uniforme. El detalle de este método viene en la seccién siguiente.

IX.2. MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

A continuacién mostraremos que basta entender la cinematica del movimiento circular
uniforme para resolver la ecuacién [IX.1].

Empecemos recordando la expresion para la aceleracion de una particula que describe
una circunferencia con una rapidez uniforme:

a = —w?rfcos wt, senw t] = —w7. (IX.2)
Al tomar la componente x de este vector, obtenemos:
ay = —w?r cos wt = —w?x, (IX.3)

se puede apreciar que es el mismo tipo de ecuacién que aparece en el caso del resorte, si
identificamos w? con k/m.

En palabras, esta ecuacion nos dice que en cada instante el valor de la aceleracién debe
ser proporcional a la posicién de la particula. El factor de proporcionalidad es —w?.

Si ambas ecuaciones, la obtenida al estudiar el movimiento arménico simple y aquélla
que gobierna el movimiento de una masa unida a un resorte, son iguales, entonces tienen
la misma solucién. Una de las soluciones de la ecuacion [IX.1], es:

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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x(t) = A cos \/Et : (IX.4)
m

con A = Constante.

Como estamos resolviendo un problema fisi-

co, cada una de las cantidades que aparecen

en la ecuacién debe tener un significado con-
creto. En el caso de la constante A, representa
la amplitud de la oscilacion.

Por ejemplo, analizando en detalle la solu-

cién [IX.4] concluimos que corresponde a un

resorte cuya elongacion en t = 0 es z(t =

0) = A.

La velocidad en ese mismo instante es nula, como se puede verificar al derivar una vez
esta solucion. También se puede llegar a esta conclusion al inspeccionar la tltima Figura,
donde se representa un movimiento circular uniforme. Alli se advierte que la velocidad
es tangente a la circunferencia y en ese punto —donde ¢t = 0- no tiene componente en el
eje z. De hecho es perpendicular a él.

8 down
v=0
aup

Figura IX.1: El punto de equilibrio del resorte coincide con el centro de la circunferencia. La
amplitud A coincide -en este caso-, con los valores extremos de la circunferencia.

Si estiramos un resorte de forma que x = Ay en un instante arbitrario, que designamos
como t = 0, se deja ir, el resorte oscila en torno al punto de equilibrio con una frecuen-
cia w = /k/m. Graficamente se puede ver en la Figura, como la proyeccién del punto
P sobre el eje z, oscila entre —A y +A, a medida que el punto P da vueltas a la cir-
cunferencia. (El &ngulo que describe el vector que apunta hacia P es lo que se denomina

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 5

la fase de dicho movimiento).

Sin embargo, ésta no es la situacion mds general. Puede ocurrir que al momento de
empezar el movimiento, el punto P que representa a la posicién inicial de la particula en
la Figura, no se ubique en el eje x sino que forme un angulo ¢ con la horizontal, tal como
se aprecia en la Figura.

En este caso debemos sumar el angulo ¢ a

(wt) y la solucién es: P
x(t) = A cos(wt+¢), (IX.5) 1;5 \
o kK
con wh = —.
m x{i Q)
Esta tiltima ecuacion es la soluciéon més ge-
neral de la ecuacién [IX.1]. Todos los posi-

bles casos que pueden ocurrir con un osci-
lador armoénico se acomodan a esta expre-
sion.

IX.3. CONDICIONES INICIALES

El problema del movimiento de una masa m atada a un resorte de constante k, ma-
sa nula y sin friccién, ya estd resuelto. Su solucién es la ecuacion [IX.5]. Para usar esta
expresion en cada uno de los casos particulares planteados en un ejercicio, debemos de-
terminar los valores de las constantes A y ¢, que aparecen en la ecuacién [IX.5]. Estas dos
constantes contienen la informacién acerca de la velocidad y la deformacién del oscilador
en el instante inicial.

La constante w distingue un oscilador armoénico de otro.

Para determinar A y ¢ debemos conocer las condiciones bajo las cuales se originé la
oscilacion, éstas se denominan las condiciones iniciales del problema.

Un problema estd bien planteado si a partir de los datos que nos entregan se puede deter-
minar, sin ambigiiedades, Ay ¢.

Ejemplo

En el instante inicial, ¢ = 0, el extremo de un resorte se encuentra en su punto de
equilibrio (z = 0), con una velocidad (—V}). Encontrar el valor de A y ¢ en este caso.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Estos son los datos tipicos que se proporcionan para resolver un problema de oscilacio-
nes.

En la solucién general [IX.5], se debe ajustar los valores de A y ¢ para satisfacer estas
condiciones iniciales: .
z(t=0)=0=A cos ¢ = gsz,

(A # 0, puesto que si A = 0, no existe oscilacién). Reemplazando en la ecuacién general
[[X.5], tenemos:
x(t) = A cos(wt+7/2) = —A sen(wt).

La velocidad se encuentra sumandole (7/2) al d&ngulo correspondiente al vector posicion
y multiplicando la amplitud por w. (Recordemos que, en todo instante, V' es perpendicu-
lar al vector posicién).

V(t) = —Awsenjwt+ /2] = —Aw cos[w t].

Hemos usado las propiedades del seno y del coseno. (Ver Apéndice Matematico para
mayores detalles).

Aplicamos ahora la condicién inicial a la expresién de la velocidad. Se obtiene:

Y

t=0,  V(t=0=-V=-Aw = A=~

Asi, en este caso, la ecuacién de movimiento toma la siguiente forma:

z(t) = (%) cos(wt +7m/2). (IX.6)
Las dimensiones de V; /w son,
L
[E] - [—T} — L. (IX.7)
w 7]

Nota

Conviene destacar que el movimiento arménico simple, este es el nombre que recibe el
movimiento que hemos estudiado, es fundamental en el funcionamiento de los relojes
mecdanicos porque w, la velocidad angular, estd determinada por la constante % del resorte
y la masa m. Conocidos estos valores, la frecuencia queda fija, sin depender de la forma
cémo se inicia esta oscilacion.

Ya sabemos resolver el problema de la oscilacién de un sistema masa resorte en ausen-
cia de friccién. El procedimiento consiste en determinar las constantes A y ¢, a partir de

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 7

las condiciones iniciales del problema. Como es una operacion que se repite una y otra vez,
conviene ilustrarla con distintos casos.

Ejemplo

Aplicamos una fuerza sobre un resorte de modo que se alarge X, metros, medidos a
partir de su largo natural. Repentinamente lo soltamos. ;Qué valor toman las constantes
Ay ¢ en este caso?

Las condiciones iniciales son:

En t=0: =X, = Acos ¢,
v=0 =—-Awsen .

Con estas ecuaciones A y ¢ quedan determinadas y podemos conocer la posicién y la
velocidad en cualquier instante posterior.

Si le hubiésemos dado un impulso (un golpe corto) justo cuando estaba en reposo,
entonces las condiciones iniciales serfan:

En t=0: z(t=0)=0 =Acos¢ = ¢=m/2,
v(it=0)=vy =—-Awsengp = A= —yy/w.
h
loswk
X
( wt |\

Figura IX.2: La velocidad se puede obtener geométricamente de la Figura. Es tangente
a la circunferencia y su magnitud esta dada por el producto del radio por la velocidad
angular. La velocidad de la masa unida al extremo del resorte se obtiene proyectando w r
sobre el eje x.

Un impulso corresponde fisicamente a un cambio repentino en el valor de la velocidad,
sin afectar —en ese instante— a la posicion, la cual permanece inalterada.

Sabemos que v(t) es la derivada de z(t) con respecto al tiempo. Pero también se puede
pensar (de acuerdo a la Figura [IX.2]), en una rotacién en /2 radianes con respecto al
vector Z(t) y ademds multiplicar el largo (médulo) del vector #(t) por w.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Esta operaciéon nos permite obtener gréficamente la velocidad en cualquier instante.
Ejercicio

Se tiene una masa unida a un resorte de constante &, que oscila sobre una mesa sin roce.
Demuestre que si la posicion en el instante t = 0 es ¢, y su velocidad es v, en el mismo
instante, entonces las constantes A y ¢, toman los siguientes valores:

A= x%%—(%)Q, tan ¢ = —

w

Vo

O (IX.8)

W Ty
Ejemplo.

Una particula que realiza un movimiento oscilatorio armoénico pasa consecutivamente
a través de dos puntos separados por una distancia a, con la misma velocidad (en magnitud,
direccion y sentido). El tiempo que tarda en recorrer el trayecto entre estos dos puntos es
7 segundos.

Sabemos, ademas, que la particula demora 2 7 segundos en pasar por el segundo punto,
ahora con la misma velocidad (en direccién y magnitud), pero en sentido opuesto.

A partir de estos datos encuentre el periodo 7'y la amplitud A de este movimiento.

En este ejemplo, las condiciones iniciales para determinar las constantes A y ¢ no estan
dadas en forma simple y directa, como es lo usual en otros problemas. En otras palabras,
conociendo a y 7, debemos determinar las constantes de movimiento A, ¢, y la razén k/m
del oscilador.

Notemos que la magnitud de la velocidad del oscilador en los puntos citados en el
enunciado, no es conocida, s6lo a y 7 son datos. Otro punto, es la presentacién de los
datos iniciales: la distancia @ y los tiempos aparecen en forma relativa. Esto nos permite
definir la posicién inicial del oscilador, el instante en que el tiempo comienza a contar,
t = 0, como nos convenga mas.

La posicién y la velocidad estan determinadas por:
x(t) = A cos (wt + @) y  o(t) = —Awsen(wt + ¢).

Usando la identidad trigonométrica: sen” o + cos®> @ = 1, podemos obtener una relacién
entre z(t) y v(t), valida para todo ¢:

2
=A? = )=+ A2+U—(;).
w

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 9

wT
v,

V— v
7S
. |
/,Z-v

Figura IX.3: El grifico del movimiento circunferencial uniforme sefiala las condiciones que se han
impuesto en la cinemdtica del problema (izquierda). La simetria del movimiento permite determi-
nar que el dngulo descrito entre los puntos con velocidad vy —v, es w37 = 7.

De esta tltima relacion se deduce que si la velocidad es la misma en los puntos Py Q (Figura
[IX.3]) entonces z(t) —la proyeccion sobre el eje horizontal de estos dos puntos—, debe ser
simétrica con respecto al origen.

De este resultado se desprende que debemos elegir ¢ de manera que el tiempo empiece
a contar cuando el oscilador pasa por el origen: de esta forma las ecuaciones se simplifi-
can. Tomando ¢ = 7/2 las expresiones para x(t) y v(t) se transforman en:

x(t) = Asenwt y v(t) = Aw cos wt.

Podemos comprobar directamente que para t = 0, z(0) = 0 y la velocidad es positiva
v(0) = Aw.

Segun el enunciado, la distancia entre el punto Py Q es:
x(1/2) —x(—7/2) =a=2AsenwT/2.

Donde hemos utilizado la igualdad sen(—a) = —sena. Tenemos una ecuacién y dos
incégnitas: Ay w.

La siguiente ecuacién proviene del dato acerca de la velocidad de retorno por Q. De la
Figura [IX.3] se deduce que:

wr/24+wT/24+w2T=w3T =T.

Con esta ecuacion tenemos el problema resuelto: w = 7/[37] y A = a/[2sen(7/6)] = a. La
constante ¢ la fijamos al comienzo de la resolucién.

x(t) = asen (317_ t) .0

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Ejercicio

En el ejemplo anterior y usando sélo igualdades trigonométricas, demuestre que a par-
tir de la condicion:

v(T/2) = —v(1/2+27) = AcoswT/2=—Acosw(T/2+2T)],

se obtiene: w T = 7/3, sin hacer uso de las propiedades geométricas exhibidas en la Figura
[IX.3]. O

IX.4. CONSERVACION DE LA ENERGIA

La solucién del oscilador arménico permite obtener la conservacién de la energfa di-
rectamente.

z(t) = Acos(wt + ¢), y v(t) = —wAsenwt + ¢) con w?® = k/m,

donde A es la amplitud de la oscilacién: la méxima distancia que se aleja la particula de
su punto de equilibrio.

Recordando que cos® o + sen? @ = 1 obtenemos

x? v?

+

A2 2 AT T L.

Si multiplicamos esta ecuacién por el factor k A?/2 y reemplazamos w? por k/m, obtene-
mos la forma canoénica de la conservacion de la energia. Esto es

1 1 1
§/m:2 + §m1)2 = 5/@42 =E. (IX.9)

La conservacién de la energia se escribe como

T+ V =E, con =_-V(t)? y Vi = =x° (IX.10)

’

N | =

donde T es la Energia Cinética y V(x), la Energia Potencial. par Estas definiciones permi-
ten evaluar los limites del movimiento del oscilador arménico sin resolverlo.

La ecuacién IX.9 también se puede graficar en un sistema de referencia cuyos ejes sean
la posicion x y la velocidad v. El nombre técnico de este grafico es espacio de fase. Se
puede mostrar que esta curva es una elipse. Se puede escribir como z%/a? + v?/b* = 1. Para

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 11

ello debo dividir la ecuacién IX.9 por (k A%)/2. Con esto podemos definir los nimeros a y
b. Veamos

x? v?

=TT = L (IX.11)
&

Entoncesa = Ayb = /k/mA.

El siguiente paso es un cambio de escala en cada uno de los ejes. Definimos 7 = Axzy
v = y/k/m Av. De esta forma tenemos la siguiente ecuacién

(Z)* + (0)* = 1. (IX.12)

La posicién Z(t) depende del tiempo, como es obvio al observar la oscilacién generada
por un resorte. Lo mismo sucede con la velocidad V (t), depende del tiempo.

IX.5. OSCILACIONES PEQUENAS

IX.5.1. Péndulo simple

El caso més representativo de las oscilaciones pequefias es el de un péndulo simple.
Este consiste de una masa m colgando de un hilo o de una barra de masa despreciable y
que realiza pequefias oscilaciones en un campo gravitatorio.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen en este caso (oscilaciones pequeiias),
son similares a las de una masa atada a un resorte.

0-00 17

Figura IX.4: Una masa m suspendida de una cuerda de largo /, oscila en un campo gra-
vitatorio. Se incluye el diagrama de cuerpo libre de la masa m. El angulo ¢ debe ser del
orden de 5° para usar la aproximacién sen f = 6.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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La masa m estd restringida a viajar a lo largo de la circunferencia, de manera que su
desplazamiento sigue la tangente a la circunferencia en todo instante. Por lo tanto, el
elemento de arco recorrido en un intervalo de tiempo por la particula es:

As =/¢A0: elemento de arco recorrido
en el intervalo At,
As A6 ) ) ,
N =/ A7 velocidad tangencial de la particula,
A As ,
& =/ M : aceleracién tangencial de la masa m
At o dde & '

Donde ¢ es el radio de la circunferencia.

Del diagrama de cuerpo libre (ver Figura [IX.4]) se desprende que:

Tcos—mg=ma, y —Tsenf=ma,.

La ecuacion de la izquierda es la segunda ecuaciéon de Newton proyectada en la direc-
cién vertical. T' proviene de la tensién que ejerce la cuerda sobre la masa m.

La ecuacion de la derecha es la proyeccion sobre el eje horizontal.

El siguiente paso consiste en simplificar las ecuaciones anteriores introduciendo la apro-
ximacion 0 << 1, con # medido en radianes.

De acuerdo al desarrollo en serie de cos 6 y senf tenemos: cos § ~ (1 —62/2,...) y
senf =~ 6.

Si despreciamos los términos que contienen 62,
esta aproximacion es equivalente a que el péndu-
lo se mueva horizontalmente y despreciemos to-
talmente el movimiento vertical. De hecho, el
cambio de altura de la masa m, desde la posicién
de equilibrio hasta el punto de médxima elonga-
cién es ¢ (1 — cos ), lo cual dentro del orden de
aproximacién adoptado aqui es: = (6%, y por lo
tanto podemos suponer que el péndulo no se le-
vanta.

De aqui se desprende que no hay desplazamiento y, en consecuencia, no hay acelera-
cién en dicha direccién: a, ~ 0y a, ~ Atangencial-
Con estas aproximaciones, la segunda ecuacién de Newton queda:

T—mg=0, y Tsenf~T60= matangencial’

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 13

reemplazando la tension en la ecuacién de la derecha y la expresion encontrada anterior-
mente para la aceleracién tangencial en a,, se tiene:
d?6

m/ T3 = —mygsen 6 ~—mg0, paravalores pequefios del d&ngulo 6. (IX.13)

Esta tltima ecuacién es del mismo tipo que la ecuacién de una masa que oscila unida a
un resorte [IX.5]. En aquel caso la segunda derivada de la posicion, la aceleracién, era
proporcional a la posicién, aqui la segunda derivada del dngulo 6 es proporcional al
angulo 0. Mateméaticamente son idénticas, s6lo necesitamos identificar w como:

2
w:\/g:T:—W:27r f
14 w g

En esta ecuacion, T es el periodo del péndulo. No es la tensién de la cuerda.

La ecuacién de movimiento queda descrita por la siguiente férmula:
O(t) =0, cos (wt+ ). (IX.14)

donde 6, es el méximo valor que puede tomar el d&ngulo ¢ en su oscilacién y ¢, al igual
que en el caso anterior, estd relacionado con las condiciones iniciales del péndulo. Es-
ta ecuacién es general, abarca todos los casos posibles de un péndulo con oscilaciones
pequenas.

Ejemplo.

A continuacién mencionamos tres ejemplos en cuya resolucién podemos usar como
modelo aproximado, un sistema masa-resorte.

e El cable de acero que sostiene un peso en una gria. Este cable se estira debido al
peso y podemos modelarlo como un resorte ideal. Igual cosa sucede con el cable de acero
que sostiene un ascensor que aparece en la otra Figura. Al comenzar a elevarse recibe
un tirén desde el extremo opuesto al ascensor y el cable comienza a oscilar. Es claro que
las oscilaciones son pequenas y se amortiguan debido al roce que existe en todas sus
componentes.

e De la misma forma que un resorte oscila con una frecuencia bien determinada, el
sistema de tres particulas de la Figura tiene tres formas naturales de oscilacién, cada una
asociada con una frecuencia w diferente.

Un edificio puede ser modelado por este conjunto de masas unidas a una barra comun.
Las masas, que representan la loza del edificio, experimentan una oscilacién transversal
como se indica en la Figura.
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Figura IX.5: Algunas estructuras que, al ser modeladas a través de un oscilador arménico,
proporcionan informacion relevante acerca del sistema.

Existen modelos mucho maés sofisticados para representar un edificio, pero éste permite
estimar, en orden de magnitud, sus frecuencias propias de oscilacién.

Es importante conocer los valores de estas frecuencias puesto que el edificio debe di-
sefiarse de modo que los valores de su frecuencia de oscilacién (las frecuencias naturales
mencionadas anteriormente), sean diferentes de las frecuencias caracteristicas observa-
das en los terremotos ocurridos en la regién, con el fin de evitar que comience a oscilar
en simpatia con las oscilaciones de la Tierra, aumentando de esta forma su amplitud y
terminando por destruirlo.

e Si debemos remolcar un auto averiado, al comienzo se debe actuar lentamente, en
caso contrario, si hay movimientos bruscos se corre el peligro de alcanzar la tension limite
de la cuerda que los une.

Esto se debe a que al aplicar una determinada fuerza en forma repentina, la cuerda
se estira dos veces mas que al realizar la misma operacién en forma lenta. De esta tltima
forma se evita sobrepasar el limite eldstico de la cuerda.

Este resultado lo usan quienes, después de amarrar un paquete, cortan la cuerda dando-
le un tirén violento. Desde nuestro punto de vista, lo que hacen es aplicar toda su fuerza
repentinamente y, ademds suman toda la energia cinética acumulada con la velocidad de
la mano, para gastarla en trabajo y estirar suficientemente el hilo hasta cortarlo.

En el dltimo pérrafo usamos los términos: Energfa Cinética y Trabajo. En la siguiente
seccién explicamos el significado fisico de estos dos conceptos.
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IX.6. MOVIMIENTO ARMONICO AMORTIGUADO

Muchos fenémenos naturales presentan aproximadamente las caracteristicas de un mo-
vimiento armonico simple. La diferencia entre las oscilaciones arménicas que ocurren en
la naturaleza y aquéllas que se observan en un oscilador ideal radican en la conservacion
de la energia. La energia de un oscilador real disminuye en forma perceptible al cabo de
algunas oscilaciones. Este efecto tiene su origen en el trabajo que realizan las fuerzas disi-
pativas presentes en el sistema. La disminucién de energia, en estos casos, se materializa
en el decrecimiento gradual que experimenta la amplitud de la oscilacion. Esto es lo que
se denomina Amortiguamiento de la oscilacién.

Un modelo matemaético simple, que sin embargo introduce los ingredientes esenciales
del proceso de amortiguamiento, incluye la disipacién de energia a través de una fuerza
proporcional a la velocidad instantdnea del sistema pero que se opone al movimiento.

Para ilustrar este modelo, consideremos el movimiento de una masa unida a un resorte
de constante de rigidez k£ sometida a una fuerza de roce del tipo f = —buv(t). En esta
expresion b es una constante positiva y v(¢) es la velocidad instantdnea de la particula. De
acuerdo a la segunda ley de Newton, podemos escribir:

F=mi=-bzt—kx

donde,
d_x - A’z
dt dt?

T =

El problema ahora consiste en encontrar la funcién z(¢) que satisface la ecuacién de

movimiento:
mi+br+kxr=0 (IX.15)

En este libro nos limitaremos a presentar la solucién y a discutir brevemente las tres fa-
milias de soluciones que caracterizan a este modelo.

Al cambiar la dependencia de las fuerzas disipativas en la velocidad, por ejemplo, ha-
cerla proporcional al cuadrado de la velocidad, se obtienen otras soluciones, mas complejas
que las tratadas aqui.

La solucion de la ecuacion [IX.15] es:

z(t) = Aexp(—bt/2m) cos(wst+ @) (IX.16)

vVamk — b?

donde wy esiguala: wy = 5
m

Dependiendo del valor de w¢? se pueden distinguir tres familias de soluciones, cuya
representacion gréfica se incluye en la Figura [IX.6]. Estas son:
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Figura IX.6: Se incluye una clasificacién de los movimientos amortiguados en tres tipos:
(a) Amortiguamiento normal, (b) Caso critico y (c) Sobreamortiguamiento

x0=1,vo=-5 b=10,m=1

b=10, m=1, w=0.1

a) Movimiento Amortiguado: ws? > 0
Grafico (a) de la Figura [IX.6a)].

b) Movimiento Sobreamortiguado: w¢? < 0

La funcién cos(wst + ¢) se transforma en una funcién hiperbélica, cosh(wyt + ¢).
Este caso representa un movimiento sobreamortiguado Figura [IX.6 b)]. El sistema no
oscila y la amplitud decrece monoténicamente en el tiempo.

c) Caso Critico: wy =0

En el caso (c) la solucién de la ecuacién de movimiento es:
z(t) = C1 (1 + Cst) exp(—bt/2m)

El gréafico de esta funcién se muestra en la Figura [IX.6¢c)]. El sistema no oscila y
disipa su energia mas rdpidamente que en los casos anteriores.

IX.7. MOVIMIENTO ARMONICO FORZADO

Existen muchas situaciones donde un oscilador arménico oscila con una frecuencia im-
puesta por un mecanismo externo, por ejemplo: la membrana de un micréfono es forzada
a oscilar con la frecuencia de la onda de sonido que incide sobre ella. Esta frecuencia
externa, en general, no coincide con la frecuencia de oscilacién propia.

Las caracteristicas del movimiento armoénico forzado las podemos estudiar en el siste-
ma mds simple: un resorte unido a una masa sobre la cual se aplica una fuerza externa que
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varia peri6dicamente con frecuencia angular w (f = f, cos wt). Simultdineamente supon-
dremos que acttia una fuerza de roce de magnitud proporcional a la velocidad instantdnea
de la masa y que apunta en direccién contraria a ésta.

La ecuacién de movimiento es similar a la ecuacién del movimiento armonico simple,
excepto por la apariciéon de un término adicional debido a la fuerza armoénica externa:

mi+bi+kx= fycos(wt) (IX.17)

¢[ radianes ]

W

Figura IX.7: Amplitud y fase de la oscilaciéon forzada en funcién de la frecuencia de la
fuerza aplicada. La linea punteada muestra el efecto de aumentar el valor de la constante
de amortiguamiento b, manteniendo fijos el resto de los pardmetros.

La evolucién de este sistema, desde el instante en que se conecta la fuerza externa se
compone de una superposicién de dos movimientos armoénicos de distinta frecuencia.
Supongamos que inicialmente el sistema estaba en reposo y que en ¢t = 0 comienza a ac-
tuar la fuerza armonica. El sistema tarda un cierto tiempo en adecuarse a esta situaciéon
—denominada etapa transiente—, cuyo largo depende de los pardmetros propios del siste-
ma (m, k, yb). Pasado ese tiempo, que en general es muy corto comparado con el periodo
de oscilacién de la fuerza externa (siempre que el término de friccién sea pequefio), el
sistema evoluciona de acuerdo a la expresion:

z(t) = C cos(wt — ¢), donde:
Jo

O - ’
[mQ (wo? — w2)2 + w? bQ] 12
k bw
2
= — t - @
o Y an ¢ m (wo? — w?)

La Figura [IX.7] muestra como cambia la amplitud de la oscilacién forzada, C, en fun-
cién de la frecuencia de la fuerza armonica aplicada: v (w = 27v). Allf se aprecia que la
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amplitud crece rdpidamente en la vecindad de w = wy, alcanza el valor méximo para esa
frecuencia, y luego decrece rdpidamente para valores mayores que wy. Cuando w = wy de-
cimos que el sistema esté en resonancia. Note que, de no existir el término disipativo (i.e.,
si b fuera cero), la amplitud de la oscilacién forzada tenderia a infinito en la condicién de
resonancia.

La Figura [IX.7] muestra, ademds, cémo varia la constante de fase ¢ en funcién de la
frecuencia angular w.

IX.8. EJERCICIOS

1-

2.-

Calcule cuénto tarda la masa m en completar un ciclo, si permanece unida firme-
mente a un resorte que tiene una rigidez k; para la compresién y unarigidez k; < k;
para la elongacion.

L- /"//—L_ET, i ¢ g
/] ] !!j ]ﬂﬂ @m 4 p A% \
/ i (\Ncl }
A S /
: \‘J
L & ! %

Una particula de masa m que se desliza sin roce sobre un anillo de radio R, se libera
en el punto A. El anillo esta unido a un resorte de constante k, cuyo otro extremo
esta fijo al punto P, a una distancia d del centro del anillo. Para simplificar los
calculos, suponga que el largo natural del resorte es despreciable comparado con
los otros largos. Si la particula parte desde A, con velocidad inicial nula, y al pasar
por el punto B no ejerce ninguna fuerza sobre el aro. Calcule el valor de la distancia
d. ;Puede alcanzar d un valor nulo o negativo? Explique.

a.- Encuentre las ecuaciones de movimiento de un péndulo matematico. Suponga

que se desvia de la vertical un dngulo 6 arbitrario, pero menor de 90°; que la masa
m estd unida al extremo de un hilo de masa despreciable, inextensible y de largo L.

b.- Resuelva las ecuaciones anteriores para el caso en que ¢ << 1 (medido en ra-
dianes). Compare este resultado con el obtenido para el oscilador armonico.
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4.— Analice el caso del oscilador armoénico horizontal que se describe a continuacién.
Se tiene una masa M unida a un resorte de constante de rigidez k y largo natural
L,. Inicialmente el resorte se comprime una distancia A a partir del largo natural
y se suelta. Al llegar al punto de equilibrio la mitad de la masa M se desprende
suavemente (sin perturabar o ejercer una fuerza sobre la masa que queda unida al
resorte) y contintia desplazdndose con su la misma velocidad que tenia al momento
del despegue sobre el piso sin roce. El resorte llega a su maxima elongacién, vuelve
a contraerse, se expande y nuevamente al llegar al punto de equilibrio, libera, de
igual modo, la mitad de la masa restante (por ejemplo, M/4, en el segundo des-
prendimiento), que sigue propagandose con velocidad constante en el piso sin roce.
Y asf sucesivamente.

Analice este movimiento y describa su comportamiento. Ud. debe sefialar los aspec-
tos fisicamente relevantes de este problema.

5.— En el sistema de la Figura, la masa m; estd unida a un resorte de constante eldstica
k y largo natural L, y una cuerda ideal, que desliza sin roce por una polea. Entre el
suelo y el bloque de masa m; existe un coeficiente de roce dindmico .

Si en t=0 el resorte tiene su largo natural y la masa m, tiene una velocidad V,, deter-
mine la velocidad de la masa m, en el instante en que ha descendido una altura h
con respecto a su posicion inicial.

6.— Derive las ecuaciones de movimiento y encuentre los periodos de oscilacién para
los dos sistemas que aparecen en la Figura. m se mueve en la linea recta, en un
plano horizontal sin roce y bajo la influencia de los dos resortes de rigidez k; y ks
respectivamente.

7.— Dos masas distintas m; = m, my = 2m, descansan sobre una mesa sin roce. Si un
resorte de constante k es comprimido una distancia d, con m, pegado a la pared y
entonces el sistema es abandonado desde el reposo, encontrar qué distancia viaja
m, antes que m, comience a moverse.

8.— Considere un bloque de masa M colocado sobre un resorte vertical (fijo a él) de
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constante k y largo natural L,. Sobre el bloque se coloca una particula de masa m .
Suponga que inicialmente se comprime el resorte en una distancia d con respecto a
la posicién de equilibrio del sistema. Calcule la altura maxima (sobre el suelo) que
alcanza la masa m una vez que se libera el resorte.

Dado el oscilador mecénico mostrado en la Figura. Encontrar la amplitud méxima
de oscilacién para que la masa superior no resbale sobre M. El coeficiente de fricciéon
estatica entre las dos masas es p.

En el sistema de la Figura, la masa m realiza pequefias oscilaciones alrededor de la
posicién de equilibrio —la linea vertical-, con una velocidad angular w.

a) Encuentre el valor de la frecuencia de oscilacion w, sin considerar la aceleraciéon
de gravedad.

b) Considere ahora el efecto de la aceleracién de gravedad g, debido a las pequefias
variaciones que se producen en la altura de la masa m durante la oscilacion.
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