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Capitulo IX

TRABAJO Y ENERGIA

IX.1. INTRODUCCION

El concepto de energia es abstracto. También es multiple, existe energia gravitacional,
eléctrica, nuclear... El calor es también una forma de energia. La més cercana a nosotros
es la energia cinética, aquella asociada al movimiento de una particula, es proporcional al
cuadrado de la velocidad y se ubica en la particula por tanto es méas concreta.

Una fuerza representa la interacciéon entre dos cuerpos, ya sea uno distante (accién a
distancia) o por contacto. Cuando hacemos el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo
(DCL), reemplazamos cada cuerpo externo por una fuerza bien definida. Si usamos la
segunda ley de Newton y sumamos todas las fuerzas externas (interacciones), podemos
describir el movimiento de este objeto.

Este protocolo es una representacion estdtica: dibujamos las fuerzas como si todo es-
tuviera en reposo. Sin embargo estd en movimiento y ese movimiento lo producen las
fuerzas que representan el medio que rodea al cuerpo y que identificamos en el DCL.

A continuacién consideramos la segunda ley de Newton en este contexto.

Sila fuerza produce un desplazamiento, podemos multiplicar (adecuadamente) la fuer-
za por el desplazamiento y denominar este producto de vectores como el trabajo. Este
trabajo representa la transferencia de aquello que llamamos energia desde el medio al
cuerpo. El agente es en este caso, la fuerza.

En el otro lado de la ecuacién asociada a la segunda ley de Newton, aparece la acele-
racion, que al multiplicarla por el desplazamiento, adquiere dimensiones de velocidad al
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cuadrado ( {[L]/[T?] }[L]=[L?][T?]). Esta es la energia cinética que adquiere el cuerpo.

DEFINICION DE TRABAJO

De acuerdo a esta imagen debemos sumar el producto de la fuerza con su respectivo
desplazamiento, punto a punto a lo largo de la trayectoria. Esto nos daré el trabajo reali-
zado sobre el cuerpo durante dicha trayectoria.

La definicién del trabajo realizado por una fuerza es el producto escalar entre el vector
desplazamiento infinitesimal de un punto y la fuerza que acttia sobre dicho punto. Sus
dimensiones son las mismas de la energfa.

La suma del producto de estos pequefios desplazamientos por su respectiva fuerza a
lo largo de la trayectoria, nos da el trabajo realizado por las fuerzas consideradas entre el
punto de partida y el final.

W[ = AW = F(z) - AZ = |F(2)||AZ] cos ®.
T T T

Trabajo Fuerza  Desplazamiento

Unidad: [W] = newton x m = Joule.

La notaciéon en AW indica el trabajo
parairdeZa (¥ + AZ).

% Fuerza Externa

El esfuerzo requerido para arrastrar
un objeto -lentamente-, sobre una su-
perficie rugosa nos da una idea intui-
tiva de lo que es el trabajo W.

Trayectoria

El calculo de esta expresion es el primer paso antes de obtener la expresion final de la
energia. El siguiente consiste en calcular el producto de la aceleracién local por el despla-
zamiento infinitesimal a lo largo de la trayectoria.

Como la ley de Newton establece F = m &, si multiplico la fuerza por el desplaza-
miento, para mantener la igualdad lo mismo debo sobre el término de la derecha y asi ob-
tendremos una igualdad a partir de la segunda ley de Newton. Si realizamos la suma a
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Introduccién a la Mecanica 5

lo largo de la trayectoria tendremos el trabajo a la izquierda de la ecuacién y la energia
cinética (por definicién) a mano derecha. Veremos esto més adelante.

-

,

AX
(Axlcose)FI= IAX IQF)Icoéoc)

—
X
—

F-AX

Figura IX.1: Como el producto escalar es una proyeccion de un vector sobre y una multiplicacion
de sus magnitudes, es indiferente cudl vector se proyecta sobre cudl. Uno elige la modalidad que es
mds fdcil y directa de interpretar fisicamente.

A continuacién usaremos la definicién de trabajo en un par de casos de interés para
ilustrar cémo funciona.

IX.2. TRABAJO Y FUERZAS CONSTANTES

Obtendremos la expresion para el trabajo realizado por una fuerza constante actuando
sobre un objeto que se traslada entre los puntos espaciales A y B.

El esfuerzo para arrastrar un objeto entre dos puntos distantes depende de las fuerzas
que acttian sobre el objeto. En general, existen varias fuerzas actuando sobre el mismo
objeto simultdneamente. Cuando calculamos el trabajo debemos entonces referirnos a la
fuerza que estamos considerando, y en ese caso, el trabajo es el realizado por una de ellas
o por un par de ellas o todas. Asi, el trabajo tiene un nombre asociado a la fuerza que
lo genera. Este es la parte local del trabajo, lo que ocurre en un punto cualquiera: A W.
El otro elemento que interviene es la trayectoria. Lo que sefialamos con el subindiceA y
el superindiceB : Sumar este efecto local a lo largo del trayecto. Eso nos da el trabajo de
dicha fuerza (o fuerzas) para trasladar un objeto.

Con respecto a la trayectoria, ocurre algo interesante: en casos de interés, el trabajo to-
tal NO depende de la trayectoria seguida, s6lo de los puntos final e inicial, desde donde
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sali6 y hasta donde lleg6. Como no depende del trayecto, esto debe ser consecuencia de
propiedades de las fuerzas que participan en estos casos. para distinguirlas de aquellas
en que esto no ocurre -como es el caso de la fuerza del roce-, se denominan fuerzas con-
servativas. Veremos unos ejemplos de estos casos en las secciones posteriores.

Ejemplo

o 3
Encontrar el trabajo realizado para trasladar ) o
un bloque desde A hasta B, aplicando una M =,

fuerza constante Fj, en la forma como se in-
dica en la Figura.

El trabajo realizado para trasladar el objeto
hasta B es por definicién:

/ A A i A i A

Trabajo realizado por una fuerza exter-
na sobre un bloque arrastrado sobre un

W5 = Fy- AT = Fy- (T — T). piso sin roce.

W B es el trabajo realizado por el agente que aplica la fuerza F, sobre el objeto. Recor-
demos que a-b = |dl |b| cos

WIE = |Fy| - |(Zp — £4)| - cosa = |E,|d cosa.

donde d es la longitud del camino recorrido. O

Ejemplo
Considere un bloque que desliza sobre un plano inclinado arrastrado por una cuerda

que acttia a través de una polea. El plano tiene roce despreciable.

a.- Calcule el trabajo realizado por la persona si el bloque desliza una distancia L sobre
el piso. ;Cuadl debe ser el minimo valor de esta fuerza para que pueda subir el bloque?

b.- Calcule el trabajo de la fuerza de gravedad en el caso anterior.

c.- Considere el efecto del roce. Suponga que la persona usa el minimo de fuerza para
deslizar el bloque: apenas un poco mas de lo necesario para mantener el equilibrio. En
este caso calcule el trabajo de cada una de las fuerzas que acttian sobre el bloque.

Solucion

a.- Del DCL, obtenemos que la masa asciende sélo si T > Mgsen §. Supongamos que
esta condicién se cumple. Si nos piden el trabajo realizado por la persona que tira la
cuerda con una fuerza T, esto es directo

T —
Waia—r = T L.
Si T es menor que Mgsen 6, no puede levantar la masa y ésta comienza a deslizar hacia
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Introduccidén a la Mecanica 7

el vértice. El trabajo de la fuerza T en ese caso sera negativo: el desplazamiento apunta
en la direccion opuesta a la fuerza ejercida. El 4ngulo entre la fuerza y el desplazamiento
es de 180°. Podriamos usar ese trabajo para elevar una masa adecuada instalada en el
extremo de la cuerda.

Figura IX.2: Calcularemos el trabajo que realiza la fuerza T al desplazar el bloque M una distancia
L. Incluiremos el trabajo de la fuerza gravitacional Mg y finalmente el roce, que no aparecio en los

dos casos anteriores. Mostraremos que el trabajo de la fuerza de gravedad depende sélo de la altura
h.

b.- En el caso de la fuerza de gravedad, de acuerdo a la definicién de trabajo, tenemos

j=N
Wad_, =Y [Mgl|Axj| cos(90° + 0) = |Mg| |L|(— senf) = — Mgh.
j=0

< =N .
Usamos acd que ) 7y Az; = L.Como las otras cantidades son constantes salen fuera
de la sumatoria.

El trabajo es negativo y proporcional a la altura. El sentido comtin indica que debe ser
asi. Para levantar una masa se necesita efectuar un trabajo. Y ese trabajo debe depender
de la altura a la cual uno desea levantar un objeto.

Podemos conectar este resultado con lo propuesto en la Figura IX.1: como la fuerza es
constante, proyectamos el desplazamiento L sobre la direccién de la fuerza y obtenemos la
altura h alcanzada. Veremos que este es un resultado general para las fuerzas constantes.

c.- Debemos calcular el trabajo de la fuerza neta sobre la masa M. De acuerdo al DCL,
las fuerzas normales al plano inclinado no realizan trabajo puesto que son perpendicu-
lares al desplazamiento. Esto es independiente al hecho que ambos se cancelan: N —
Mg cosf = 0.

Lo relevante es que son perpendiculares al desplazamiento.

De modo que en la suma de las fuerzas actuando sobre cuerpo, éstas no figuran.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Con respecto a las fuerzas alineadas a lo largo del desplazamiento, el trabajo de todas
las fuerzas es

neta —roce ravitacion 1 A

Wdisi—L = Wc{ist—L + Wz;gist—L + Wgsgilon (IXl)
j=N

Wwiete = ([ = froce + M g cos(90° +6) + T|Ax;). (IX.2)
=0

Como hemos supuesto que el agente externo utiliza el minimo de fuerza, el sistema,
a orden cero, estd en equilibrio, hay solo un pequefio exceso en la fuerza impulsora T
que mueve, muy lentamente, la masa M sobre el plano. Podemos suponer que el sistema
esta en equilibrio.

T — Mgsent — pey Mg cos = 0. (IX.3)

Con esta ecuacién de equilibrio, se obtiene que

J=N

Wc{i;the = ( — froce A T ) = — fein M g cos@ L (IX.4)
=0

wiele . = 0, de estaforma (IX.5)

Whir = —wEneeon — wlengion (IX.6)

O

El siguiente ejemplo se refiere a una maquina. Una méquina es un artefacto que en
esencia realiza un trabajo especifico. Un ejemplo es la palanca, el agente externo disminu-
ye la fuerza aplicada pero debe aumentar el desplazamiento donde se aplica. En el punto
donde acttia, el desplazamiento es pequefio pero multiplicada por una fuerza de mayor
magnitud.

Otro ejemplo es la caja de cambios en un auto. Al partir debe vencer la inercia, utiliza
la primera marcha en la cual el motor da muchas vueltas y avanza méas lentamente.

Ejemplo

En el sistema de poleas de la Figura, calcule el trabajo realizado al desplazar el extre-
mo A una distancia (. El peso de la polea C es P, y no existe roce entre ninguno de los
elementos del sistema.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 9

Figura IX.3: El trabajo realizado en el trayecto de A hasta B por una fuerza constante resulta igual
a la proyeccion del trayecto sobre la linea definida por la direccion de la fuerza constante. En el caso
de la atraccion gravitacional: mg, esta linea es la vertical. Para cuantificar el trabajo sin recurrir
al cdlculo infinitesimal, rectificamos el trayecto transformando los arcos de la curva en cuerdas.
Los trayectos , por ejemplo A Zs, corresponden a unir el punto ¥y con el punto ¥'s mediante una
cuerda.

En este mecanismo existe una conservacion del trabajo que nos conducira al descubrimiento
de la conservacion de la energia més adelante. La energia tiene las mismas dimensiones
que el trabajo y puede adquirir distintas formas, como energia cinética (asociada al mo-
vimiento), energia potencial (asociada a la posicién), calor y otras.

Estudiemos la estética del sistema de poleas mas simple: incluye s6lo dos de ellas.

En esta configuraciéon no existe
roce en las poleas. La polea B
estd fija al techo, mientras que C
puede subir o bajar.

Analicemos el equilibrio de este
sistema haciendo los diagramas
de cuerpo libre relevantes:

2T — P, 7-1p
2 !
T T I
Fo=T= LP
1 T F
Fo=5P (IX.7) P o

En resumen, para soportar el peso P sdlo se necesita aplicar una fuerza I, = P/2. Para
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disminuir ain mads la fuerza, basta multiplicar el ntimero de vueltas de la cuerda sobre
las poleas. La regla para encontrar el valor de la fuerza requerida en este caso es:

F0:_7
n

donde n es el nimero de cuerdas que resisten el peso, sin contar la cuerda donde Fj actta
directamente. El caso estudiado corresponde a n=2. En resumen, un nifio puede levantar
un peso tan grande como quiera, usando el nimero adecuado de poleas, o el nimero
correcto de vueltas de la cuerda sobre un par de poleas.

Estudiemos este mismo problema desde el punto de vista del trabajo. Volvamos al sis-
tema mds simple de poleas. Si estdn en equilibrio, un pequefio empujon desplazaré el
punto A hacia abajo (por elegir una direccién).

Wa = Fy-Azy = $F,Azy (Trabajo efectuado en A)

We = P-Aze = ? (Trabajo efectuado en C)
(Como se relaciona Azg con
Az A ?
Se puede ver que si A ba- Sl gphldils

ja una distancia A{¢, C sube
(Al/2), puesto que C se ubica jus-

to en el punto medio de cada una B
de sus ramas/C’_D\y CBy ellargo w4
de la cuerda BC'D se ha acortado N I c
en A/ i AL
1 B el
We=PoAra=Wa= Wo=W, z || ®F]
(IX.8)

El trabajo efectuado sobre el punto A y aquél sobre el punto C, es el mismo. Como el
desplazamiento en A es el doble, la fuerza necesaria es la mitad del peso P.

Este es un fendmeno similar a la multiplicacién de fuerzas que se verifica con las palan-
cas. Estudiaremos este caso al introducir el torque, més adelante.

IX.2.1. Trabajo Realizado por un Resorte
En el caso de un resorte la fuerza no es constante, depende de la compresién o alargue
que experimente. Mostraremos que es posible resolver este problema con herramientas

matematicas ya conocidas.
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Ejemplo

¢ Cudl es el trabajo necesario para alargar un resorte? Suponga que el resorte descansa
sobre una mesa sin roce, de manera que sélo acttia su fuerza de restitucion.

La ley de fuerza es F(x) = - kx, donde x indica la variaciéon de la longitud del resorte
medida a partir de su largo natural.

Suponemos que al alargar el resorte lo hacemos en la misma direccién de su longitud y
por lo tanto el problema es unidimensional y no necesitamos usar explicitamente vecto-
res.

Lo novedoso en este problema radica en la dependencia de la fuerza en la posicién vy,
por lo tanto, para calcular el trabajo es necesario sumar pequefios desplazamientos y en
cada uno de ellos usar un valor constante de la fuerza, que represente su valor promedio
en dicho intervalo.

De esta forma, el trabajo necesario para dar un pequefio desplazamiento al resorte es:

AW = F(x) Az,

T
F(x) =+kx.

El signo (+) de la segunda linea de la tltima ecuacién, se debe a que estamos calculando
el trabajo que realiza el agente externo, que estira el resorte y que a cada instante debe
aplicar una fuerza contraria a la fuerza con que el resorte se resiste a ser alargado.

Flx)

Figura IX.4: El trabajo realizado es iqual al drea encerrada bajo la curva de F(x) por A x alrededor
del punto x. El valor medio de F(x) asociado a cada uno de los intervalos A x lo representamos, en
este caso, por el valor de F(x) evaluado en el punto medio del intervalo.

Si estiramos (lentamente) el resorte desde A hasta B el trabajo total sera:

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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AW = 37" Ax; F(x;) = Area bajo el trapecio ABPQ,
1
= (AB)-{kxA+§k(xB—:cA)},
3 \J

2
k.

k 1 1
AW|E = (xB—xA)~§(a:A+xB):—kaB—§

2
1
AW |5 = 5 k(z% — 2%). (IX.9)

Este resultado se puede obtener sumando cada uno de los trapecios desde A hasta B. Es
un proceso mads largo, sin embargo es de utilidad porque es una forma de enfrentar los
casos donde la funcién f(z) no es una linea recta.

Sumemos cada uno de estos términos:

B

wiE =3 (k:xi)-Axi:kniV:l[xA%— (n—%) AA.

A

donde el significado de cada uno de los signos se detalla a continuacién:
Az, = Tpi—Tp=A, constante,
T, = xa+(n-— %) A,
Tnt1 = Ta+(n+1-3)A

en el grafico, k x; representa la altura del rectdngulo cuya base es A. De paso menciona-
mos que conviene usar el valor z,, = 24 + (n — 1) A para la altura, puesto que de esta
forma el resultado obtenido para el drea seré el valor exacto, sin aproximaciones.

W|§ =k [25:1 A ]A+ A? [25:1 nj — AQ[ZQZ:l (%)]’

N N
pero A-N = [xp—x 4], y tomando el limite A — 0 simultdneamente con N — oo, de forma
que el producto de ambas cantidades permanezca constante e igual al valor ya indicado,

se tiene:
B _ 11/B 1 2
Wl; =Wy :k{xA(xB—xA)+§(xB—xA) +0—0}.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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k
W|§ =kxy(rp—14) +§(x23 —2:133—|—x?4),

y finalmente reobtenemos el mismo valor de la ecuacién [IX.9],

1
B __ 2 2
Wi —ik(xB—a: ). (IX.10)
Esta expresion representa el trabajo realizado para estirar lentamente un resorte desde
x4 hasta zp. El trabajo puede ser positivo (el agente externo debe realizar el trabajo) o
negativo (si el resorte arrastra lentamente al agente externo). El signo depende del valor
relativode x4 y 2.

IX.3. ENERGIA

Estirar un resorte lentamente 7o es, sin duda, un proceso natural. Es s6lo un truco que
nos ha servido para tratar un problema por partes, comenzando por la més simple. Vea-
mos ahora que sucede si estiramos un resorte y luego lo soltamos, de modo que el sistema
oscile libremente. En este caso, la segunda ley de Newton /' = m a debe cumplirse en ca-
da instante y, suponemos, que la expresiéon F' = —k x, sigue siendo vélida aun cuando fue
descubierta al estirar el resorte lentamente. Si los resultados tedricos obtenidos con esta
suposicién coinciden con lo que se observa al realizar el experimento bajo estas otras con-
diciones, ésta aproximacién es considerada aceptable. Dentro del error experimental, las
observaciones coinciden con los resultados teéricos obtenidos a partir de esta suposicion.

De esta forma, la segunda ley de Newton se escribe:

ma = —kux
Av
— = —kux.
mAt T

Esta ecuacion nos dice que la aceleracion de la masa en cada punto de la trayectoria de-
pende de la coordenada = de dicho punto, a = a(z).

Para resolver este problema, continuamos con el mismo procedimiento empleado al
calcular el trabajo necesario para estirar un resorte lentamente. Multiplicamos ambos lados
de la tiltima ecuacioén por el desplazamiento A x que ocurre en el punto x y sumamos esta
expresion a lo largo de la trayectoria. Escribimos la aceleracién como a = Av/At.

La suma se lleva a cabo entre dos puntos arbitrarios de la trayectoria: x5 y z 4:

TA AU TA
my = Ar=(-1k <Z x - Ag:) 7 (IX.11)

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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como todo estos intervalos At, Az, son muy pequefios pero finitos, podemos intercambiar

el orden,
TA Al’ x A
m- ZAU-E :—ka~Ax,
B B
usando v = %, y asocidndolo con la velocidad en el punto medio del intervalo v, y v,_1,

m .

iAvm :—kix-Ax.
TR B

Los resultados de esta sumatoria no pueden depender del nombre asignado a las varia-
bles. Por lo tanto, la sumatoria de los términos v - Av, debe dar el mismo resultado que el
obtenido en la sumatoria [IX.9], donde aparece = - Ax. En ambos casos se calcula el drea
bajo una linea recta (ver Figura).

v |

mv

m | +

A B

Figura IX.5: En este caso, m - v, corresponde al eje vertical (ordenada) y la velocidad v, cuyos
valores se marcan en el eje horizontal (abcisa). El drea bajo la recta es claramente el drea del trapecio
sombreado de la Figura.

La operaciéon donde se reemplazé la aceleracion por Av/At, tenia precisamente este ob-
jetivo: transformar una sumatoria cuyo valor no conociamos, en otra que nos era familiar.
El resultado es:

1
Z Av-v= 5(0124 —v%). (IX.12)

Reemplazando a la izquierda de la igualdad esta tltima expresién y a la derecha de la
igualdad el resultado de la ecuacién [IX.9], tenemos:
L 9

2 A

I
|
|
ol
&
NN
+
o
&
e

1
émv%

Agrupando los términos con el mismo subindice a cada lado de la igualdad, obtene-

mos: 1 1 1 1
§mv§1—|—§kx2 zimv%—l—ékx% (IX.13)
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A la izquierda de la ecuacién tenemos una cantidad evaluada en el punto z4, y a la
derecha, tenemos la misma expresion pero ahora evaluada en el punto B. El signo igual nos
sefiala que la suma de los dos términos ubicados a la izquierda de la igualdad tienen el
mismo valor, donde quiera que esta suma se evaltie, puesto que el punto A y el punto B
son arbitrarios.

La expresion que se repite en ambos lados de la igualdad se
denomina ENERGIA. Al evaluar esta expresion en cualquier
punto de la trayectoria se obtiene el mismo nimero: es una
cantidad conservada, no cambia su valor:

1 1
E=-mv+-ka? (IX.14)

2 2
El primer término se denomina energia cinética y el segun-
do, energia potencial del resorte. La suma de ambos permane-

ce constante durante el movimiento.

Existe entonces una componente de la energia proveniente del movimiento, la energia
cinética y una energia debida al estiramiento del resorte, la energia potencial.

Ambas pueden ser transformadas en trabajo. Por ejemplo, al martillar un clavo estamos
transformando la energia cinética del martillo en el trabajo que se requiere para hundir el
clavo en la madera. De igual forma, se puede comprimir un resorte para que al liberarlo
imprima una cierta velocidad a una masa. Eventualmente esta energia puede transfor-
marse en trabajo en la forma indicada.

Si son equivalentes entonces la Energia debe tener las dimensiones de Trabajo, es decir:
[Energia] = |[fuerza] x [distancia] = [newton —m].

1
Con la letra T = mv?/2 designamos a la energia cinética y la letra V(x) = 5 k 2? sefiala la

energia potencial. La conservacién de la energia se escribe como:

E=T+YV.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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A Vin)=1km!

.- Eo

Vix} .
S . >

‘x'*" xl'l

Figura IX.6: Por convencion la flecha de la energia cinética siempre debe apuntar en el sentido
positivo de la ordenada V(x). La energia potencial puede ser positiva o negativa.

IX.3.1. Grafico de la energia de un oscilador arménico

En muchos modelos fisicos se supone que el potencial depende exclusivamente de las
coordenadas espaciales. Si este es el caso, entonces podemos graficar el potencial en fun-
cién de estas coordenadas y de esta forma, obtener directamente algunas propiedades del
movimiento sin necesidad de resolver las ecuaciones.

Para un oscilador armonico, la ecuacion de la energia es:

1 1
EO = §k$2 + §m’l}2,

Ey, = V() + T, donde:

V = Energia Potencial,
T = Energia Cinética.

Como la energia Ey es constante, la diferencia [E, — V(z)] nos da el valor de 7, la
energia cinética del sistema. En los puntos donde 7' se hace cero, sabemos que el cuerpo
estd momentdneamente en reposo. En el caso del oscilador arménico, este punto marca el
cambio de sentido en la direccién de su movimiento.

Donde V(z) es un minimo, 7" es un maximo y alli el cuerpo adquiere su méxima velo-
cidad.

En los puntos Ay B del grafico V (+xzy) = V(—x¢) = Ey, la energfa cinética se anula y el
cuerpo permanece momentidneamente en reposo. En este caso A y B corresponden a los
puntos de maxima elongacién y compresion del resorte.
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V(zg) =V(—xg)=FEy =T=0

EnelpuntoC,V(0) =0 = Ey =T = ¢ = Umax-

La particula no puede alcanzar el punto D porque alli la energia cinética es negativa.
Al dibujar las flechas correspondientes en ese punto, vemos que la tinica posibilidad de
cumplir la ecuacién de la energia £ = T+ V es que 7' sea negativo, lo que estd prohibido
en este contexto, puesto que implicaria una velocidad imaginaria.

1
T <0, Tzimv%<0,

como m > 0 = v% < 0, lo que constituye una contradicciéon puesto que la velocidad en
cada punto debe ser un ntiimero real.

IX.4. TRABAJO REALIZADO POR LA FUERZA DE RO-
CE

Estudiaremos el efecto de las fuerzas de roce sobre el movimiento de la particula.

Incluyendo la fuerza de roce en la ecuacién [IX.11], se tiene:

mo Y, FpAw=(Dk| Y @ As| = Y froceAw, (IX15)
Tinicial Tinicial Tinicial

realizando la suma de la misma forma que se hizo anteriormente y definiendo:

Wlf = Z froce - Ax, setiene:

f
Wi = E; — Ej. (IX.16)
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La energia no es una constante de movimiento bajo estas circunstancias. La diferencia
en el valor de la energia inicial y final es igual al trabajo realizado por la fuerza de roce.
Este trabajo se transforma en calor y no es posible reincorporarlo a los cuerpos en la forma
de energia cinética o potencial.

En estos casos, el roce permanentemente degrada la energia mecénica, transformando-
la en calor. Este es un proceso irreversible, el calor no se puede transformar directamente
en energia mecénica. En consecuencia, la energia final —la suma de la energia cinética y
potencial-, serd menor que la energia total inicial.

.t
i~

>

Figura IX.7: El resorte estd inicialmente con su largo natural y la masa m se acerca con velocidad
V. La energia no se conserva debido a la existencia de roce entre el piso y la masa. La energia
disipada es iqual al trabajo que realiza la fuerza de roce.

Ejemplo

Una masa m se encuentra a una distancia D del extremo de un resorte de constante %
que, por simplicidad, suponemos que tiene masa nula. La masa m se desliza por un piso
horizontal cuyo coeficiente de roce cinético es 1. y el de roce estético es ..

a) Suponga que la masa m tiene una velocidad V' cuando se encuentra a la distancia D
del extremo del resorte. Calcule el acortamiento del resorte, suponiendo que la velocidad
V es suficiente para alcanzar a comprimirlo.

b) ;Qué valor debe tener la velocidad V' para que debido a la fuerza de roce, m se
detenga justo al tocar el resorte?

c) Calcule el valor de V' para que la masa m se detenga justo en el momento que el
resorte alcanza su méxima compresion.
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a) La energia del resorte en el momento de su méxima compresion es:

.. - 1 2
Ecompresion = k27
13 inici 1 . ... — 1 2
y la energia inicial de la particula m: E1n1c1a1 = ;mV~.

La diferencia entre estas energias corresponde al trabajo realizado por la fuerza de roce
que transforma la energia mecdanica en energia calérica. Este trabajo es el siguiente:

B
> (—froce - Aw) = Ef— E;
A

ordenando los términos y definiendo:

B
Wericcion = D (froce - Ax),  llegamos a:
A

Wtriccion = [tem glle + D = Eypicial de m — Ecompresion -
Si reemplazamos las expresiones correspondientes a cada una de las energias se llega a
una ecuacion de segundo grado para la incégnita :
2 u.m 21
2+ el x

__[_mvz_,ucng] 207

. 2 i 19

cuyas soluciones son:

He g
k

k
T = —1+4/14+———— (V*=2u.gD)]|.
\/ (uc)2m92( peg D)

De acuerdo a la convencién de signos usada (ver Figura), = debe ser positivo para re-
presentar al resorte comprimiéndose, por lo tanto sélo el signo positivo del paréntesis
cuadrado tiene sentido fisico y es la respuesta buscada.

b) Si queremos usar el resultado anterior entonces debemos imponer que una de las
raices de la ecuacién cuadrética en = sea nula. Esto se logra si:

(V*=2p.gD) =0.

La explicacion fisica de este resultado es la siguiente: toda la energia cinética de la masa
m se disip6 al recorrer la distancia D que la separa del extremo del resorte. Esto se puede
verificar directamente escribiendo la ecuacién correspondiente y comprobando que se
obtiene el mismo resultado:

_ _ 1 2
Wericcion = [nemg] - [z + D] = Einicial de m = 9 mV=.
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Si ponemos x=0, obtenemos V.

c) En este caso, el resorte comenzé a comprimirse desacelerando la masa m. Logré de-
tenerla comprimiéndose una distancia tal, que la fuerza de restitucién del resorte en esa
posicién, es menor que la fuerza de roce estdtico necesaria para poner en movimiento,
nuevamente, a la masa m. En el caso critico, se comprime lo suficiente como para igualar
el maximo valor de la fuerza de roce estatico.

La ecuacién extra que debemos imponer es, entonces, la correspondiente al equilibrio
estatico:
k Zeritico = He ™9,

reemplazando este valor en la expresion de z, obtenemos la velocidad V:

mgHte He
V2=p.9D |2 24+ 22| .0
fed l—i_ kD ( +MC)}

Este valor de la velocidad corresponde al que produce un méximo de compresién del
resorte. Es claro que el resorte pudo haberse detenido antes con el mismo resultado: que-
darse estatico en dicha posicién debido a que la fuerza de restitucién del resorte es menor
que el maximo de la fuerza de friccién del piso.

Este resultado se puede leer en la tltima ecuacion: alli el término 2y, g D corresponde
al valor de la velocidad para la cual el resorte no alcanza a comprimirse. El término extra
representa el maximo valor adicional que puede tener V2 antes de comprimir el resorte
mas alld de lo que puede resistir el roce estatico.

Cualquier valor de V2 entre ambos limites produce el mismo efecto: el resorte se detiene
después de comprimirse,

2
e D < V2 < 2peg D+ L (3420
He

En este ultimo ejemplo no hemos analizado lo que sucede al ponerse en contacto la
masa m con el extremo del resorte. Como la masa trae una cierta velocidad y el resorte
estd en reposo, lo que ocurre es un choque entre estos dos objetos. Como se estableci6é que
la masa del resorte era despreciable, bajo esas circunstancias no hay nada que analizar.
Sin embargo, una masa finita para la placa ubicada al final del resorte, cambia el proble-
ma y, en ese esquema, debemos analizar méds cuidadosamente el problema. Este tipo de
fenémenos, que incluyen choques, lo estudiaremos en una seccién posterior.

IX.5. OSCILADOR EN UN CAMPO GRAVITACIONAL

Estudiemos ahora el caso de un sistema masa-resorte que oscila verticalmente incorpo-
rando ademas la fuerza gravitacional que acttia sobre la masa m. La ecuacién de movi-
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miento es,

Tomando como positivo el sentido que apunta hacia el centro de la Tierra, tenemos:

+mg—kr=m-——. (+) ] (IX.17)

Repitiendo el mismo proceso
usado anteriormente: multipli-
car cada uno de los miembros de
esta ecuacién por Az; y poste-
riormente sumar estas expresio-

Pt B i 2l

nes a lo largo de la trayectoria, k (+)
(es decir, integrar las ecuaciones l 'g'
de movimiento), obtenemos:
m
B :
Z(+mgAxi—kxiAxi) = < A
A :
B

B
Av;
:5 m vZAxi :
At '
A

En esta ultima ecuacion, el primer término establece el trabajo que realizan las fuerzas
externas sobre la masa. A la derecha de la igualdad aparece la energia cinética de la masa
m. Para ponerla en la forma usual, [IX.14], necesitamos trabajar un poco.

Reescribiendo la sumatoria y usando los resultados obtenidos en [IX.14] tenemos:

B
1 1 1
+mg Z Az; — 5]{: Th + Ek = 3™ vy — muvy, (IX.18)
A

La sumatoria del primer término es facil de evaluar, la suma de los Az; es el camino total
recorrido: (xp — z4). Incorporando este resultado, se tiene:

1 1 1 1
+mgmB—mng—§kx2B+§kx?4:vaé—§mvi.

Reordenando en la forma usual, es decir, todos los términos con el mismo indice en el
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mismo lado de la ecuacion, llegamos a:

1 1 1 1
—mg x4 + —ka} + —mvy = —-mgap+=kay+-muy
2 2 2 2
Energia Energia Energia
Potencial Potencial Cinética
Gravitacional Resorte

Vemos que la suma de la energia potencial del campo gravitacional, la energia potencial
del resorte mds la energia cinética de la masa m toma el mismo valor en cualquier punto
de la trayectoria. Ya sabemos que esta propiedad es precisamente una ley de conserva-
cién. Indica que hay una cantidad £y, que no varia a lo largo de la trayectoria:

1 1
Ey = §m02 + 5!4:952 — mgx = constante. (IX.19)

Hemos derivado la expresiéon que toma la conservacion de la energia para
el caso de un resorte oscilando en un campo gravitacional uniforme. Esta
térmula se obtuvo tomando el eje vertical como positivo cuando apunta
hacia el centro de la Tierra. Al definir el sentido opuesto como positivo,
sOlo debe cambiar el signo frente al término m g z.

Ejemplo

Mencionamos la diferencia que existe entre soltar sibitamente una masa que cuelga de
un resorte y depositarla suavemente de forma que no quede oscilando. En este tltimo
caso es facil encontrar la elongacién maxima del resorte, se trata de aplicar una fuerza
F' (por parte de la persona que coloca la masa) de forma que mantenga un pequefio
desequilibrio del sistema en cada punto.

A continuacién calculamos la elongacién méxima en las dos situaciones usando el
método de la energfa.

a) Caso en que la masa se deposita lentamente en el resorte.
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El resorte tiene inicialmente su
largo natural y depositamos la
masa m aplicando una fuerza F”
que sea un poco menor que el
peso de la masa m. Con esto el l'l'
resorte se estira un poco para Tkx
aportar la fuerza que falta, ense-

guida, se disminuye la fuerza F’ @
aplicada, de esta forma el resorte

necesita alargarse un poco mas *I m gi TF'
para soportar la masa y asi el o

proceso se vuelve a repetir has-

ta que la fuerza que aporta el re- F

sorte cancela exactamente el pe-

so del objeto que se ha colgado.

(+)

En ese instante el sistema estd en equilibrio, y se cumple:

myg

mg—kxy=0, = x9= . (IX.20)

Esta es la elongacion mdxima alcanzada si la masa se deposita suavemente.

b) Veamos cudl es la elongacion méaxima del resorte si, estando inicialmente en reposo
con su largo natural, unimos la masa m a su extremo y la soltamos stbitamente.

Designamos como origen de coordenadas al punto extremo del resorte en el instante
que éste adopta su largo natural.

En el instante ¢ = 0, justo cuando soltamos la masa, su velocidad es nula y también su
coordenada z, z(t = 0) = 0, puesto que el resorte atin no comienza a alargarse. (Si le
hubiésemos dado un impulso inicial, su velocidad seria distinta de cero en ese instante).
Su aceleracién no es nula y por lo tanto en un instante posterior comenzard a moverse.

Al soltar la masa m el sistema comienza a oscilar y no hay disipacién de energia por
efecto del roce, por lo tanto Ej se conserva en la forma que aparece en la ecuacion [IX.19].

1 1
Ey = 3 mv? + 51{::1:2 — mgx, (IX.21)

Al evaluar Ejy ent = 0, obtenemos:
Ey=0+0-0=0,
de forma que en cualquier otro instante:

1 1
Ey=0= 3 muv? + 3 kx? — mgex. (IX.22)
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Nos interesa el punto de elongacién maxima, porque alli se detiene momentdneamente el
resorte, y entonces v(7 =  1y4ximo) = 0-

1 .

0 = 5/@3 — Mgy Ty = elongaciones extremas del resorte,
— /= mg . .

0 = Zo(xo— 27), — Se obtienen dos soluciones.
— mg Lot N

= To=2-- — Maéxima elongacién del resorte

al soltar stibitamente la masa m.

= Zo=0 — Maéxima altura que alcanza
la masa m en su rebote.

Ambas soluciones tienen una interpretacion fisica: 7o=0 corresponde a la maxima altura
que puede alcanzar esta masa al oscilar alrededor del punto de equilibrio m g/k.

La elongacién asociada a la otra solucién es el doble de la obtenida al depositar len-
tamente la masa m. Si nuestro objetivo es alcanzar el punto de rotura del resorte (o la
cuerda!), podemos forzar atin mds el alargamiento del resorte si inicialmente le imprimi-
mos una cierta velocidad vy a la masa m.

Se deja propuesto como ejercicio calcular el valor de la mdxima amplitud, z, en este
caso. U

Usando la misma ecuacién de energia podemos recuperar algunos resultados ya cono-
cidos. Usando esta ley de conservacién y eliminando el resorte, es decir haciendo k = 0
en las ecuaciones, podemos reobtener una férmula de cinemaética.

1
Eozﬁmlﬁ—mgx? con k =0.

En su forma original, esta ecuacién es:

1 2 1 2
—MmvUy —Mgry = MU, —MNJgIT,.
2 ! f 2 t
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Reescribiéndola, se obtiene: T .

v} =0} = +2g (xy —;), (IX.23) l-g
Esta es la misma expresion en- h
contrada en el Capitulo II.
Veamos un ejemplo de este tipo.
Con las siguientes condiciones
inicialesent = 0: v = 0y o =
—h, la constante E, toma el va-
lor Eg =mgh.

0

Frrrrrirrrrrriirinerrrd

(+) x

Al tocar el suelo, z = 0. De aqui tenemos:

1
E:mgh:mgo+§mv2, entonces, v>=2gh.

Esta expresion corresponde a la conservacion de la energia para el caso de una fuerza
constante actuando sobre la masa m. (Note la definicién del sentido positivo del eje «
usada en este ejemplo).

IX.6. PENDULO EN UN CAMPO GRAVITACIONAL

Anteriormente demostramos que para oscilaciones pequefias la ecuacién de movimien-
to de un péndulo en un campo gravitacional podia ser resuelta y su solucién correspondia
a la de un oscilador armonico.

Resolver las ecuaciones de movimiento significa encontrar 6 = 6(t).

Haciendo uso de la definicién de trabajo podemos encontrar una relacién entre la ve-
locidad angular 6 y la posicién 6 del péndulo para una oscilacién de amplitud arbitraria,
no s6lo de oscilaciones pequefias como se hizo anteriormente.

Calculemos el trabajo necesario para desplazar el péndulo entre los puntos Ay B, ar-
bitrarios. Definimos A x como un pequefio desplazamiento que experimenta la masa que
cuelga en el extremo de la cuerda:

B B B
WE=Y[-mg-Ad]+> T-Aif=> mi- A¥,
A A A
como la tensioén es perpendicular al desplazamiento A # de la masa m del péndulo en
cualquier punto de la trayectoria, entonces:

T-Az =0, entodo instante,

Universidad de Chile Departamento de Fisica



26 version de 6 de junio de 2016
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Figura IX.8: En el movimiento del péndulo la tensién no realiza trabajo. S6lo la compo-
nente vertical del desplazamiento lo hace debido a la fuerza gravitacional.

de esta forma, s6lo permanece un término en la expresién del trabajo y, a mano derecha
aparece la energfa cinética, como es habitual en todos estos casos:

B

WIS =Y mgj - AF=
A

(mvh —mv3).

N | —

Como se puede apreciar de la Figura [IX.8], - AZ = —g Ay, el trabajo realizado para
llevar el péndulo de A a B es proporcional a la diferencia de altura yp — y4, entre las dos
posiciones. De esta forma, el valor de la energia entre ambos puntos es:

—2

—mgyp+mgys == (m0; —03).

N | —

Ordenando en la forma usual, obtenemos la conservacién de la energia para el caso de un
péndulo moviéndose en un campo gravitacional constante:

Eozmgy+%m (59)2, (IX.24)

donde hemos definido la velocidad tangencial como /4.

IX.7. EJERCICIOS

1.— Un cuerpo de masa m se lanza desde la base de un plano inclinado con velocidad
V,. Si el coeficiente de roce entre el cuerpo y el plano es . . Calcular:

a) La distancia recorrida hasta que m alcanza su altura maxima.

b) La velocidad con que vuelve al punto de partida.
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2.~ Una particula de masa m parte del reposo y se desliza sobre la superficie de una
esfera sélida de radio R . Midiendo el d&ngulo ¢ desde la vertical, y suponiendo que
no existe friccién:

a) Determine la energia cinética de la particula en funcién de ¢.
b) Las aceleraciones radial y tangencial de la particula en funcién de .

c) Determine el valor del angulo ¢, para el cual la particula pierde contacto con la
superficie de la esfera.

m 4§
»
e 5
No -
- /.-’
x__’,..., s H
Figura IX.9: Problema #1 Problema # 2

3.— Una particula de masa m estd unida al extremo de una cuerda ideal de largo L, cuyo
otro extremo esta fijo en C. La particula parte del reposo, desde la posicién ¢ = 0. Si
la maxima tensién que puede soportar la cuerda sin cortarse es (3m g)/2, determine
el valor de ¢ para el cual se corta la cuerda.

4— Un bloque de masa M se ubica sobre una superficie horizontal con coeficiente de
roce estatico ... Otro bloque de masa m se encuentra atado al anterior mediante
una cuerda ideal de largo L. Inicialmente este dltimo bloque se instala a la misma
altura de M y a una distancia d de la polea indicada en la Figura. La cuerda se en-
cuentra extendida pero sin tensién. En un cierto instante se libera y la masa m cae
permaneciendo atada a la cuerda. 5Si M y ., son conocidos, encuentre una expre-
sién para el valor del dngulo ¢ para el cual el bloque sobre la superficie horizontal
estd a punto de comenzar a deslizar.

5.— En el sistema de la Figura, la masa m; estd unida a un resorte de constante eldstica
k y largo natural L, y una cuerda ideal, que desliza sin roce por una polea. Entre el
suelo y el bloque de masa m; existe un coeficiente de roce dindmico .

Si en t=0 el resorte tiene su largo natural y la masa m; tiene una velocidad V,,, deter-
mine la velocidad de la masa m, en el instante en que ha descendido una altura h
con respecto a su posicion inicial.
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L
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Figura IX.10: Problema # 3 Problema # 4

6.— Considere un bloque de masa M colocado sobre un resorte vertical (fijo a él) de
constante k y largo natural L,. Sobre el bloque se coloca una particula de masa m .
Suponga que inicialmente se comprime el resorte en una distancia d con respecto a
la posicién de equilibrio del sistema. Calcule la altura maxima (sobre el suelo) que
alcanza la masa m una vez que se libera el resorte.

k.l i o
WA m; -
777777774 777777
8 | |
ﬁ-// .' M } v 5
|E)J l’\"o ::': k.Lg
hnT <
v ! L A
Figura IX.11: Problema # 5 Problema # 6

7.~ Unresorte, de constante k , se encuentra inicialmente comprimido una distancia z,,
por medio de un hilo. En los extremos del resorte se han apoyado dos masas M y m,
que se mantienen inmdviles por estar unidas por el hilo.

En cierto instante se corta el hilo y el resorte se expande. La particula m sale dispa-
rada hacia la derecha y se desliza sin roce sobre una pista, que mds adelante forma
un circulo vertical de radio R. Conocidos M, k, z, y R encuentre el maximo valor
que puede tener m para que esta particula no deje la pista. Analice el limite M — oo.

8.— En la Figura se muestra un riel fijo, vertical, pulido y que termina en un arco de
circunferencia BC y de radio R. Una particula de masa m se abandona en reposo en
el punto A, y desliza hasta pasar por el extremo del arco C. Con estos datos, calcule:

a) La altura maxima —-medida desde el punto C—, que alcanza la particula.
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b) Si al caer, la particula pasa por el punto D, calcule el valor de CD. (El punto C
estd a la misma altura que el punto D).

TR AO * b
l g9 K/{'\ R \ .-‘\._. m | I{ L g
— Hmy — 1 I_-'I "-N\‘ R “.5 "
ik Y N ¢
.-"-"J".-‘J".-l‘.r'-‘;'-'.-'."a FEEi i i fiifi r'.-’.r'p"-’-.-‘.-'r' f;.;-"? B . _ B ~C D
Figura IX.12: Problema # 7 Problema # 8

9.— Una particula de masam que se desliza sin roce sobre un anillo de radio R, se libera
en el punto A. El anillo esta unido a un resorte de constante k, cuyo otro extremo
esta fijo al punto P, a una distancia d del centro del anillo. Para simplificar los
cdlculos, suponga que el largo natural del resorte es despreciable comparado con
los otros largos. Si la particula parte desde A, con velocidad inicial nula, y al pasar
por el punto B no ejerce ninguna fuerza sobre el aro. Calcule el valor de la distancia
d. ;Puede alcanzar d un valor nulo o negativo? Explique.
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