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Chapter V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
CINEMATICA

V.1 Introduccion

La relatividad especial, de acuerdo a Sir E. Whittaker [1], fue introducida por H. Poincaré, H. A.
Lorentz, G. F. FitzGerald, y puesta en su forma final por A. Einstein en 1905.

Las ecuaciones de la relatividad especial, ciertamente fueron introducidas por Lorentz, pero
Einstein las reinventd y les dié una interpretacion fisica con el sello de su genialidad que resolvié
uno de los dilemas mds importantes de esa época. La interpretacién propuesta por Lorentz, por
otra parte, no encontré respaldo experimental.

La idea de un sistema de referencia universal, en reposo absoluto y con un tiempo absoluto,
dominaba el pensamiento de esa época. El éter se identificaba con el sistema de referencia en
reposo absoluto.

En el libro citado, Whittaker describe el ingenio y los esfuerzos desplegados para determinar el
movimiento de la tierra con respecto al éter, el movimiento absoluto. Entre otros, cita a Fitzgerald
(pag. 29, [1]) y su idea de medir el desplazamiento de la tierra con respecto al éter a través de la
fuerza entre las dos placas paralelas de un condensador. La idea era la siguiente, si las placas se
deslizan con el movimiento de la tierra, una de las placas genera una corriente positiva con respecto
al éter y la otra una corriente negativa. Ambas, de acuerdo a las leyes de Maxwell vélidas en el
éter, deben atraerse. Medir esta tenue fuerza permitiria desenmascarar el movimiento de la tierra
con respecto al éter. El experimento, ciertamente, fall, como todos los otros que fueron disefiados
para determinar el movimiento absoluto.

Poincaré, ante el fracaso de estos experimentos afirmé en 1899: Considero como muy probable
que los fenomenos opticos dependen solo de los movimientos relativos entre los cuerpos materi-
ales.... Al afio siguiente afirmaba su creencia en una nueva ley, semejante a la segunda ley de la
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termodindmica, que estableciera la imposibilidad de medir la velocidad de la tierra con respecto al
éter. Finalmente, de acuerdo a Whittaker, en 1904 Poincaré sostenia que las leyes fisicas debian ser
las mismas para todos los observadores en movimiento relativo uniforme de traslacién. Concluia
que deberia existir una nueva dindmica en la cual la velocidad de la luz es un limite superior.

La genialidad de Einstein consistié en abandonar la idea de un espacio y un tiempo absoluto,
independientes y establecer una unidad espacio-tiempo, construido por cada observador inercial
en base a un cierto protocolo claramente establecido y vélido en cada sistema inercial. El espacio-
tiempo constituye una especie de andamiaje que acompafia a cada observador inercial. Las medi-
ciones de longitud de una vara o la duracién de un cierto fendmeno son propias y unicas del
observador inercial que realiza las mediciones.

Einstein establecié como un principio la velocidad de la luz es la misma para cualquier sistema
de referencia inercial. La velocidad de la luz es asi una constante universal.

Este principio genera dos consecuencias inmediatas. La simultaneidad de dos eventos' es rel-
ativa: es valida unicamente para el observador inercial que asi lo estableci6. Esto marca una
primera diferencia con las teorias previas y el sentido comun. No es fécil aceptar que dos eventos
que ocurren simultdneamente, por ejemplo, para una persona en la estacion del metro, no lo sean
para un pasajero que viaja en el metro.

Otra consecuencia de este postulado es que relojes idénticos instalados en dos sistemas de re-
ferencia inerciales en movimiento relativo, no pueden ser sincronizados. Uno de ellos siempre se
adelanta con respecto al otro.

Estos resultados no estan en el acontecer diario debido a que la velocidad de la luz es una cota
superior para cualquier velocidad y -en general- muchisimo mayor que la magnitud de cualquier
otra velocidad que ocurra en un sistema fisico(v/c << 1).

Una breve referencia a la vida de Einstein aparece en el documento escrito por J. A. Wheeler,
quien conocid y trabajo con Einstein en sus afios en Princeton?.

V.2 Paradigma previo a la relatividad especial

El postulado que propone el caricter universal de la velocidad de la luz en los sistemas de referencia
inerciales, genera cambios profundos en la concepcion del tiempo y del espacio. Para aceptarlo se
requiere que exista una coincidencia entre las predicciones que se desprenden de este postulado y
los resultados experimentales. Esta verificacion se dificulta debido a la magnitud de la velocidad
de la luz, ~ 300.000 km/s. Por esta razon, los experimentos pensados formaron la base de los

'Un evento es un punto en espacio-tiempo, por ejemplo: el golpe en una mesa, el encendido de una luz, tocarse
dos dedos...,etc.
2www.escuela de verano/fisica/index.html , ver relatividad especial
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ejemplos utilizados para ilustrar las consecuencias de la relatividad especial. El parametro v/c
caracteriza la relevancia de la relatividad especial en un problema especifico.

Esta teoria define se muy claramente el protocolo de las mediciones como el largo de una barra
y de la sincronizacién de los relojes en diferentes sistemas de referencia.

Como la velocidad de la luz (postulado) es una constante universal, el procedimiento de medicion
debe utilizar la velocidad de la luz. Por ejemplo, el largo de una barra se puede medir enviando un
pulso de luz desde un extremo de forma que rebote en el otro extremo y vuelva al punto original.
El tiempo empleado multiplicada por la velocidad de la luz nos da el (doble) del largo de la barra:
L = Atc/2. Estaexpresion y procedimiento es general, vélido en cualquier sistema de referencia
inercial.

Como vemos, en la base de las mediciones esté el tiempo. La precision lograda en las mediciones
estd limitada por la precision alcanzada en la medicién del tiempo. En la actualidad, ésta es la
variable que se puede medir con mayor precision.

Incluimos una seccion (ver final de este capitulo) I 0, ' II' -
con los instrumentos de medicién del tiempo a i
lo largo de la historia y con su respectiva pre-

cision.  Se incluye el GPS (Global Positioning 0,¢ il

System) y las correcciones que se deben realizar (a)

para incluir las correcciones de la relatividad es-

pecial y la general para obtener la precision re- Y b

querida. il «0, ||
Las predicciones de la relatividad especial han 1%- =0,

sido verificadas en todos los experimentos realiza-
dos hasta el presente.

Figure V.1: Los individuos (O, y O3), via-
V.2.1 El Principio de Relatividad de jan en dos trenes con velocidad relativa V,
Galileo no pueden decidir cudl de ellos se encuen-
tra en reposo absoluto y cudl en movimiento

exclusivamente mediante un experimento.
La mecdanica newtoniana supone la existencia de un

tiempo y un espacio absoluto, rigido, inamovible y,
en consecuencia el mismo para todos los observadores.

La primera ley de Newton es la definicién de un
sistema inercial. Si un cuerpo permanece en reposo 0
(o en movimiento uniforme) en un sistema de refer-
encia dado, éste constituye un sistema de referencia
inercial.

ESTAATY

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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La segunda ley de Newton establece la ecuacion
del movimiento para una particula puntual: F =
m a. Esta expresion es la misma para todos los sis-
temas inerciales. Una vez definido en un sistema de referencia, necesitamos un protocolo para
relacionar las leyes de Newton desde un sistema inercial a otro, de forma que sean las mismas en
ambos. Este es el principio de relatividad de Galileo.

Considere, por ejemplo, la caida libre de un objeto en dos sistemas inerciales: un observador
en tierra y otro en un carro en movimiento, como aparece en la Figura V.2.1. Desde el punto de
vista de cada uno de ellos, la pelota que soltaron cayé verticalmente en cada uno de sus sistemas
de referencia. Cada uno de estos observadores opina que él permanece en reposo absoluto y es el
otro observador quien estd en movimiento. La prueba es que la pelota describe una pardbola en su
sistema de referencia. Esto es lo que observa cada uno de ellos acerca del movimiento en el otro.

Consideremos varios observadores viajando en el
espacio vacio —sin estrellas o galaxias a su alrede-
dor que sirvan de referencia (ver Fig.V.2)— con una
cierta velocidad relativa v. Como ninguno de estos
observadores experimentan fuerza alguna, suponen
que se encuentran en reposo absoluto y le adscriben
a cada punto del espacio una coordenada.

Totalmente ignorantes del principio de relatividad
de Galileo, cada uno de ellos piensa que las coorde-
nadas espaciales de cualquier punto P que ellos se-
lecionan, permanece constante y por tanto en cada
instante es el mismo punto. Esta es la opinion del Figure V.2: Las lineas representan la trayec-
observador A, por ejemplo. En otra nave, el obser- toria de cuatro observadores inerciales.
vador B, hace un andlisis similar y concluye que es  Cada uno considera que es el otro quien se
el espacio tridimensional de su nave el que per- gleja (o acerca). Las coordenadas de un

manece quieto y que, obviamente, los puntos del punso P, fijo a uno de los sistemas, cambia
espacio tridimensional del otro sistema de referen- e el tiempo de acuerdo a otro de los obser-
cia, van cambiando sus coordenadas espaciales (0 ygdores.

su ubicacion) en el tiempo.(De hecho, la coordenada z’ de uno de ellos, cambia de acuerdo a la ley

' = x — wvgt, como veremos a continuacion.

Formalmente, cada punto en el espacio no es el mismo siempre. Debemos afiadir una coordenada
mas que especifique el tiempo en que se determinaron estas coordenadas.

En las transformaciones de Galileo el tiempo es absoluto, el mismo para todos los observadores
inerciales.

V.2. PARADIGMA PREVIO A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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(2 =2+t
Transformacién y =y,
de (V.1)
Galileo 7 =z,
t =t

La velocidad de la luz como una constante universal, la misma para todos los sistemas inerciales
marca el advenimiento de la relatividad especial y la necesidad de abandonar el tiempo absoluto y
universal, el mismo para todos los sistemas inerciales.

V.2.2 Las Ecuaciones de Maxwell

A fines del siglo decinueve existian dos teorias que habian demostrado, a través de numerosos
experimentos, constituir un buen modelo de la naturaleza: la teoria de J. C. Maxwell de la electri-
cidad y magnetismo de los cuerpos y la mecédnica de Newton.

James Clerk Maxwell (1831 — 1879) unificé as leyes de la electricidad y el magnetismo, es-
tableci6 un conjunto de ecuaciones que llevan su nombre y que establecen el comportamiento de
cargas en reposo y en movimiento en el espacio vacio. La propagacion de estos campos eléctrico
E y magnético ]§, obedece a una ecuacién de onda y ocurre, en vacio, con la velocidad de la luz.

Esta identificacion, la luz como una onda electromagnética, fue propuesta por primera vez por
Maxwell. Es parte de su tremendo aporte a la fisica. Su verificacion experimental ocurrié en
1888, cuando Maxwell ya habia muerto. Heinrich Hertz se comunicé a través del canal de Beagle
mediante ondas de radio, usando las ecuaciones establecidas por J. C. Maxwell, evidentemente.

Es curioso que la velocidad de propagacion de estos campos, resulto ser el inverso de la raiz
cuadrada del producto de dos constantes insertadas previamente e independientes: €, y fi,. Estas
provenian del ajuste de unidades entre la definicion de la carga y la fuerza. Estas ultimas unidades,
establecidas previamente [10], son determinadas experimentalmente midiendo la atraccién entre
dos cargas (¢,) y la fuerza que entre dos conductores con corrientes en sentido opuesto ().

Incluimos a continuacidn las ecuaciones de Maxwell en el sistema MKS a modo de informacion.

V-E=ple V-B=0

- j OE
= 2 /\B:i =
o VY ot

~ B
VANE = 0

Este conjunto de ecuaciones se puede resolver en forma general. Las integrales son:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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ol 04
E = Vo-%
B VAA
p(2,t —112/c)
1.t) = | ———————2d
(b( ’ ) / 47T€0 T12 b2

-

21— 11y,
A1) = /de

47T€0 027"12

Note que aparece un término ¢’ = t —r5/c en el argumento de la densidad de carga y la densidad
de corriente. Esta variable ¢ se denomina el tiempo retardado y seiala que el efecto en el instante
t y en 75 corresponde al efecto de la carga debido a su posicion |r73|/c segundos antes. esto hace
las ecuaciones no-lineales y dificiles de resolver.

Como sabemos, las ecuaciones de Newton toman la misma forma en todos los sistemas iner-
ciales bajo una transformacién de Galileo. Sin embargo, las ecuaciones de Maxwell cambian de
forma al aplicar una transformacién de coordenadas de la forma (V.1). Si este resultado se verifica
en la naturaleza, tenemos al alcance un método para identificar un sistema de referencia en reposo
absoluto: aquél donde las ecuaciones de Maxwell toman la forma mds simple. Se postulé que
este medio en reposo absoluto existia y se le denominé el éter. Las ondas electromagnéticas se
propagarian en este medio.

La influencia historica de las ondas mecanicas en cuerdas, ondas de sonido en gases y otros
ejemplos, hacia pensar que se requeria de un medio de transmision para sostener las ondas electro-
magnéticas.

Por otra parte, de acuerdo a la composicion de velocidades introducida por Galileo, si la ve-
locidad con que viaja un destello de luz en nuestra sala es ¢, la velocidad de este mismo destello,
medida por un observador que se desplaza con una rapidez v con respecto a la sala deberia ser:
¢ = ¢ + v, dependiendo del sentido de la rapidez del observador.

Asignamos la velocidad c al caso de una onda electromagnética en el sistema en reposo absoluto:
al éter.

Hubo varios experimentos que indicaban que esta composicion de velocidades no correspondia
a lo observado. Uno de estos experimentos fue el de Michelson-Morley, quien, utilizando un dis-
positivo optico, intentd detectar alguna diferencia en el valor de la velocidad de la luz, dependiendo
de la direccion y sentido en que viajaban los rayos con respecto a la velocidad orbital de la Tierra.
El resultado fue negativo: no se encontr6 evidencia alguna, dentro de la precision del instrumento,
de una superposicion de la velocidad orbital y la la velocidad de la luz. Hasta donde se podia ase-
gurar, la velocidad de la luz mantenia su valor, independiente de la velocidad relativa del sistema
de referecia utilizado.

Si la luz no discrimina entre dos sistemas inerciales en movimiento relativo, y la luz es una onda
electromagnética, tampoco las ecuaciones de Maxwell deben discriminar entre dos sistemas de

V.2. PARADIGMA PREVIO A LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figure V.3: De acuerdo a la composicion de velocidades establecida por Galileo, un destello (o
foton) lanzado por un observador en reposo en el laboratorio deberia tener una velocidad (c — ),
si este sistema se desplaza con una velocidad u con respecto al éter. Por otra parte, la ley de
composicion de velocidades de Galileo, es incompatible con la constancia de la velocidad de la
luz en todos los sistemas inerciales.

referencia inerciales. Surge el problema de encontrar las transformaciones que dejen las ecuaciones
de Maxwell invariantes de forma al ir de un sistema inercial a otro.

Este problema fue resuelto por H.A. Lorentz quien invent6é una transformacién para ir de un
sistema inercial a otro que dejaba a las ecuaciones de Maxwell invariantes, es decir sin cambiar de
forma. Estas son las transformaciones de Lorentz, las mismas que A. Einstein re-descubrié mas
tarde.

(Por qué Lorentz no es, entonces, el inventor de la relatividad? Pese a la importancia del aporte
de Lorentz en el establecimiento de la relatividad especial, no logré encontrar la interpretacion cor-
recta. De acuerdo a la interpretacion de Lorentz, una barra en movimiento efectivamente se acorta
con respecto a una en reposo. Se realizaron varios experimentos, muy ingeniosos, sin ningtn resul-
tado. Las barras no mostraban ningtin acortamiento. ;Qué fallaba en la interpretacion de Lorentz?
No se pudo desligar de la idea de tiempo absoluto. Se necesitaba una teoria mds revolucionaria. La
propuesta por Einstein. La teoria de Einstein desecho la idea de la existencia del éter y establecid
como principio fisico que la velocidad de la luz en el vacio era una constante universal, la misma
en todos los sistemas inerciales.

Es notable que las ecuaciones de Maxwell permanecieran sin cambios al introducir las transfor-
maciones de Lorentz. Las ecuaciones de Maxwell son relativistas y fueron inventadas antes que
se hiciera presente la relatividad especial. La otra propiedad es que se propagan en el vacio. Sélo
necesitan del espacio-tiempo. En cierta forma, parecen establecer que en realidad son particulas.
Los neutrones, neutrinos etc. no requieren de un medio para propagarse. Por otra parte, si
es espacio-tiempo es curvo, como es el modelo de gravitacion de Einstein, los campos electro-
magnéticos deben ser afectados por esta curvatura.

Las ecuaciones de Newton, sin embargo, necesitan ser modificadas tanto en su forma como en

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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su concepto. Es preciso abandonar la idea de tiempo absoluto, que esta incrustado firmemente en
las ecuaciones de Newton y en las transformaciones de Galileo.

V.3 Diagramas Espacio-Tiempo

Un punto en el diagrama espacio-tiempo representa un hecho concreto, como el instante en que un
objeto puntual al caer toca el suelo, o un martillo golpea a un clavo, o una luz se enciende... etc.
Esto se denomina un evento.

Como el tiempo jugard un papel fundamental, nos interesan los diagramas espacio-tiempo,
donde se incluya el tiempo. Matematicamente, un evento estd definido por un conjunto ordenado
de cuatro numeros que corresponden (por convencion) al tiempo, el primero, y a las tres coorde-
nadas espaciales, los consecutivos. Como todas las coordenadas tendran la misma relevancia en
esta teoria, conviene usar ct en lugar de ¢, de modo que todas tengan las misma dimensiones.

Evento : Es un tetrada ordenada de nimeros que describen un hecho puntual.
Constituye un primer paso para asignar coordenadas al espacio—tiempo.

it ot
obsreader
./
Q/“ ft/‘w S0 oservodoct
Alejandog
é/ 4!4 ;m';mf
T 7 x x

Figure V.4: La linea A, a la izquierda de esta Figura, representa la trayectoria en el espacio-tiempo
de un observador en reposo. En el diagrama de la derecha, se dibuja un observador (puntual) que
se aleja del origen con una velocidad V. La recta inclinada representa la linea de universo de este
observador.

Una barra no constituye un evento puesto que no es posible definirla mediante un conjunto de
cuatro nimeros, debemos incluir la longitud y la orientacién. Y en realatividad especial, también
especificar el sistema de referencia asociado a estas medidas.

El instante en que dos barras chocan es un evento, el tiempo asociado es el instante del choque
y las coordenadas espaciales de los dos puntos en contacto.

Como no es posible representar 4 dimensiones en el papel, dibujaremos s6lo una o dos coorde-
nadas espaciales.

V3. DIAGRAMAS ESPACIO-TIEMPO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Si un objeto cae en una fuente con agua, se genera una onda superficial que se aleja del punto
donde cay6 la piedra con una velocidad caracteristica. El frente de onda es una circunferencia
que se expande alejandose del origen. En el diagrama espacio-tiempo, provisto de una dimension
temporal y dos dimensiones espaciales, la trayectoria de una de las ondas aparece como un cono
cuyo vértice descansa en el punto (evento) donde se origind la onda, que en este caso coincide con
el origen del sistema de coordenadas. Algo similar es lo que sucede con un destello de luz, éste
se propaga como un cascaron esférico en un espacio de tres dimensiones. En los diagramas, esta
onda se transforma en un cono de luz. Definimos ¢t como las dimensiones del eje vertical, de este
modo todos los ejes tienen la dimension de longitud. Esta eleccion es s6lo una convencion.

También elegimos la escala de las coordenadas de manera que la velocidad de la luz se propague
formando un dngulo de 45° con las coordenadas espaciales y el tiempo ct. Esto se logra estable-
ciendo la misma unidad de longitud para los ejes espaciales y para el eje vertical ct. De esta forma
la trayectoria de un rayo de luz forma un dngulo de 45° con el eje ct. Note que esta escala establece
una nueva unidad de longitud igual a 300.000 km.

Los diagramas con las trayectorias de los rayos de luz se tornan més féciles de entender con este
escalamiento. No contiene ningiin cambio conceptual. Refleja el hecho que los rayos de luz son
vitales en el desarrollo de la teoria y se utilizan en el protocolo de la mayoria de las mediciones.

ey At

£
t=3
4
Y

Figure V.5:  Se incluye, a la izquierda, una onda de sonido propagdndose en la superficie del
agua (dos dimensiones). La onda de la derecha representa un pulso luminoso propagdndose en
dos dimensiones. Usamos la misma escala de longitud en ambos ejes x y ct.

— (oA C DE LVE

X

Las figuras a continuacion representan un observador en 1 y 2 dimensiones espaciales.

V4 Postulados de la Relatividad Especial

Esta es una teoria cinemdtica, se ha eliminado todo tipo de interaccién con otras particulas o
fuerzas. En esta seccion se establecen las bases para el protocolo que cada observador inercial
debe establecer en el contexto de la relatividad especial. Su necesidad quedard clara en cuanto
avancemos en el establecimiento de la teoria.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Figure V.6: Linea de universo de una particula que rota alrededor del origen describiendo una
circunferencia de radio a. A la derecha se incluye una particula que repentinamente explota en
tres pedazos. Note que una de las trayectorias es anomala: ;Cudl parece propagarse con una
velocidad mayor que la velocidad de la luz?

(r

[
BArA viaja
"L m Vt/i’c\'aéw(

/ Veras

b

— B,

Figure V.7: Linea de universo de los puntos extremos de una barra rigida que estd inicialmente
en reposo ent = 0, viaja con velocidad v con respecto al sistema S. A la derecha se indica la linea
de universo de los extremos de una barra que gira en torno al origen.

Para construir el andamiaje de cada observador inicial s6lo permitiremos la emision y recepcion
de rayos de luz por parte de estos observadores.

A continuacion estableceremos los postulados de la Relatividad Especial.
Postulado 0 El espacio es homogéneo e isotropo.

Esta afirmacién indica que el resultado del experimento no depende del lugar donde se realiz6
(homogeneidad del espacio). Tampoco interesa la direcciéon donde apuntemos con nuestros ejes
coordenados, todas las direcciones son equivalentes (isotropia).

En la superficie de la tierra existe una direccion preferida que estd sefialada por la atraccién
gravitacional. Al eliminar la gravitacién (haciendo G = 0), el espacio recupera su isotropia. La
homogeneidad e isotropia del espacio ha sido verificada con un error menor que £2 x 1071 [19].
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Figure V.8: El observador A recibe un pulso de luz y lo refleja hacia el Observador O. En un
diagramas sin el eje ct”, esta situacion estd descrita por la figura de la derecha. El observador
A es la persona en el carro que se aleja. Note que el eje temporal en la figura de la izquierda
progresa hacia arriba y en el de la derecha comienza desde arriba hacia abajo.

Postulado 1 Un movimiento no-acelerado o inercial es el iinico que puede determinarse en
forma absoluta, sin referencia a ningiin otro observador.

Un sistema inercial es aquél en el cual una particula que estd en reposo permanece en reposo.
Esta es la Primera Ley de Newton.

No existe un sistema inercial, existen s6lo buenas aproximaciones. La superficie de la tierra es
considerada como un sistema inercial y en la mayoria de los casos se comporta de esa forma. Sin
embargo, sabemos que estd girando con respecto a un eje diametral y también en torno al Sol.. etc.

Resumiendo: Un sistema inercial ocurre cuando cada particula de prueba que esta inicialmente
en reposo, permanece en reposo y cada particula de prueba que esta inicialmente en movimiento
contindia en movimiento, sin cambio en su rapidez o direccion.

Postulado 2 Existen infinitos sistemas inerciales. Cada sistema que se desplaza con respecto a
uno inercial con velocidad constante, constituye otro sistema inercial.

Las leyes fisicas deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales. Si
cambian al ir de un sistema a otro podriamos singularizar uno de ellos y de esta forma definir un
sistema maestro con respecto al cual referir toda la fisica. Esto no se puede llevar a cabo, por tanto,
debemos aceptar que los sistemas inerciales son indistinguibles.

Postulado 3 La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales. Es una con-
stante universal de la naturaleza.

Este postulado va mucho mas alld del resultado experimental establecido en el afio 1887 por
Michelson y Morley, dos fisicos norteamericanos que intentaron medir el cambio que deberia
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Figure V.9: La propagacion de un pulso de luz visto por un observador en reposo en la nave
(izquierda, son los circulos concéntricos) y el pulso visto por un observador en reposo fuera de
la nave (figura derecha, el centro del circulo permanece en reposo con respecto al sistema de
referencia del observador). Para éste el pulso se propaga con la velocidad c y alcanza la cola de
la nave antes que la nariz, a diferencia de lo observado por el piloto de la nave.

experimentar la velocidad de la luz al propagarse a favor y en contra del movimiento de la tierra. El
resultado del experimento de Michelson—Morley resulté ser nulo: no encontraron una diferencia
detectable entre las velocidades en los distintos sentidos. Afortunadamente, experimentos mas
recientes, con mayor poder de precision, han llegado a la misma conclusion [20].

Este experimento no se ajusta a las transformaciones de Galileo (V.1). Si la velocidad de la luz
en un sistema de referencia es ¢, en el sistema que se mueve con una velocidad V' con respecto al
anterior, de acuerdo a las ecuaciones (V.1), deberia ser ¢ = ¢ + V, dependiendo del sentido en
que se traslade.

Ejemplo

Analicemos el siguiente experimento desde el punto de vista de un observador en tierra (S) y
el de otro observador viajando en una nave espacial (S’). En el sistema S’ el astronauta envia un
destello de un rayo laser contra un espejo situado en el eje 3/, perpendicular a la velocidad relativa
de la nave u. La distancia del origen de S’, O’ al espejo superior es L.

Relacionando las mediciones efectuadas por ambos observadores y suponiendo (ver Postulado
5) que las mediciones en los ejes perpendiculares al movimiento permanecen inalteradas, obtenga

V4.  POSTULADOS DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Relatividad Especial 15

(a)

Figure V.10: En el sistema S’, (cohete), el rayo sale y vuelve al origen después de rebotar en el
espejo superior. El mismo fenomeno, observado en el sistema de Laboratorio se indica inmediata-
mente abajo del anterior.

la expresion para la dilatacion del tiempo.

En el sistema del laboratorio, el destello parte de O’, rebota en L y vuelve a O’.

Utilizando el Postulado 5, el largo L medido en ambos sistemas de referencia es el mismo porque
es perpendicular a la direcciéon de movimiento. Por otra parte, cada uno de los pasos representados
en la figura es un evento en el sistema de Laboratorio. Cuando sale el rayo ( primera figura a
la izquierda), cuando llega al espejo superior (figura del medio) y la posicion del origen O’ del
sistema S’, son tres eventos referidos al sistema de Laboratorio. Con ellos podemos dibujar un
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triangulo rectdngulo y aplicar el teorema de Pitagoras:

(WA t)? + L* = (cAty)?,

donde u A t, es la distancia que recorre la nave en el intervalo A ¢, tiempo que tarda el rayo en ir
desde la base al espejo superior de la nave medida en S. L es la distancia entre espejos en S’ (que
es la misma que en S) y ¢ A ¢, es la distancia que recorri6 el rayo de luz de acuerdo a S.

Si consultamos al astronauta acerca del tiempo que emple6 el rayo en ir desde el espejo inferior
(origen O’) hasta el espejo superior nos indica que es Aty = L/c. Reemplazando este valor en la
ecuacioén anterior y despejando A ¢, en funcion de A ¢, tenemos:

2
Aty =\/1— S At,, obien At,=7Aty
C

Conclusion : At > At'. El tiempo en S transcurre mas rapido que en .S’

OJ

Dos observadores, en movimiento relativo, que intercambian informacion mediante un rayo de
luz, lo ven propagarse con la misma velocidad en ambos sistemas de referencia.

Este postulado es el origen de todas las paradojas de la relatividad especial. Esta situacion
se origina en nuestra dificultad en apreciar fendmenos que ocurren a velocidades cercanas a la
velocidad de la luz.

El valor de la velocidad de la luz que usaremos es ¢ = 300. 000 km/s. La velocidad de la luz
hoy en dia es una cantidad que se define, no contiene error.

Postulado 4 En relatividad especial la distancia espacial queda definida como un niimero real
y positivo asociado a dos eventos simultdneos. Este niimero es la distancia Euclidea entre estos
dos eventos.

Finalmente:

Postulado S El largo de una barra que se desplaza en forma perpendicular a la velocidad rela-
tiva entre dos sistemas de referencia inerciales, no experimenta cambio alguno. Su longitud es la
misma medida en cualquiera de los sistema de referencia.

Ejemplo

A partir de la figura que se acompaia, Los autores J. A. Wheeler y R. Taylor en [2], argumentan
que en el contexto de la relatividad especial no puede existir un cambio en las longitudes perpen-
diculares de una barra que se despalza perpendicular a la velocidad relativa de los sistemas de

referencia inerciales. Complete Ud. la explicacion.
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Segln 5:

Figure V.11: Los dos extremos de la barra son fotografiados simultdaneamente en el sistema S. El
largo de la barra es la distancia euclidea entre ambos eventos.

Solucion: Dos observadores inerciales deben alcanzar las mismas conclusiones acerca de un
evento. Por ejemplo, si un observador ve que una luz se enciende, otro observador debe percibir el
mismo evento. No puede ocurrir que en una ampolleta se encienda en un sistema inercial y no lo
haga en otro.

En este ejemplo, consideraremos si el carro de la Figura permanece sobre los rieles, dentro de
los rieles o fuera de ellos. En ambos sistemas inerciales se debe alcanzar la misma conclusion.

Esta es una demostracion por reduccién al absurdo.

Supongamos que una longitud perpendicular al movimiento relativo se acorta debido al movimiento.
Esto indica que si mido un largo L de una barra en mi sistema de referencia, esa misma barra si
se desplaza con respecto a mi sistema de referencia, y mido su largo, éste resulta ser menos que el
original L.

Apliquemos esto al carro de la Figura. Consideraremos dos sistemas de referencia: uno fijo a los
rieles y el otro fijo al carro del tren. Lo que mediremos es el ancho de las ruedas del carro (vistas
de frente en la Figura). En reposo las ruedas del carro permanecen sobre los rieles.

Consideremos el acortamiento propuesto en el parrafo anterior. En este caso un sistema de
referencia fijo a los rieles ve (por ejemplo) que el ancho de los carros (que normalmente viajan a
lo largo de los rieles, es decir entrando o saliendo de la hoja) se acorta. Por tanto este observador
afirma que el tren en moviento cae en el interior de los rieles.

Otro observador inercial, fijo al carro observa que los rieles (o mejor los durmientes), viajan y
por tanto la distancia entre ellos se acorta y las ruedas del tren caen fuera de los rieles. Para un
observador inercial el carro cae dentro de los rieles y para el otro observador inercial el carro cae
fuera de los rieles.

Claramente esto es contradictorio. O el carro cae dentro o cae fuera, pero no ambos.

La salida a esta contradiccion es que NO ocurre nada (ni acortamiento, como se supuso acd, ni
alargamiento, alternativa que no se considerd pero que conduce a una contradiccion similar).

O
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Figure V.12:

Esta conclusion descansa en la premisa que los sistemas inerciales son indistinguibles el uno del
otro.

Este postulado puede entonces considerarse que se desprende de los anteriores.

V.5 Simultaneidad

El concepto de simultaneidad se transparenta con la relatividad especial. Es simplemente tener en
cuenta que la velocidad de la luz es finita.

Comenzaremos con la simultaneidad absoluta, que corresponde a considerar al limite en que la
velocidad de la luz toma un valor infinito.

En esta seccion comenzamos a usar efectivamente los diagramas de espacio-tiempo.

V.5.1 Simultaneidad Absoluta (La velocidad de la luz es infinita)

Para todos los efectos de la vida diaria, la luz se propaga con velocidad infinita. De esta forma no
hay retardo en recibir la informacién entre dos eventos separados una distancia arbitraria. Cuando
recibo el fotén indica que el evento que lo origind tomo lugar en el preciso instante en que lo recibi.

En el diagrama espacio—tiempo, esta situacion se representa como dos eventos ubicados en un
plano ortogonal al eje del tiempo. Esta es nuestra definicion de eventos simultdneos.

El fotén que arranca de la maquina fotografica se refleja instantineamente en B y vuelve a A,
donde graba la imagen de B(ver Figura V.13). Ay B son simultaneos.

Lo mismo sucede con el evento C, el rayo con velocidad infinita recorre en ida y vuelta el camino
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A, sin demora, de esta forma A y C' son simultineos. Andlogamente, y por las mismas razones
A, By (' son simultaneos. Prosiguiendo con este método podemos formar lineas de simultaneidad
absoluta. Estas son perpendiculares al eje ct.

3

1,
k ::’:%—
fr B 0 %

Figure V.13: Un destello de luz viajando con velocidad infinita. Llega a todos los lugares si-
multdneamente.

»

Los eventos a, b, ¢, d y e son simultdneos y ocurren en el instante ¢;.

Los eventos A, B, C, D y E son también simultdneos, pero ocurren en el instante ¢, con poste-
rioridad a ¢;.

Supongamos a continuacion un observador que viaja con velocidad v con respecto al anterior,
nos preguntamos: ;cudl es la linea de simultaneidad que le debemos asociar?(Ver Fig. V.14)

La respuesta es la misma que le asociamos al observador en reposo. La razén es que siendo la
velocidad de la luz infinita, no importa la velocidad con que se desplace este nuevo observador,
los eventos A y B, le parecerdn simultdneos debido a que la luz no demora en recorrer una cierta
distancia, por larga que ella sea.

b /\s’
/ e
sw{ farcas
/ " g w\e* meu/.;{wm)

Figure V.14: Los planos de simultaneidad son las lineas horizontales. Son los mismos para todos
los observadores inerciales. Si la velocidad de la luz es infinita, nos lleva a la existencia de la
simultaneidad absoluta.
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V.5.2 Simultaneidad relativa (La velocidad de la luz es finita)

Usando el hecho que la velocidad de la luz es finita y tiene el mismo valor para todos los obser-
vadores inerciales, podemos definir en forma tnica la simultaneidad.

La clave es el protocolo utilizado para sincronizar relojes. En forma indirecta obtenemos la
distancia espacial que separa los distintos eventos considerados.

Se denomina simultaneidad relativa porque estd asociada a un sistema de referencia particular
(relativo a dicho sistema y no a otro). Dos eventos simultdneos, lo son sélo en el sistema de
referencia en el cual asi se determind. Esto se debe a que la velocidad de la luz toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales.

S A+T!
I;R Lfmmd{/ﬂmflhwvlﬂd A,
: N e obstry
T .
: .
T A5
;1 s M"J“ de ce\gmo-c.
A
2L

Figure V.15: La simultaneidad se determina mediante el uso de rayos de luz. La luz viaja desde
el origen hasta el punto B, rebota y vuelve al origen. Demora T’ segundos en ir y T' segundos en
volver. El punto medio lo definimos como el simultdneo de B. También su distancia queda definida
como cT.

Definimos simultaneidad en forma andloga al caso de la simultaneidad absoluta: se envia un
rayo de luz que rebota en el objeto y retorna a la fuente. Con esta estrategia podemos sincronizar
los relojes en el sistema S. El método formal seria el siguiente. Al llegar al pulso a un punto del
espacio (B o D en la figura anterior), activa el reloj que alli se ubicay al reflejarse y volver al punto
de partida se calcula la distancia a que se encuentra el reloj y posteriormente se le comunica que su
coordenada espacial es d = T' ¢y que debe adelantar su tiempo en d/c segundos para sincronizarlo
con el reloj que permance en el origen (el reloj maestro).

De esta forma la simultaneidad con respecto a un evento en el eje ct esta definida de la misma
forma que en el caso anterior (con ¢ = 00). La ventaja de adoptar esta definicion es que en limite
de bajas velocidades se aproxima al método establecido anteriormente.

De esta forma hemos definido la simultaneidad relativa al sistema S. Estd formado, para el caso
unidimensional, por una serie de lineas todas perpendiculares al eje vertical ct que representa al
tiempo que marca el reloj asignado al observador ubicado en el origen.

Podemos imaginar que distribuimos una infinidad de relojes en todo el espacio y mediante una
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serie de sefiales como la indicada, sincronizar cada uno de ellos con el reloj principal y, al mismo
tiempo, asignarle una coordenada de la forma ya explicada.

Resumiendo: a la nube de eventos que cubren el espacio-tiempo, le hemos asignado un tiempo
y una coordenada espacial usando un protocolo bien establecido. Este método, es aplicable a
cualquier sistema de referencia inercial. Mostraremos que las lineas de simultaneidad en dos
sistemas de referencia inerciales en movimiento relativo, no coinciden. Con esto abandonamos
la existencia de un espacio rigido y un tiempo tnico y absoluto, que conformaba el esquema
Newtoniano

La velocidad de la luz es finita y toma el mismo
valor en todos los sistemas inerciales
Dos eventos simultaneos en un sistema de referencia inercial,
no lo son en ningun otro sistema en movimiento relativo.

A continuacién usaremos esta definicién para asignar las coordenadas espacio temporales a un
observador que designamos como S’, y que aleja con velocidad V' constante, del observador en
el sistema S. Como S’ constituye también un sistema inercial, debemos aplicar el mismo método
para definir las superficies de simultaneidad: el rebote de los rayos de luz. De la Figura se aprecia
que debido a la asimetria del eje ct/, las lineas de simultaneidad no van a coincidir con aquellas de
S, como era el caso en la simultaneidad absoluta.

Después de determinar dos puntos simultdneos, definidos como el punto de rebote del rayo y el
punto medio del tramo comprendido entre la partida y el regreso del destello de luz, es evidente de
la Figura (V.19) que las lineas de simultaneidad estan inclinadas con respecto a las anteriores.

Si, al igual que el caso anterior, repetimos el proceso con otros puntos, desarrollamos una familia
de lineas de simultaneidad asociadas al observador .S’.

En la Figura siguiente, se aprecia que los puntos (eventos) A y B, son simultineos para el
observador S (y también para todo su equipo de relojes sincronizados), pero no lo son para el
observador designado por S’. De hecho, en el sistema S, A sucede antes que B. La simultaneidad
es relativa, estd asociada a un sistema de referencia especifico.

Ejemplo de la simultaneidad relativa

En la parte izquierda de la Figura V.20, los rayos provenientes de los extremos de la estacion (nave
superior)llegan simultineamente al centro donde se ubica el director de la estacion. Para €l no
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Figure V.16: El observador en el Laboratorio (Andamiaje de la izquierda) y el Astronauta en
su nave (a la derecha de la Figura, y que se desplaza con una velocidad relativa v), cada uno
construye, en forma independiente, su enrejado espacio-tiempo. Cada uno de ellos lo construye
rectangular (como el que aparece a la izquierda en la Figura). La dificultad se traslada entonces
al proceso de relacionar un sistema con el otro.

Figure V.17: Los dos destellos de luz salen simultdneamente desde el punto medio del carro al-
canzan simultdneamente los dos extremos del carro (figura de la izquierda). Para un observador
externo no existe esa simultaneidad de los dos eventos separados. Para él, debido a que la ve-
locidad de la luz es c, el destello alcanza primero el extremo izquierdo y después el extremo del
derecho (figura de la derecha).

hay problema, ambos rayos salieron simultdneamente y llegaron simultineamente al centro de la
estacion. Es lo que se describe en la columna izquierda.
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Pantalla en movimiento
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Emisién y recorrido de los rayos luminosos
vistos por la persona del tren ®

Emisién y recorrido de los rayos luminosos
vistos por la persona del banco

Figure V.18: Los dos destellos de luz salen simultdneamente desde los dos extremos del carro.
Ambos llegan simultdneamente al centro del carro(figura de la izquierda). Para un observador
externo no existe esa simultaneidad. Para él, el rayo de la izquierda salio primero y de esa forma,
dada la velocidad del carro, ambos logran llegar simultdneamente al centro del carro (figura de
la derecha).

Rayo de luz que
rebota en A

Ay K an soallaoes
S '

Figure V.19: Los eventos A y B son simultdneos para el observador en el sistema S. Para S’ los
puntos A y A’ son simultaneos. A’ se ubica en el punto medio del intervalo M N, por tanto, de
acuerdo al protocolo establecido, es el evento simultaneo al evento A donde rebot6 el destello de
luz. El rayo de luz parte de M.

En cambio para el astronauta viajando en la nave espacial -que sabe que ambos rayos salieron
del extremo de su nave (ver Fig. V.20) debido a que existe evidencia fotografica ve otra cosa.

Lo que sucede es lo siguiente: lo que es simultdneo para la estacion espacial (nave superior) no
lo es para el astronauta de la nave espacial (nave inferior). Para este dltimo, se dispara primero el
destello en la izquierda de la Figura, cuando ambos extremos izquierdos coinciden. La estacion
espacial avanza hacia la derecha. Posteriormente cuando ambos extremos derechos coinciden,
aparece el otro destello.
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Figure V.20: El observador en la estacion espacial (nave superior) se considera en reposo y ob-
serva como el astronauta en la nave espacial (nave inferior) se aleja de la estacion con velocidad
constante. Los circulos indican la propagacion del destello de luz visto por el observador en la
estacion espacial (columna izquierda). Lo que ve el astronauta de la nave espacial se indica en la
columna derecha.

Implicitamente estamos afirmando que los largos de ambas naves no coinciden. Veremos esto
cuando tratemos la contraccién del largo.

V.6 Transformaciones de Lorentz: Método Analitico.

V.6.1 Transformaciones de Lorentz

Consideremos dos sistemas de referencia: S, en el cual nos ubicamos y S’°, que se desplaza con
rapidez v con respecto a S. El vector velocidad ¥, quiebra la isotropia del espacio. Seleccionamos
la direccion de la velocidad como el eje = y nos restringimos a este caso particular.

Suponemos que la relacion entre las coordenadas de un evento visto desde el sistema S y desde
S’, sea lineal en las coordenadas. Suponemos también por simplicidad que los origenes de coor-
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denadas de ambos sistemas de referencia coinciden z = ' = Oent = ¢/ = 0. Analicemos sélo la
coordenada x’ por ahora.

¥ =ax+0bt, (V.2)

donde a y b son funciones de la velocidad, a = a(v) y b = b(v).

Considere una particula ubicada en el origen de coordenadas del sistema S’, por definicion:
2’ = 0. De manera que la ecuacién anterior nos da

0=ax+bt. (V.3)

donde =z representa la posicion del origen de cooordenas de S’ en el instante t.

De aqui obtenemos 0 = a z + bt, de modo que

dx

—_— =) = ——

t a

~+ | 8
Il

Las funciones a(v) y b(v) estan relacionadas. La transformacion general de coordenadas toma la
siguiente forma:

' =a(v) (z—vt). (V.4)

Utilizando el Postulado que afirma que todos los sistemas inerciales son indistinguibles entre si
deducimos que esta misma relacion debe ser valida para el sistema S’

z =a(|v]) [’ + vt (V.5)

donde hemos supuesto que a(v) = a(|v|). El factor multiplicativa a(v) depende del médulo de
la velocidad relativa.

Consideremos ahora la constancia de la velocidad de la luz. Si en el instante t = 0 = t/
enviamos un pulso de luz en el sentido positivo del eje =, en cada uno de los sistemas inerciales se
debe cumplir:

2’ = c¢t' pulso con velocidad de la luz en S’
x = ct pulsocon velocidad de laluz en S.

Reemplazando estas dos ultimas ecuaciones en V.4 y V.5 obtendremos una expresion para la
funcién a(v), como se indica a continuacion:
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ct' = a)(x—vt) = av)(ct—ovt)
ct = a(v) (&' +vt) = (ct' +ovt)
=t = a(v)(1-2)t

t = av)(1+2)¢
Reemplazando la expresién de ¢ en la dltima ecuacién de ¢',podemos obtener a(v).

De estas igualdades se desprende

1
alv|) = v = .
(v) = 7(v) 2 (V.6)
2
donde definimos a(v) = ~y, por convencion.
En definitiva la transformacion V.4, se escribe:
¥ =~() (x —vt). (V.7)

Para obtener la transformacién del tiempo operamos algebraicamente con las mismas transfor-
maciones anteriores:
r = (@' +ot)
z = yy@—v) +yout

Si despejamos ¢’ de la ecuacidn anterior, obtenemos:

1—72
= ~t+ x
! < YU )

Re-escribimos esta dltima ecuacion, utilizando las siguientes igualdades:

1 — 32
2 __ _ _ 2_ 2
1—’}/—1—1_62—1_62—_6 )

con /3 = v/c. Finalmente la expresion para t’ es:
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€ = y{t— sz} (V.8)

Las ecuaciones V.4 y V.5, son las transformaciones de Lorentz. Dadas las coordenadas de un
evento en un sistema S, podemos obtener las coordenadas en el sistema S’ a través de estas ecua-
ciones.

Las coordenadas perpendiculares a la velocidad y y z, se transforman igual que en las tranfor-
maciones de Galileo.

Note que para v << c se recuperan las transformaciones de coordenadas de Galileo.

V.6.2 Geometria de las transformaciones de Lorentz
V.6.3 Dilatacion del tiempo

V.6.4 La contraccion del largo de una barra
Definicion de longitud

Para medir la longitud de una barra un observador en reposo con respecto a ella, se ubica en el
medio de la barra y mide el tiempo que demora un rayo de luz en viajar hacia un extremo y volver
al punto de partida.

(Como sabemos que estamos en el centro de la barra?

Antes de proceder a medir la longitud de la barra el observador envia en forma simultinea
dos rayos de luz hacia ambos extremos de la barra donde serdn reflejados. Si recibe de vuelta
ambos simultineamente entonces esta justo en el punto medio de la barra. De otra forma debera
desplazarse hasta lograrlo.

(Por qué medir longitudes con un rayo de luz y no con un metro patrén?

Porque la velocidad de la luz es una constante universal. De esta forma los resultados
obtenidos utilizando la luz son vélidos en cualquier sistema de referencia inercial.
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Contraccion del largo

La inclusién del postulado # 3, indica que sé6lo estd definida la distancia espacial —o el largo en-
tre los extremos de una regla— entre dos eventos que ocurren simultineamente en un sistema de
referencia.

Estudiaremos la contraccion del largo usando el dlgebra de los k.

Por definicion la longitud es la distancia espacial entre dos eventos simultdneos. Aqui vamos a
comparar el largo L’ de un barra en reposo en un sistema S’, con el largo de esta misma barra, pero
medido en el sistema S, que lo denominamos L. La configuracién se indica en la Figura adyacente.

El método que usaremos nos permitird manipular coordenadas en distintos sistemas de referen-
cia.

Calculemos las coordenadas del evento /N en el
sistema S. De la Figura se desprende que S J

x

cAty =(L+vAty), yque

>3
i

cAt_=(L—vAt_).

Este resultado se obtiene siguiendo la trayectoria
del punto M en la Figura. En £ = 0 su coordenada
espacial es L,en At es [L+v At,], puesto que se 8,
estd alejando de S.

En At,, la barra esta representada por NN’
segtin el observador S. En ese instante se envia un .
rayo de luz hacia el origen de la barra. Lo alcanza 0 Cn /X
en At_ segundos mas tarde y la distancia que debe Ly Lsin b mAswn, c&,\\.\,_
recorrer es el largo de la barra menos lo que ésta se
acerca, en el intervalo de tiempo At_, una distancia
L —vAt_.Despejando (At, + At_) de estas dos
expresiones obtenemos:

Aty +Ap =~y B 2l oy

c+v c—ov 2 —0v?

Figure V.21: Qué mide el observador S y
qué mide el observador S’. Lineas de simul-
taneidad en cada sistema de referencia.

Como los eventos marcados por A 'y B son si-
multaneos, utilizando los resultados del ultimo ejer-

cicio, tenemos:
At 4+ At
Aty + At =—F—— = i
Finalmente, como en el sistema ', el rayo de luz parte del origen de la barra en ¢y = 0y vuelve a
S’ en B, desptes de rebotar en el otro extremo de la barra, entonces tenemos:

cAt, + At ] =2L" [iii)]
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Despejando (At 4+ At_) de las ecuaciones [i)] y [ii)], e incluyendo el valor de (A ¢/, + At")

obtenido en [iii)], tenemos la relacion deseada entre Ly L'

[

-7

Comprobamos que L < L', al medir el largo de una barra en movimiento, medimos un largo
menor. Como hemos sefialado, este hecho es consecuencia de que la simultaneidad es relativa. A
la barra no le pasa absolutamente nada, no se comprime.

V.6.5 Elsignificado de VER y MEDIR en la Relatividad de Einstein

Definimos VER cuando todos los fotones emitidos desde el objeto que nos interesa llegan si-
multaneamente a nuestro ojo. Es claro que los puntos més alejados del ojo deben emitir antes los
pulsos de luz para llegar al mismo tiempo que aquellos ubicados en una posiciéon mas favorable.

MEDIR es una operacion que involucra los siguientes elementos: un sistema de referencia in-
ercial determinado, una red de relojes sincronizados en dicho sistema de referencia, cada uno con
una camara que sefiale un evento, el tiempo y sus coordenada. El observador en este sistema re-
copila los datos y compara. Por ejemplo si quiere medir el largo de una barra en movimiento con
respecto a su sistema de referencia, debe ubicar dos fotos, una en que aparezca el comienzo de
la barra y otra con el otro extremo de la misma barra. Ambas deben indicar el mismo tiempo
(simultaneidad). La diferencia entre las coordenadas permite conocer el largo de la barra.

Ejemplo

Un tren S” se mueve con velocidad v = 0.6 ¢ en la direccion +x con respecto a un observador en
reposo en el sistema S. Dos rufianes con sendos atomizadores, se ubican a L = 5m de distancia en
el sistema S. Ambos rufianes disparan simultdneamente de acuerdo a relojes sincronizados en el
sistema .S . Al gatillar el atomizador aparecen 2 manchas A’ y B’ en el tren. Los rufianes aseguran
que la distancia entre las manchas es L = 5m (La distancia que separa los atomizadores del tren
es despreciable).

a) Los pasajeros del tren llevan sus relojes sincronizados. De acuerdo a los pasajeros del tren
(quién dispard primero?

b) (Cuadl es la distancia entre las dos manchas medidas por un observador en reposo con respecto
al tren?

c¢) (Cudl es la distancia entre los dos rufianes, de acuerdo a los pasajeros en reposo con respecto
al tren?

Respuesta
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Del grafico se desprende que B sucede antes que A, seglin un observador en la nave. Calculemos
la diferencia de tiempo. Debemos comparar los eventos A y B en los dos sistemas de referencia.
En el sistema fijo a la tierra los eventos A y B son simultdneos y ocurren a una distancia L:

Az =L,y At =0.

En el tren, las coordenadas son

vAx v L
A=At =) =g T
!/ — ! ! LU
35 15
o —=0—5-2 — __°
c 0 554 1

thy=1,25x 107%.

Las dos manchas una vez en el tren se propagan

rigidamente con él, es decir su linea de universo = — / ® ?x

nace en Ay B pero a partir de entonces se propaga 1 'L;‘;,—,/

paralela a la linea '. La distancia entre las manchas, l/'L orskandik, aee b

medida con un metro por un observador en la tren es fvhants e

AC, que definimos como L. s dserimdores o
| flen.

(Cuénto vale L.’?
i) Primer método. Figure V.22: .

De acuerdo a las transformaciones de Lorentz, la coordenada del punto C' en funcién de las
coordenadas del mismo evento en tierra, son:

2= [r. —v(te —ta)],

pero z. es la posicion en el sistema S del extremo de la barra después que ha transcurrido un
intervalo (t. — tg) = (t. — t4), su valor es:

Te=xp+v(t.—ta), ademds xp = L,
xe=L+v(t.—ta),
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de modo que:

o, =~[L+v(te—ta) —v(t. —ta)] = L.

L' =~L.

i1) Segundo método.

C' es la proyeccion de la coordenada =’ de B.
Eso es precisamente lo que representan las Trans-
formaciones de Lorentz: una proyeccion del vec-
tor (AB en este caso, del sistema (z,t) al sistema
(2, t"). La proyeccion de B en 2’ es simplemente
Az’ = y(Ax — vAt) = v L, (At = 0, puesto que
AB es simultaneo S). Ademas x’; = z(, puesto que
By C estan en la linea de universo de un obser-
vador en reposo en S’. L' = 1.25L = 6m. Note que
AC > AB AC, > Ay B.

[e v ()

L lineas e mirso

" kel manchns
/

r /‘b 7 X

Figure V.23: Distancia entre manchas.

c¢) La linea de universo de los dos rufianes son rectas verticales en el diagrama de espacio-tiempo

fijo en la tierra (S) .

A'y B sealan la posicion de los rufianes. Esta distancia seglin un observador en el tren es la
interseccion entre la linea de universo de B y la linea de simultaneidad de un observador en el tren
(por ejemplo : el punto C'. La coordenada de C' en el sistema (¢, ') :

r, = 7[re— (tc —tp)v],

r.= ap=xp—0=xp—24=1,

_ I TN
r,= x,—x,=L",

"= y[L—ov(te = tp)]

pero #, —ty =7 |(te = ta) = (z.— )|

A'y C son simultdneos en S’, luego: v [(te —ta) — %L
c

lp
Le

rp en S
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Ejemplo

Sean Sy S’, dos sistemas inerciales que coinciden en un instante. S’ se mueve con respecto a S
en la direccién (z+), con una velocidad v = constante. En el origen de S’ existe una pantalla de
cine que proyecta una pelicula de t” minutos, la cual es vista por un observador que se encuentra
en el origen de S. ; Cudnto tiempo dura la pelicula para el observador en S? Suponer v = 0, 6 c.

Utilizando las transformaciones de Lorentz, se obtiene:
B / v
Para S’: At =vy(At — S Ax),
c

(%
ParaS: At =~(At + C—2A$/).

Sabemos lo que dura la pelicula en S’= At es conocido (con respecto a las mediciones que hace
un observador en S’). Ademas Az’ = 0 (la pantalla permanece fija en S’). Luego At = vAt'. Sin
embargo, debemos calcular el tiempo que demora en llegar a S el dltimo fot6n de la pantalla.

. € 9 . 2, ’ 2, 7 .
i.e. At* = — ya que cuando en S’ termind la pelicula, ésta atin no ha finalizado en S.
c

Por otra parte Az = y(Ax' + v At') = yv At

= At=~AF + A =y AY <1+9) — AV
C
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V.7 El retorno de lo absoluto, los invariantes.

Se puede verificar, a través de las transformaciones de Lorentz, que la combinacion
(ct/)z 2 — 2 _ 2

es un invariante: posee el mismo valor en todos los sistemas inerciales. Esta distancia la denom-
inamos (As)?. Aqui hemos encontrado una cantidad que tiene un valor independiente del sistema
de referencia, es el equivalente al tiempo absoluto en la teoria de Galileo y Newton.

As® = A(AY)? — (A2)? = A(AL)? — (Az)?

Sabemos por experiencia lo importante que son las cantidades conservadas en mecanica, electrici-
dad...etc.. El equivalente en relatividad especial son los invariantes.

Como ejercicio, podemos reobtener la dilatacion
del tiempo (que el reloj en B funciona mads lento
que un reloj, idéntico, en A). O1Q y O2 P son lineas /[\ ~
(o planos en tres dimensiones) de simultaneidad con
respecto al observador A. Llamemos As = PQ. b

As® = *T", puesto que Py () se ubican en la
linea de universo de By por lo tanto ', = (.

As* =PQ" = A(tp — 1)’ — (rp — 10)° 51'"'“ -— ¥

o

P_Q2 =c*T? — (Az)>
Figure V.24: .
Hemos definido Az = zp — zq.

Como (As)? es un invariante,
As* =c2T? = AT — (Az)?

Ag 12
T = T |1 - (=)?
= et |1 (Grp]
pero Az /T =V, velocidad con que B se aleja de A.

T =T\1-52 = T=T//1- B

SiT=1s,T < 1, puestoque f < 1y 1/4/1— %2 > 1. Esto se denomina la dilatacién del
tiempo.
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V.7.1 Composicion de velocidades

Velocidades paralelas.

El método de los productos de la funcién k para obtener la suma de las velocidades no es el mas
sencillo. Sirve para ilustrar que todas las formulas de la relatividad especial se pueden obtener a
través de su uso.

A continuacién incluimos una derivacion alternativa.
Para ello necesitamos usar el Postulado # 5 planteado previamente.

Supongamos que un cuerpo P viaja con velocidad u’ con respecto a un sistema S’. A su vez,
este sistema viaja con una velocidad v con respecto a s. Queremos calcular la velocidad u de este
cuerpo con respecto al sistema s.

Designamos las coordenadas de P con respecto a S” como (¢, 7). Las coordenadas de este
punto con respecto al sistema s son (¢,, z,,). La relacion entre ambas coordenadas estd dada por la
transformacion de Lorentz (donde hemos suprimido el subindice p)

Ar' = ~y(Az —vAt),

v
At = (At — gAx)
Por definicién
,  Ar _ ‘ ,
u = Ay la velocidad P con respecto al sistema S’.Por otra parte:
Ax ) .
u = AL la velocidad de P c/r al sistema S
Ax
AV = Ax — vAt _ AV
At At—2Ae |_ 1A
¢ 2 At
, u—v
w = T
===
Despejando u de esta ecuacion
v-u
U/(l_c_Q) = u-—wv,
v ,
(1+ 2 Ju = u +w,
u + v
U= ;
v-u
1 2
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Esta es la ley de composicion de velocidades. Es directo comprobar que siv’' =c¢, v =c¢ = u =
c.

No es posible lograr velocidades mayores que la velocidad de la luz sumando velocidades con
esta ecuacion relativista.

Velocidades Perpendiculares

Supongamos que el observador en S’ se mueve en un eje perpendicular a la direccién de desplaza-
miento de los dos sistemas de referencia, digamos el eje y. La velocidad relativa, de acuerdo a un
observador en S es:

Ay Ay
At vAx’
c
dividiendo ambos factores por A ¢ y definiendo Y
S
, _AY
Uy = At/ 7y
A
vy = Ti, obtenemos:
Ay v : .
At/ = ’U; = —y,U2 = ’yvy Flgure V.25. .
71— =]

Esta es la formula que relaciona una velocidad
perpendicular a la direcciéon de movimiento en el sistema S’, con la velocidad medida desde el
sistema de referencia en reposo.

El objetivo del siguiente ejemplo es recordar que cuando las mediciones se realizan en el mismo
sistema de referencia, toda la cinemadtica y la geometria de un curso de Introduccioén a la Fisica son
validas. Sélo cuando queremos relacionar medidas en sistemas de referencia inerciales diferentes
es necesario recurrir a las transformaciones de Lorentz y a la geometria del espaciotiempo.

Ejemplo

Un sistema S’ estd en movimiento uniforme con respecto a otro, S. En S’ se ubica una barra que
forma un angulo ¢’ con respecto a la direccion del movimiento. ;Cual es la direccion de la barra
medida por un observador en S.
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De la figura se obtiene:

/

= cot 0’
Ay’

Usamos esta relacion porque Ay’ es perpendicular
al movimiento y por el Postulado # 5 : Ay’ = Ay.

Cualquier diferencia en el valor del dngulo que
aparezca en .S proviene de la relacién entre Az’ y Figure V.26: .
Az. Graficamente lo que mide S se ve en la figura
V.26:

Coordenada de A :

¥y =~vx4s (puestoque At =0enS)

¥y =1l = A =yAx

Az Az 1 ,
— = = —cotf )
Ay  ~vyAYy v Figure V.27: La figura
seriala lo que mide el ob-
Ax servador Sy S’.

A_y zcot9

cotf =+/1— 32 cot&

Ejemplo

Si observamos una estrella fija desde la Tierra, debemos inclinar la orientacion del telescopio
debido al movimiento relativo de la Tierra con respecto a la estrella. Este fendmeno se denomina
aberracion de la luz y consiste en el cambio de direccién de la propagacién de la luz, al pasar de
un sistema en reposo a otro en movimiento relativo, si el dngulo de incidencia no es paralelo a la
velocidad relativa entre los sistemas de referencia.

Calcule la inclinacién 6’ con que debe posicionarse el telescopio, de acuerdo a la Figura, en los
dos casos siguientes:

a) Calcule el valor del angulo ¢, en la forma clésica, es decir sin usar relatividad especial.

b) Desarrolle el calculo del angulo ¢’ en forma relativista y compare este resultado con el ante-
rior.
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1

é' ESThEuA FIIK

Figure V.28: A la izquierda aparecen los dos sistemas de referencia que estdn en movimiento
relativo. A la derecha se da una idea del cambio de direccion que se le debe dar al telescopio para
enfocar la estrella fija (sin movimiento propio).

a) Como la Tierra se estd acercando a la estrella, de acuerdo al esquema indicado, la velocidad
relativa aumenta u + csen 6, recordemos que no estamos utilizando la relatividad especial.

- u+csend
an = —
c cos 6
tan 0 = [tan@—i— ¢ ]
¢ cos 0

En forma no-relativista las velocidades se suman en forma usual.

Como la luz - de acuerdo a la figura - va al encuentro del sistema de referencia, la velocidad
relativa aumenta.

~

v, = —ccos
v, = —(u+csen0)

b) Ahora procedemos con el formalismo relativista.

De acuerdo a las formulas dadas

Uy — U vy
vy = | W v, = | U
- 02 7[ - C2 ]
v, = —csenf vy, = —ccost
, [csen® +u , c cos 0
Ve = wsen 6 Yy T usen
1+ . ~[1 . ]
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, UL u-+csenf 1 HHHHB
tan&zv—,: usen@>< f'“—IH
Y 1+ c c cos 0 ; B
1 u sen 9] (a)
i c B A
, u+ csen 6
tan @' = y——— = y[tan 6 + ]
c cos 6 c cos f
(b}

La diferencia con el tratamiento no—relativista es
un factor + en frente de toda la expresion.

Ejercicio

Explique si la figura que se acompafia es correcta
o no. Justifique su respuesta.

Un par de comentarios finales con respecto al Figure V.29:
tiempo. Es la variable que se puede determinar con
mayor precision. Esta es una ventaja técnica, que
nos permite hacer experimentos y confrontarlos con
predicciones bien precisas, como ya lo describimos
anteriormente.

Por otra parte, utilizando las palabras de Penrose [9]: ”...1a relatividad especial nos ensefia algo
profundo acerca de la realidad fisica, en relacién a la naturaleza del tiempo”.

Una de estas ensefianzas —como hemos visto—, se refiere al cambio en el concepto de simultane-
idad, dos fenémenos A y B que ocurren al mismo tiempo en un sistema de referencia, de acuerdo
a otro observador que viaja con una velocidad v, constante, con respecto al anterior, A ocurre antes
que B. El concepto de simultaneidad deja de ser absoluto.

V.8 El Efecto Doppler Relativista

Utilizaremos un método geométrico, ademas del anaitico para determinar la correccién debida al
efecto Doppler. El método se debe a H. Bondi, un f’ii sico inglés quien lo introdujo. El factor que
refleja la correccion del efecto Doppler lo denominaremos el factor k para escribir menos. Es no-
table que con este factor podemos re-obtener las transformaciones de Lorentz, las transformaciones
de la velocidad..., en resumen todo lo conocido de relatividad especial.
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Figure V.30: En la figura de la izquierda se ilustra como un fotén alcanza una fuente en
movimiento. A la derecha se incluye el diagrama de Bondi para este mismo caso.

V.8.1 El Efecto Doppler

Desde los afios 1920 sabemos que las galaxias estan alejandose de la nuestra con una velocidad
proporcional a la distancia que nos separa. La frecuencia v = 1/T de la luz que proviene de
estas galaxias y la identificacién del d4tomo que las emitid, revela que nos llegan con un cierto
corrimiento en el valor de la frecuencia v = v + Awv. Esta diferencia, mas algunos resultados
basicos de cosmologia, nos permite estimar la velocidad con que se estdn alejando. Este fendmeno
se denomina corrimiento al rojo, que resalta el hecho que las galaxias se alejan. Si las galaxias
estuviesen acercandose, el corrimiento cambiaria de signo y se denominaria corrimiento al azul
(la frecuencia aumenta).

Una explicacion cualitativa de 1o que aqui sucede es la siguiente: suponga que enviamos una
sefial a un habitante de dicha galaxia, ésta consiste en dos destellos de luz separados por un in-
tervalo 7. Como, desde nuestro punto de vista, la otra galaxia se aleja, el segundo destello debe
recorrer un trayecto mas largo que el primero y por lo tanto demora mds en alcanzar la galaxia y
en ser detectado por uno de sus habitantes. Este retraso depende linealmente del lapso que media
entre ambas sefiales 7' y de la velocidad relativa entre ambos medios. Si designamos como kT,
el intervalo con que se recibe la sefial, donde k = k(v) es una funcién que sélo depende de la
velocidad de separacion de estos dos objetos.

Utilizaremos esta funcion k(v) para desarrollar las ecuaciones que caracterizan al relatividad
especial. Toda la relatividad especial es comparar las mediciones de un sistema inercial con las de
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otro que se desplaza con velocidad relativa.

Esta funcién £ tiene una interpretacion fisica bien concreta: es el efecto Doppler relativista, de
esta manera, cuando en la siguiente seccion calculemos el valor de k, habremos encontrado el valor
que debemos utilizar para determinar el corrimiento de la frecuencia de un objeto que se aleja (o
acerca) en forma relativista.

V.8.2 La funcion k: el factor Doppler

La funcién k fue introducida hace alrededor de
50 afios por Hermann Bondi, un fisico del Reino
Unido. EIl desarrollo que hemos adoptado aqui es
una version mas detallada de lo expuesto por R.
Wald [13] en su libro.

A continuacién calcularemos analiticamente la
relacion entre las mediciones hechas en distintos sis-
temas de referencia. Usaremos el método grafico.
Primero calcularemos el efecto Doppler relativista,
cuyo nombre se refiere al cambio de color (o longi-
tud de onda) que detecta un observador en reposo
cuando un rayo de luz (o un sonido) es emitido
desde una fuente en movimiento, o viceversa, el ob-
servador estd en movimiento y la fuente emisora en
reposo. Para que este fendmeno ocurra debe existir
una velocidad relativa V' entre la fuente y el observador.

En A dos observadores (puntos) inerciales O; y O, se cruzan y sincronizan sus relojes. De
acuerdo al reloj de Oy, T segundos mds tarde, éste envia un rayo de luz a O;. Este lo recibe en
el instante que definimos como k7. Postulamos aqui que cualquier diferencia en los intervalos
puede ser explicada en base a esta funcién k(v). La funcidn & s6lo puede depender de la velocidad
relativa v, puesto que es el dnico pardmetro del problema: k¥ = k(v) > 0. Ademds, siv — 0,
k — 1, puesto que no hay velocidad relativa en este caso.

Si a su vez O, al recibir la sefal la responde inmediatamente, entonces O; la recibird en el
instante k(kT).

El dltimo argumento se apoya en el postulado # 3, que sefiala que ambos sistemas son equiv-
alentes, de forma que si al ir de O; hasta O, el intervalo de tiempo aparece multiplicado por un
factor k, lo mismo debe suceder al viajar de O hacia O;. Ambos son sistemas inerciales, indistin-
guibles y sincronizaron sus relojes en A. Cada vez que un observador (5) detecte que otro sistema
de referencia (S5) se estd alejando, los intervalos de tiempo se relacionardan con la funcién k(v)
como se ha especificado aqui.

La distancia espacial EG que aparece en el grafico se puede calcular de dos formas:
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Primer Método: podemos calcular cudnto se demor¢ el rayo de luz en llegar al punto GG que,

como es simultdneo con £ en el sistema S, es equivalente a calcular el tiempo que marca el reloj
del observador en £. Este valor es:

¢ = velocidad de la luz. V.9)

Recuerde que la simultaneidad es un concepto relativo en esta teoria, por lo tanto
cuando decidimos comparar dos eventos simultdneos para el observador Oy, hemos
quebrado la simetria entre los dos sistemas inerciales O; y Os. Los resultados son
validos s6lo para el sistema de referencia O;.

Volviendo a nuestro cédlculo, sabemos que la distancia que se alejé O, a partir del punto en que
ambos coincidian, (A) es:

(V.10)

_ __ T
EG:U-AE:U-(kQJrl)E.

Igualando estas dos expresiones, obtenemos:

T T

v [k* 4+ 1] 3 = c(k* — 1)5, despejando (v/c), se obtiene:
BE<E>:RQ—17 k:2:1+5-
c k2 +1 1-5

Notemos que, si £k = 1, entonces 5 — 0 lo cual equivale a que la velocidad de la luz c,
sea infinita. Este es el limite Newtoniano: en este caso las transformaciones de Lorentz, que
deduciremos mas adelante, toman la forma de las transformaciones de Galileo (V.1).

Ya hemos encontrado k£ como funcién de la velocidad. Podemos explicar brevemente como
podemos detectar la velocidad de un objeto mediante pulsos enviados con un intervalo de tiempo
T. Estos al rebotar en el objeto que se aleja con velocidad v, vuelven en un intervalo (k% — 1) - T.
Al medir este intervalo y conociendo 7'y la expresién —ya obtenida— de &% podemos conocer la
velocidad. Este es el principio fisico que regula el funcionamiento de los radares de velocidad de
la policia.
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Para dos sistemas alejdndose: k= 4/ ——

Para dos sistemas acercandose: k = = — 4 —=

Ejercicio

Demuestre que:

1 2 1
k+ - = ———— =27, donde hemos definido 7 = ———

V.8.3 Dilatacion del Tiempo

Usando la definicién del factor k(v), podemos demostrar que el tiempo transcurre mds lentamente
para un observador que se aleja de nosotros con velocidad constante. En este caso haremos las
comparaciones entre dos eventos que son simultdneos con respecto a nosotros, el sistema de refer-
encia en reposo. De esta forma nuestros resultados no son universales, son s6lo validos en nuestro
sistema de referencia. La razén: la simultaneidad es relativa.

De la Figura, los eventos A y B, son simultdneos en el sistema S. Si definimos como A t|g =
OA, los segundos que marca el reloj del observador en reposo con respecto a .S, debemos evaluar la
cantidad At = At|s = OB: es decir jqué tiempo indica el reloj que se mueve con el observador
S"?

De la geometria de la Figura obtenemos que:

E2—1 k41

OA = T'+T = 5 T.
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El reloj del observador S’, que se aleja de A, al
pasar frente a B marca (de acuerdo a la definicién
de k)

OB =kT.

Si comparamos los tiempos:

k2 +1
2

OA = At |S': T,

con OB=At |s=kT,

despejando 1" de las ecuaciones anteriores, obtengo

/
At |g= Al (V.11)

ViopE

Esta es la dilatacion del tiempo de acuerdo al obser-
vador en reposo en S. Si At = 1, entonces At > 1, el tiempo transcurre mas lentamente en el
sistema S’.

El hecho que el tiempo transcurre mds lentamente en el sistema que estd en movimiento, no de-
termina si un sistema se encuentra en reposo absoluto con respecto a otro. La razén es la siguiente:
al comparar los tiempos At | y At' |s para dos eventos simultdneos en S, estamos quebrando la
simetria entre los sistemas S'y S, y de esta forma obtenemos el resultado asimétrico ya sefialado.

A continuacion se demuestra que la expresion para la dilatacion del tiempo es simétrica: el ob-
servador en reposo en S’, midiendo dos eventos simultdneos en su sistema de referencia encuentra
que el tiempo transcurre mds lentamente en S.

Ejercicio

Repetir el mismo procedimiento para comparar lo que marcan los relojes, pero ahora midiendo
eventos simultdneos en S’. Obtenga:

At | S

Vi P

At |g=
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.Realmente se atrasa el tiempo para un observador en movimiento?

La palabra realmente utilizada en la pregunta parece esperar una respuesta que traiga a escena el
tiempo absoluto. Al formularla no se hace mencion al sistema de referencia que se considera.

La respuesta es que este resultado sélo sefnala que el sistema de relojes sincronizados por S’
se atrasan con respecto a aquellos sincronizados por S. Pero este resultado, de acuerdo a S’ no
permite concluir nada puesto que, en su opinidn, los relojes de S no estdn sincronizados. Para
ilustrar esto, podemos ubicarnos en el sistema de S’ y considerar que S esta retrocediendo con
respecto a nosotros y repetir el mismo cdlculo. Lo que obtenemos es que ahora el reloj de S se
atrasa con respecto al de S’.

De aqui se desprende que este experimento no permite concluir que el tiempo transcurre difer-
ente en ambos observadores.

Para lograr una respuesta definitiva con respecto a la evolucion del tiempo en dos sistemas de
referencia en movimiento relativo, debemos comparar los mismos relojes dos veces. Con esta con-
sideracion, ya no es posible refutar un resultado debido a la imposibilidad de sincronizar los relojes
de los dos sistemas de referencia. En la siguiente seccién daremos una respuesta concluyente a este
problema.

V.8.4 El tiempo transcurrido depende de la trayectoria

A continuacién demostraremos que el tiempo no es absoluto y por lo tanto transcurre de forma
diferente para distintos observadores en movimiento relativo.

Este problema tradicionalmente se conoce como la paradoja de los gemelos. Consiste lo sigu-
iente: uno de los gemelos permanece en Tierra mientras el otro emprende un viaje interestelar y
posteriormente, al volver, se compara con su hermano.

La dificultad técnica que plantea este problema es la aceleracion que experimenta el gemelo in-
terestelar en el momento de invertir el sentido en la direccion de su viaje con el objeto de retornar.
Las expresiones que hemos usado no se pueden aplicar de acuerdo a los postulados, que excluyen
los sistemas acelerados. Para eliminar este problema usaremos tres sistemas inerciales sincroniza-
dos y concluiremos que el tiempo, efectivamente transcurre mas lentamente en uno de los sistemas
de referencia.

Antes de plantear este problema hagamos un ejercicio cuyo resultado serd de utilidad més tarde.

Encontramos la expresion de k en funcién de v en las paginas anteriores. Note que k(—v) =
1/k(v), es decir que cuando dos observadores se aproximan debemos usar (1/k) en lugar de k para
relacionar los intervalos correspondientes de tiempo. Para demostrar que el tiempo no es absoluto
y depende del camino recorrido necesito 3 observadores (o relojes) A, By C.
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Figure V.31: Nos ubicamos en A, sistema en reposo. B se aleja de A con una velocidad relativa
V'y C se aproxima hacia A con una velocidad V (segiin A). A la izquierda se indica el grdfico ct
versus x y a la derecha el esquema habitual con la coordenada x en el eje horizontal.

En el desarrollo del problema distinguimos 3 A
eventos: 7 12
— A coincide con B definido como: AB /
— B coincide con C' definido como: BC' ¥

— (' coincide con A definido como: C'A

Denominamos 7" al tiempo indicado por el reloj
de B que transcurre entre el evento: [A coincide con
B] y el otro evento [ B coincide con C']. El inter-
valo que transcurre entre el evento: [ B coincide con
C1 vy el evento [C coincide con A] es también T,
segun el reloj de C'. Esto se puede notar en la Figura,
las lineas de universo de C'y B son simétricas con
respecto a la vertical, porque los trazos que van
desde [AB], hasta [BC] y desde [BC] hasta [CA],
son idénticos y por lo tanto ambos toman el valor 7'.

Figure V.32: EIl factor k y 1/k aparecen
cuando los observadores se alejan y cuando
se estan acercando, respectivamente.

De acuerdo al dlgebra de los & el tramo entre los eventos [AB]y [AC] es [k T + T/k].

Por otra parte, si en [BC], el observador B accion6 el reloj de C'y lo dej6é marcando 7" segun-
dos, cuando C' llegue al encuentro con A marcard un tiempo 2 7. Comparando ambas cantidades,
podemos concluir:

1
(k:+E)T22T

Estas expresiones son iguales s6lo si k =1 = vy = 0, 6 ¢ = 0.
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1 2

+ > 2
ko /11— p2
De esta forma el tiempo que marca el reloj C' es menor que el indicado por A. El tiempo no es
absoluto, no transcurre igual para todos los observadores.

En el caso de los gemelos la respuesta es similar a la obtenida aqui. El gemelo de viaje llega
mas joven al encuentro con su hermano. La diferencia de edad no es la que obtuvimos, puesto que
es necesario considerar la aceleracion que experimenta durante parte del viaje. En este caso no
tiene sentido intentar utilizar el argumento de la simetria de los sistemas inerciales para invalidar
el resultado. El gemelo que estuvo de viaja sabe perfectamente que su sistema de referencia, al
menos por unos segundos, no fue inercial.

También se puede objetar que en el caso propuesto no se comparan los mismos relojes en A,
pero lo esencial aqui es que el reloj C al compararlo con el de A, traia informacion acerca del
tiempo empleado por un reloj B al recorrer el trayecto que le correspondia. Se demostré entonces
que el tiempo contabilizado a lo largo del camino AB — BC — y CA, es mds corto que el tiempo
contabilizado por S entre AB y CA.

V.8.5 Las transformaciones de Lorentz.

Las transformaciones de Lorentz son las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un evento

P = (¢, =), en un sistema inercial S, con las coordenadas que describen el mismo evento P, en
3 /. — / /

otro sistema S": P = (¢, ).

Constituyen el equivalente a las transformaciones de Galileo para ir de un sistema inercial a otro
con velocidad vy.

El punto P es lo que hemos denominado un evento en el espacio—tiempo. Con respecto al
observador A, el punto P tiene coordenadas P(t, x) puesto que consideramos s6lo dos coordenadas
una espacial y otra temporal, para mantener la simplicidad. En la figura, el origen del tiempo se
ubica arbitrariamente en cualquier punto de la linea de universo de A.

El sistema de coordenadas se ubica con el observador A, éste tiene coordenadas (¢, 0). El punto
( es simultdneo con Py por lo tanto ambos tienen la misma coordenada temporal en el sistema A.

Q = Q(t,0), P = P(t,z).
Para enviar un rayo de luz desde A hasta P, debo gatillar el haz de luz en el instante (f — x/c).
Dicho rayo rebota en Py alcanza A en el instante (¢ + x/c).
La cantidad (x/c) tiene dimensiones de tiempo.

Supongamos que existe otro observador inercial B, que asigna al evento P, las coordenadas
(t',2"). La relacién entre (¢,x) y (t',2'), que respeta los postulados de la relatividad especial, se
denominan las transformaciones de Lorentz. Ubicamos el origen del tiempo en la interseccion de
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las lineas de universo de A y B. Al enviar un rayo de luz desde A, este cruza la linea de universo
de B en (ct’ — 2') y posteriormente alcanza el punto P. De vuelta toca la linea de universo de B
en (ct' + ')y Aen (ct + x).

Usando el método de la funcién £, podemos rela-
cionar ambos sistemas de referencia. Xat

' — ' =k(ct —x),

Este caso corresponde a la relacién que existe entre

el tiempo que transcurri6 entre el origen del tiempo
(interseccion de las lineas de universo de Ay B) y t
el instante en que se envia el primer rayo desde A y

el tiempo que tarda B en recibirlo: 7" =k T.

El siguiente caso, corresponde al rayo de luz re-
flejado desde el punto P y relaciona el tiempo que
ha transcurrido segtn el reloj de B cuando recibe el
rayo de luz, con el tiempo que ha transcurrido para
A cuando recibe de regreso el mismo rayo de luz:

@=s)
Mitwo  AP=X

(ct+x) =k (ct' + ') /

Figure V.33: Un rayo de luz cruza a los dos

De estas dos ecuaciones se puede despejar ' y t/
observadores.

como funciones de z y .

1
2¢t’ = k(ct —x) + z (ct + ),

1
27" = —k(ct —x) + E(ct—k:z;),

K ?; P
A (@9
@) N AT kT (Ct' +x")
T case Ael AN )
rq'lcjﬁ\dc
0

Figure V.34: En la figura de la izquierda debemos identificar T con (ct - x) y kT con (ct’-x’).
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pero recordando que:

2(k::l:—): con k=y——=

Donde hemos definido § = v/cy vy =1/[\/1 — ?].

Despejando x’ y ¢’ de las ecuaciones anteriores obtenemos:

X = V{x_vth
(V.12)

v = t— 3z}

Composicion de velocidades usando el factor k del efecto Doppler.

Usaremos el dlgebra de las funciones k& para encontrar la composiciéon de velocidades.
Los tres sistemas de coordenadas est’an relacionados mediante las transformaciones siguientes,
. u . v . .
el sistema A con B: T" — k,p T, el sistema B con C: T" — kpc T". A partir de estas relaciones

. v . . .
podemos conocer T en funcionde 7": T" — kag kpc T. SiV = V¢, es la velocidad relativa del
sistema C' con respecto a A entonces se debe cumplir que kac = kpc kap. Reemplazando cada
uno de los £ por sus respectivas velocidades tenemos:

Vac  kic—1  kigkpo—1
c Ko+l Kk +1
De aqui, haciendo el dlgebra correspondiente,
obtenemos la Ley de Composicion de velocidades.

Vi — (u+v)
AC — uv
1 2
C
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Para poner a prueba esta relacion, supongamos
que un carro se mueve con velocidad ¢/2 con re-
specto a la tierra. Sobre el mismo carro un atleta,
super—lenteja corre con una rapidez ¢/2 en el mismo
sentido que el movimiento del carro. ;Cudl es la ve-
locidad de este super atleta con respecto a la tierra?

Reemplazando en la formula anterior, tenemos:

(c/2+¢/2) 4dc
Vac=———75—"=—.
NG
4 c?
La velocidad resultante es menor que la velocidad de la luz. La suma de velocidades relativistas es

una expresion no—lineal, a diferencia del caso no-relativista.

V.9 Ejercicios Resueltos

El siguiente ejemplo ilustra lo que sucede con un objetos macroscopico que viaja con una velocidad
cercana a la de propagacion de la luz. También podemos considerar esta situacién como lo que
sucederia si la velocidad de la luz tuviera un valor mas pequefio y todo el resto de la fisica no
experimentara cambios.

Si un avién se acerca a una muralla ilumindndola con un foco, como se ilustra en la Figura,
la zona iluminada se acerca desde infinito hacia la muralla. Mostraremos en este ejemplo, que es
posible que el movimiento de la sombra proyectada por una muralla debido al foco en movimiento,
puede desplazarse desde la muralla hacia infinito, si el foco (o el avidn) se acerca a velocidades
muy cercanas (pero inferiores) a la velocidad de propagacion de la luz.

Ejemplo

Un avidn viaja en forma rectilinea a una velocidad wu,cercana a la velocidad de la luz y a una
altura  sobre el suelo. Una linterna, encendida al pasar el avion, emite un rayo de luz pasando
apenas sobre el muro.

Dos observadores A y B en reposo, descansan detrds del muro de altura h. B se ubica justo
detras del muro, mientras que A permanece a una distancia ¢ de B.

Al pasar sobre la muralla (punto D, en la figura) el avién enciende otra linterna que ilumina al
observador B. En este ejemplo, nos interesa solo estas dos linternas, la situada en el punto P y
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apuntando sobre el borde superior de la muralla y la situada en el punto D, justo sobre la muralla
y apuntando en forma vertical sobre B.

a) Encuentre el valor que debe tomar la velocidad u del avion de modo que el destello (foton)
emitido desde la linterna en P, al ser encendida por el paso del avidn, alcance al observador A
justo en el instante en que el fotoén, emitido desde la linterna situada en el punto D, alcanza al
observador B.

Hallar el rango de valores del angulo ¢ para el cual ocurre esta situacion.

b) Demuestre que si la velocidad del avién es mayor que el valor encontrado en la pregunta
anterior (pero siempre menor que la velocidad de la luz), entonces la oscuridad que hay en el lado
izquierdo del muro se propaga desde B, al lado de la muralla, hacia A. Justo lo opuesto a lo que
dicta el sentido comun.

Este es un ejercicio de cinemdtica no-relativista.

Figure V.36: Al pasar por los puntos P y D el avion enciende una linterna ubicada en cada uno de
dichos puntos y que apunta en la forma indicada.

Solucion

a) Para encontrar el valor buscado para u, calcularemos el tiempo que tarda el rayo de luz en
recorrer los dos caminos propuestos en el enunciado (ver Figura):

T(P—C—A) =T,

T(P—-D—C— B)=Tpg.

Calculemos 14.
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Como los triangulos rectangulos A CDP ~ A C'BA, entonces

- H _ H
de aqui se obtiene AP = - AC = - V2 + h2

AP H
AC R’
donde hemos usado C A = v/ h2 + ¢2.

Pero 7', es el tiempo que el fotén demora en recorrer la distancia PA, de modo que:

H 1
TA:EV h%+ (2. =, (V.13)

C

Para calcular la velocidad « de modo que el destello emitido en D llegue a B simultdneamente
con el fotén que salié desde Py alcanza A, debo considerar el tramo P D que recorrié el avion.

Tp=T(P—D)+T(D— C — B).

El tiempo que transcurri6 entre P — D es

PD
T(P—D)=—.
u
De la Figura se tiene: -
PD ¢
DC '
de modo que
l l
PD=—-DC=—(H-h), (V.14)
h h
de esta forma (- 1)
T(P — D) = —
(P — D) "
El tiempo de viaje del destello entre D y B es:
H
T(D — B)=—
c

de donde se puede obtener el tiempo que tarda el rayo en alcanzar el punto B, contando el instante
desde que el avion encendio la linterna en el punto P:

((H—h H

Si imponemos la condicion que A y B reciban los destellos simultineamente, se debe cumplir que
Ty = T'g, y de esta ecuacion obtenemos la condicién buscada:

CH=h) H_HVPTP
hu c ¢ h ’
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despejando u/c, obtenemos:

h (1—-=)
como 7 = tan ¢, entonces: v H . (V.15)
c
—t
{ 6 " 4
El dngulo ¢ debe cumplir la siguiente condicién:
U 1 — sen ¢ h
- <1 - — > (1 - =)
c cos ¢ ( H )

En el grafico que se acompafia se puede estimar el rango de valores posibles que puede tomar ¢.

u/c versus phi(en radianes), para h/H=0.5

1.2¢

1.1%
1

0.9t f

0.8+ i

0.7t f

0.6t ’f

0o , 06 o8 ¢

b) Es claro que si la velocidad del avién u aumenta, entonces el destello emitido en P, llega a A
después que el emitido desde C', puesto que el avidn viaja mds rdpido y el iempo Tpp se acorta.

Si el avion viaja con una velocidad u = u(¢) que se ajusta a la ecuacién V.15, la regién AB se
ilumina en forma instantanea.

Si

I
u H
1> - > (1_ senng)COSgb'

entonces la zona AB se ilumina desde B hacia A, siempre que no emita destellos cuando ¢ < 0, 6.
Para ¢ > 0.6 no se cumple que & < 1.
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Figure V.37:

Ejemplo
La Paradoja del Granero

Considere un atleta corriendo con una garrocha de largo propio 20 m. (La velocidad del atleta
V3e

con respecto al granero es de ). Este sostiene la garrocha de modo que se mantiene paralela a

la direccién de movimiento del atleta. En su carrera, el deportista pasa por un granero de longitud
propia = 10 m. ; Seria posible cerrar los dos extremos del cobertizo de manera que el atleta y la
garrocha queden atrapados en su interior?

Analice su respuesta desde el punto de vista del atleta y del observador en el interior del granero.
Solucion

Solucién:
Sea L, = longitud propia del granero, L, = 10 m.
L = longitud propia de la garrocha, L = 20 m.

1) Andlisis con respecto al atleta:

El atleta opina que L, sufre una contraccion puesto que ve aproximarse al granero con velocidad

73
(vV3¢)/2 luego LY = L,y 1— (;—2)2 = % = 2 = 5m y como la longitud de su garrocha es L
(largo propio) = para el atleta es imposible quedar atrapado en el interior del granero puesto que:

L>1L,/2

1) Andlisis con respecto al observador parado en el granero.
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El observador B considerado en reposo ahora, ve aproximarse al atleta con \/Tgc, por lo tanto, la

contraccion de la garrocha es:

\/_EC)Q L 20
LB =L 1_(2 =—_—=_—=1
2 5 5 0m

y como L, = 10m (largo propio del granero)entonces para observador B es perfectamente posible
que el atleta (A) quede atrapado en el granero, ya que:

L) = L, L) = long. medida por B de la garrocha de A

Alternativa # 2: Uso directo de las Transformaciones de Lorentz.

sea Az = 29 — 1
/ _ / /
Az = o, — 2}

donde 1 y 2 eventos que indican la entrada y salida del granero para andlisis (i) y el fin y
comienzo de la garrocha en andlisis (ii)

Las transformaciones de Lorentz son:

(x)Azx = ~(Ax + vAt')
(0x)At = (At + ZAx

i) ' desea medir la longitud del granero = At’ = 0 en (¥) = Az = yAx’

Ax = longitud granero medido pors
Az’ = longitud granero medido pors’

= Aa:’:LgA):%:%<L

= Para s’ es imposible quedar atrapado
i) Ahora

Ax = x9—1x; = largo garrocha con respecto s
Azx' =z, —a) = largo garrocha con respecto s’
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S desea medir la longitud de la garrocha = At =0

de(xx) = At = —%Ax
en(*x) = Ax=252%
LB =L_L_

= Para S es posible quedar atrapado

st sfe s s sfe sfe sk sk sk sk s ke ste st sfe sk s s sk sk skoskoskeokok

A
/

Ix"'.til illet
/ -

‘:-

~Hullet /
0¥ %
S,

V.9.1 ({ Qué es el tiempo?

El tiempo se define en forma tal que la descripcion del movimiento resulte simple [8]. De hecho,
uno de los logros de Galileo en 1583, fue el convertir un péndulo en una maquina confiable para
registrar el paso del tiempo. Otro de los aciertos de Galileo fue utilizar un reloj de agua para
tabular el tiempo durante la caida libre de los cuerpos. Este fue también el origen de la utilizacién
de planos inclinados y poleas, que surgieron como una forma de hacer la caida libre més lenta
y por tanto mas fécil de tabular. Es también, el origen de los ejercicios propuestos en los libros
introductorios de mecdnica.

Como lo sefiala Penrose [9], los griegos lograron un entendimiento aceptable de los fendmenos
estaticos, pero no asi de los dindmicos. Este hecho proviene, en parte, por la falta de una forma
adecuada de cuantificar el cambio de posicion de un objeto.

El niimero que se asocia a la duracién de un fenémeno es lo que designamos tiempo. Este
numero se obtiene contando la cantidad de ciclos de otro fenémeno que consideramos peridédico
hasta que no se demuestre lo contrario.
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Asi es que ya antes de la apariciéon de la relatividad especial no existia un tiempo absoluto.
El periodo del sol fue considerado por Aristételes como un buen reloj. De acuerdo a la fisica
Aristotélica la trayectoria del sol en el espacio estd descrita por una circunferencia perfecta, que
es el inico movimiento que no se frena (como un bloque en una mesa) o que no se acelera (como
es el movimiento natural, la caida de un objeto hacia el centro de la tierra). Ademas es eterno.
Era entonces un buen reloj. Ahora sabemos que el sol no gira entorno a la tierra y que ademas la
rotacion de la tierra sufre alteraciones [15] debido a diversos fendmenos fisicos. Si uno necesita
mejorar la precision debe comparar con otro fenémeno.

V.9.2 La medicion del tiempo
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Figure V.38: Este es un diagrama muy exagerado de la orbita de la Tierra alrededor del Sol. La
orbita de la Tierra es muy cercana a una circunferencia. Se encuentra mds cerca del Sol durante el
verano del hemisferio Sur.

En la antigiiedad, en una travesia maritima la latitud de un barco se puede medir comparando la
posicion del sol en el cenit (un dngulo) con la del lugar de origen u otro tomado como referencia
(otro dngulo). Sin embargo la longitud, en aquellos tiempos sélo podia medirse por el desfase de,
por ejemplo, el tiempo que marca un reloj al alcanzaer el cenit el sol con aquel que marcaba (en la
misma posicion del sol) en su punto de partida. En el barco un reloj era el unico medio por el cual
podia ubicar su longitud mar adentro.

En este contexto podemos mencionar a Hooke, quien alrededor del siglo XVII reemplazé el
reloj de péndulo que utilizaban los barcos por uno con un resorte helicoidal. De este modo se
aminoraba el efecto de los vaivenes del barco sobre el funcionamiento del reloj y la imprecision
en la determinacion de la longitud. Otro relojero John Harrison (1693—-1776) utilizé un resorte
bimetdlico para disminuir los efectos debido a los cambios de temperatura y logré construir un
reloj que sélo se atrasaba 54 segundos después de una travecis maritima da 184 diac 1191
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sses alcanzo el polo :ur del Sol, después de haber estudia-
do Jupiter. indico la NASA. Desde siempre, desde que
etudiamos el Sol y el sistema solar. nos quedamos alre-
dedor del ecuador del Sol. declard Willis Meeks, el direc-
tor del proyecto Ulysses. Por primera vez estamos a
grandes alturas sobre el polo y podzmw ver el Sol desde
una p ‘rmu del Uly-
sses sobre el polo sur del Sol comenzd el mingo y fina-
lizard en noviembre préximo.

Relojes se ajustan en un segundo
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a que la tierra describe una elipse alrededor del sol
y, por la conservacion del momento angular, hay
tramos en los cuales viaja mas ripido (ver Figura
V.38) y el dia solar, considerado como el intervalo
de tiempo que transcurre entre dos posiciones con-
secutivas del sol en el cenit de un mismo lugar, se
alarga en aproximadamente 4,7 segundos con re-
specto al dia promedio.

(Es posible detectar estos cambios?

En 1900 los relojes se ajustaban de acuerdo al
transito de las estrellas mas luminosas a través de
los meridianos de los observatorios terrestres. Esto
se define como un dia sideral.

En 1936 la construccion de relojes de péndulo era técnicamente tan sofisticada que en el insti-
tuto BIH (Bureau International de 1’Heure) se logrd alcanzar una precision suficiente para poder
comparar la duracion del dia en dos fechas diferentes y asegurar que el largo de un dia de Enero
de dicho afio excedi6 a uno de Julio en aproximadamente 2 milisegundos [15].

En 1955 la precision de los relojes atomicos permitian medir el tiempo con una exactitud de una
parte en 10! y su tamafio y peso permitian hacer comparaciones entre dos puntos separados.

En la décimotercera Conferencia General de Pesas y Medidas, se adopté una nueva definicion
de la unidad de medida del tiempo. Se reemplazé la definicion existente -basada en el movimiento
orbital de la Tierra alrededor del Sol, como se detalla en la siguiente seccion -,por la medida
atomica del tiempo. La nueva definicion es: El segundo se define de la siguiente forma : un dtomo
de Cesio 133, que al sufrir una transicion (hiperfina) entre dos estados posibles, emite una onda;
9.192.631.770 ciclos (oscilaciones) de esta onda, corresponden a un segundo [7]. Los diez digitos
que aparecen en la definicion fueron escogidos de manera que esta definicion coincidiera con la
del segundo efemérido.

Hoy, la precision y estabilidad de los relojes atémicos permite una exactitud en su medida de 2
partes en 10'*. Este niimero da una idea de la complejida tecnologia involucrada en el proceso de
medicion [16].

Escalas de tiempo

El tiempo solar medio es la escala de tiempo obtenida mediante dos posiciones sucesivas del Sol,
después de aplicar diversas correcciones para lograr una escala mas uniforme.

El tiempo universal UTO, es el tiempo solar medio referido al meridiano de Greenwich (Green-
wich Mean Time o GMT).

Pequeifias correcciones adicionales de la uniformidad del movimiento de la Tierra debido a fluc-
tuaciones en la direccion del eje polar y otros movimientos periddicos asociados a la atmdsfera,
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las corrientes ocednicas , ...etc. lleva a otras escalas ain mds uniformes: UT1 y UT2.

Numerosos laboratorios han cooperado para generar lo que se denomina el tiempo coordenado
universal (UTC), que es un promedio de las escalas de tiempo atdmico de cada uno de los labora-
torios.

Para mantener la equivalencia entre el UTC y el largo del dia, es necesario afiadir o quitar, en
forma ocasional, un segundo a la escala atomica. Este es el segundo bisiesto que se menciona en
el recorte de un periddico que se acompana. Esta armonia entre estas dos escalas es probable que
llegue a su fin. No es facil ajustar los relojes atomicos del GPS. Ademas, es interesante sefialar que
si se hubiese cambiado el 770 que aparece al final de la definicién del segundo atémico en base al
Cs, por 990, hubiese sido necesario ajustar estos relojes s6lo 3 veces en lugar de las 23 en que se
ha debido realizar desde 1967 [16].

Por un acuerdo internacional, la UTC es mantenida en coincidencia con la escala del navegante
UT1, dentro de un margen de 0.7 segundos.

V.10 El Sistema de Posicionamiento Global (GPS)

Resumen de un articulo de Neil Ashby, Universidad de Colorado.
El articulo aparece en hitp : //www.phys.lsu.edu/mog/mog9/node9.html

El Sistema de Posicionamiento Global (GPS) consiste de 24 satélites que orbitan la Tierra, V.40,
cada uno llevando un reloj atémico estable y de gran exactitud. Cuatro satélites estdn en cada
uno de los seis planos orbitales con una inclinacién de 55° con respecto al Ecuador de la Tierra.
El periodo orbital son 12 horas (siderales, tiempo medido con respecto a las estrellas fijas), asi
que la posicién aparente de un satélite con el escenario de las estrellas se repite cada 12 horas.
Transmisores activados por los relojes envian sefiales de tiempo sincrénicas, con la informacién
de la posicion y el tiempo de en que se envid la transmision. De esta forma el receptor en tierra
puede determinar su posicién y tiempo mediante la decodificacion del mensaje enviado por cuatro
satélites diferentes. FEl satélite también lleva detectores de rayos gamma. Los satélites pueden
determinar las coordenadas espacio tiempo de un evento nuclear midiendo los tiempos de arrivo
de la sefial y resolviendo de nuevo cuatro ecuaciones de propagacion simulténeas.

Sin considerar los aceleradores de alta energia, no
existe otro sistema de ingenieria en el cual la rela-
tividad general y la especial tengan una aplicacion.
El sistema de referencia inercial (fundamental en la
teoria de la relatividad especial) estd centrado en
la Tierra y lo denominaremos: sistema ECI (Earth
Centered Inertial ). La dilatacion del tiempo, el
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fendmeno de la relatividad especial, es significativa

para los relojes en movimiento tanto para los relojes
ubicados en los satélites como para los relojes en re-

poso en la Tierra. El principio de equivalencia (éste

es un efecto de la relatividad general) encuentra su
expresion en la presencia de varias fuentes de cor-
rimientos de las frecuencias de las sefiales debido al
campo gravitacional. También se generan corrim-
ientos en la frecuencia de la sefal de origen gravita-
cional, debido al potencial gravitacional de la Luna y el Sol, sin embargo éstos afectan en una
pocas partes en 10® y por tanto pueden ser despreciados.

El efecto Sagnac tiene una gran influencia en este sistema de medicion. Ya que la mayoria de los
usuarios de GPS estan en reposo (o casi) sobre la superficie de la Tierra, seria altamente deseable
sincronizar los relojes en un sistema de referencia que estuviera rotando fijo a la Tierra (un sistema
fijo Earth Fixed, Earth Center Frame o sistema ECEF). Sin embargo, debido a que la Tierra rota,
esta sincronizacion no es posible. Este es el efecto Sagnac. Es suficientemente importante en los
GPS para que deba ser considerado. Inconsistencias que ocurririan en procesos de sincronizacion
realizados en la superficie de la Tierra mediante rayos de luz, o con relojes portables que se muevan
lentamente, dependen del camino recorrido y pueden llegar a ser del orden de varias docenas de
nanosegundos, (una mil millonésima de segundo: 10~ segundos) demasiado grandes para ser
tolerados en el sistema del GPS. De esta forma el efecto Sagnac obliga a disefiar una convenciéon
diferente para la sincronizacién de los relojes. También, el campo de una seial en el ECEF no
es una linea recta. En el GPS, la sincronizacion es realizada en el sistema ECI; esto soluciona el
problema de la inconsistencia debido a la dependencia del camino.

Varias fuentes de efectos relativistas se introducen al determinar la unidad de tiempo, el segundo
SI (Sistema Internacional) estd definido por el Observatorio Naval de Estados Unidos (USNO).
Para un reloj que permanece fijo sobre la Tierra, la dilatacion del tiempo generada por el movimiento
de rotacion de la Tierra puede ser visto alternativamente como una contribucidn, en el sistema
ECEEF, al potencial efectivo gravitacional el cual incluye las contribuciones provenientes de la
no esfericidad de la Tierra. Relojes fijos a la Tierra ubicados en la misma superficie equipoten-
cial de este campo gravitacional, marcan el tiempo con la misma rapidez. Considerando tiempos
geoldgicos, la forma de la Tierra se ha distorsionado asi que se acerca a una de estas figuras
equipotenciales - la geodésica de la tierra al nivel promedio del mar. El segundo SI esta definido
por la rapidez de los relojes atdmicos ubicados sobre la geodesia. Esta rapidez esta determinada
con una suficiente exactitud, relativa a relojes en infinito, teniendo en consideracion tres efectos:

- la dilatacion del tiempo debido a la rotacion de la Tierra
- los cambios de frecuencia debido al monopolo gravitacional

- y al potencial cuadrupolar debido a la deformacién de la Tierra.

En relatividad general (GR), el tiempo coordenado se expresa en forma aproximada suponiendo
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un movimiento lento de la tierra y que el sistema solar es un campo gravitacional débil. El tiempo
propio transcurrido en un reloj que estd en movimiento depende de la posicién de los relojes y la
velocidad de los objetos masivos cercanos, y puede ser calculado si las velocidades y posiciones y
la masa de estos objetos son conocidos.

Los efectos relativistas en los relojes de los satélites pueden ser combinados de forma tal que
solo dos correcciones necesitan ser consideradas. Primera, el corrimiento, en promedio de la fre-
cuencia de los relojes en Orbita es corregido en frecuencia por algo asi como 446, 47 partes en
10'2. Esta es una combinacion de 5 fuentes distintas de efectos relativistas: corrimiento gravita-
cional de la frecuencia de los relojes en la Tierra debido al monopolo de la Tierra y a su momentum
cuadrupolar, corrimiento de la frecuencia de origen gravitacional del reloj del satélite, y corrim-
ientos del tipo del efecto Doppler de segundo orden debido al movimiento del satélite y los relojes
fijos en la Tierra.

Segundo, si la 6rbita es excéntrica, una correccion adicional aparece de las combinaciones del
campo gravitacional que varia y el corrimiento de la frecuencia debido al movimiento debido a
que las distancias del satélite con respecto a la Tierra cambia. Esta correccion es periddica y es
proporcional a la excentricidad de la orbita. Para una excentricidad de .01 la amplitud de este
término es del orden de 23 nanosegundos. Debido a una falta de computadores en los satélites en
los primero dias del GPS, se decidi6 que esta tltima correccidn era de responsabilidad del software
en los GPS de los recibidores (aquellos ubicados en la Tierra).

Para el lanzamiento del primer satélite NTS-2 (Junio de 1977), el cual transportaba el primer
reloj de cesio que se pondria en Orbita, habia algunos que dudaban que los efectos relativistas
fueran efectivos. Se construy6 un sintetizador de frecuencia en el sistema de relojeria del satélite
de forma que después del lanzamiento, si llegara a ocurrir que la rapidez del reloj en su Orbita
final era la que efectivamente predecia la relatividad general, entonces el sintetizador deberia ser
activado para poner al reloj coordenado con la rapidez necesaria para una operacion efectiva del
instrumento.

El reloj atémico funcioné por alrededor de 20 dias para poder medir su rapidez antes de iniciar
el sintetizador. La frecuencia medida durante esos 20 dias, fue de 442,5 partes en 102, més rapido
que los relojes en el piso; si esta sefial permaneciera sin corregirse habria resultado en errores en
los tiempos de alrededor de 38.000 nanosegundos por dia. La diferencia entre la prediccion de la
relatividad general acerca de la frecuencia y la observada en el satélite en 6rbita distaba solamente
en 3,97 partes en 10'? de lo que se observé. Un valor adecuado a la precision del reloj que estd en
orbita. Esto entonces dio una aproximacion al 1% considerando el movimiento combinado y los
corrimientos gravitacionales para un reloj que orbita alrededor de la tierra en un radio de 4,2 veces
el radios de la Tierra.

Varios efectos relativistas son demasiados pequenos para afectar el sistema a la precision actual
de este, pero pueden llegar a ser importantes a medida que el sistema es mejorado; estos incluyen
retardos del tiempo de origen gravitacional, cambio de la frecuencia de los relojes en satélites
debido al momentum cuadrupolar de la tierra y curvatura especial. Este sistema fue conseguido
inicialmente para algiin uso de navegacién militar teniendo acceso a transmisiones codificadas
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de los satélites las cuales no estan disponibles para los usuarios civiles. La incertidumbre en la
oposicion en tiempo real usando el cdédigo de posicionamiento preciso es ahora del orden de 2,4
metros. Promediando sobre el tiempo y sobre muchos satélites reduce esta incertidumbre al punto
donde algunos usuarios estdn actualmente interesados modelar muchos efectos hasta el nivel del
milimetro. Aun sin estos impetus, el GPS provee una fuente muy fértil para las aplicaciones del
concepto de relatividad.

Nuevas y sorprendentes aplicaciones de la determinacion de la posicion y en la transferencia del
tiempo basada en sistemas GPS estdn siendo continuamente inventadas. Aplicaciones civiles in-
cluye por ejemplo: registro del movimiento de los elefantes en Africa, estudio de los movimientos
de las placas, exploracién, mapeo, salvamentos en el océano abierto, bitdcora de vehiculos de flete,
falla en linea de alto poder y sincronizacién de los nodos telecomunicacionales.

Alrededor de 60 fabricas producen sobre 350
aparatos comerciales GPS. Millones de recibidores '
son hechos cada afio, el precio del receptor local o - A -
debe ser de alrededor de US$ 200. C I Q ,O

Ejemplo: Esquema del funcionamiento de un |
GPS A
Para formarse una idea del funcionamiento del GPS
(Global Positionning System), considere el sigu-
iente ejemplo simplificado.

Figure V.41:

Dos satélites, con sus respectivos relojes atomicos, viajan a una altura H sobre el nivel del
piso. Estos relojes estdn sincronizados en el sistema de referencia en que ambos estdn en reposo.
Su separacion, medida en este mismo sistema de referencia es L’. Estos satélites envian sefiales
periédicamente a Tierra. Esta sefial trae codificado el instante en que fue enviada, de acuerdo al
reloj de la nave y la posicion con respecto a la Tierra de dicho reloj. Si el observador en Tierra
recibe simultineamente una sefial de ambos satélites, se pide:

a.- Utilizando un diagrama de espacio - tiempo, muestre que el observador debe encontrarse
ubicado entre los dos satélites.

b.- De acuerdo al observador en Tierra, ;cudl de los satélites envio primero su sefial ?. ;Cual es
la diferencia At, que separa el envio de la sefial desde cada reloj?

c.- Después de recibir las dos sefiales ;Como calcula su posicion (coordenada x ) el observador
en tierra, con respecto a las posiciones de ambos satélites?

d.- Sien el espacio existen 24 satélites orbitando a 27.000 km de altura, mediante una estimacién
muestre que las correcciones relativistas calculadas aqui, son relevantes si queremos una
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precision de 2 a 5 metros.

a.- No seria posible recibir dos sefiales en forma simultdnea provenientes de cada uno de los
satélites si no estamos ubicados entre ellos dos (ver grafico).

b.- Dado que ambos relojes emiten la sefial simultdneamente en su sistema de referencia, ten-
emos que:

ty —th =A =0=7((tg — ta) — %(xg —x4)] = [At - %Am]. (V.16)

Por otra parte,

/

gy —ay =L = ~[(xp—x4)—v(tg —ta)]
B — s - e (V.17)

Tenemos dos ecuaciones para dos incégnitas At y Az. Despejando, obtenemos

De la ecuacién [V.16]

Al = = Az
c
De la ecuacion [V.10],
/
Ax = — +v- At
v
Reemplazando Az en la ecuacién anterior, tenemos
At L
Ar =S = — + vAt, obtenemos
v Y

L/
(? —v)At = L'\/1 -2/ = At = C—J

., /
También: Ax = &2,

(2

! /
Vemos que tp —t4 = Wc—g, tg =14+ %

De acuerdo al observador en Tierra, el reloj A disparé primero.

c.- Para calcular la coordenada = p del observador tenemos las siguientes ecuaciones

(.Tp—$3)2+H2 == CQ(tp—tB>2
(xp —xa)*+ H* = A(tp —ta)?,
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Estas dos ecuaciones indican que el evento A (y
B) estan en el cono de luz del evento P que corre-
sponde al instante en que el observador recibe los
pulsos de A y B. Note que estas ecuaciones’

Tenemos 6 incégnitas Tp,tp,rg,xa,tp,ta. Se
requieren 4 ecuaciones adicionales. Estas son:

xp—x4 = L,

tg—ta = 3L, Figure V.42:
rp = 0,
ta = 0.

En la dltima ecuaciéon t4 = 0, hemos fijado el
cero de los relojes tomando como referencia el in-
stante en que el satélite A emite el destello que alcanza mads tarde al observador P . En la pendltima
ecuacion instalamos el origen del sistema de coordenadas junto al observador P. Estas coorde-
nadas facilitan los célculos.

Con estas condiciones las ecuaciones quedan:
4+ H? = (ctp—~2LL')?
i+ H? = (ctp)?
rp = xa— L
La ecuacién para = 4 es
(L + wa)’ + H? = [ + H)Y? == LT
c
La ecuacion para tp es:
(ete)? = B2 4L+ H? = (ctp — 72 L')

Las dos soluciones que aparecen se deben a la ecuacién del como la luz que no distingue el
presente del pasado.

Como ejemplo, Ud., puede resolver el caso / = 0 y obtener

—ctp =4y (tp>0)

3no distinguen el presente del pasado, por tanto en algiin momento debemos escoger el signo correcto de la variable.
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V.11 Ejercicios Propuestos

1.— Un vagoén de tren se mueve sobre una via a velocidad constante v. A y B estan en los extremos
del vagén y los observadores C y D estan de pie junto a la via. Definimos el evento AC como
ocurrencia de A al pasar frente a C, y los otros similarmente.

(a) De los cuatro eventos BD, BC, AD, AC, ;cudles sirven para que los observadores que
estan sobre la via midan el paso de un reloj llevado por A?

(b) Sea At el intervalo de tiempo entre estos dos eventos para los observadores que estan a
un lado de la via. ;Qué intervalo de tiempo marca el reloj en movimiento?

(c) Supdngase que los eventos BC y AD son simultdneos en el sistema de referencia de la
via. ;Son simultdneos en el sistema de referencia del vagon?. Si no, ;cudl es primero?

2.— Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista para la linea
6563 Adel Hidrégeno H.,,, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una velocidad
relativa de 10~3c, 10~2¢c, y 10~ c. {Es una buena aproximacion el resultado a primer orden?

3.— Un aeroplano de 40 m de longitud en su sistema de reposo se mueve a velocidad uniforme
de 630 %, con respecto a la Tierra.

(a) (Qué fraccion de su longitud de reposo parecerd acortarse, con respecto a un observador
sobre la Tierra?

(b) (Cuanto tiempo tardard, segun los relojes en tierra, para que el reloj del aeroplano se
retrase un microsegundo? (Suponga que unicamente es valida la relatividad especial).

4.— El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que
gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. ;Cudnto pareceria acortarse el diametro de la
Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento orbital de aquella?

5.— Se mide la longitud de una nave espacial y se encuentra un valor exactamente igual a la mitad
de su longitud propia.

(a) (Cudl es la velocidad de la nave con respecto al sistema del observador? ;Cudl es la
dilatacion del tiempo unitario de la nave?

6.— Dos naves espaciales tienen una longitud de 100 m cada una, medidos en su sistema propio.
Se desplazan en sentidos opuestos, cruzandose en el vuelo. El astronauta que va en la nariz
de una nave, que la designamos por A, mide el tiempo que transcurre entre el paso de la nariz
y la cola de la otra nave (B) desde su puesto de observacion. Encuentra que este intervalo es
2,50 x 1079 segundos. A partir de este dato, encuentre:

(a) (Cudl es la velocidad relativa de las naves?
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Figure V.43:

(b) (Cual seria el intervalo medido en la primera nave (A), si ahora registrara el intervalo
que transcurre entre que la nariz de la nave (B) pasa frente a la nariz de (A) y la cola de (B)
pasa frente a la cola de (A)?

Acompaiie ambas respuestas con un gréfico espacio-tiempo.

7.— (a) Si la vida (propia) promedio de un mesén u es 2.3 x 107% segundos, ;qué distancia
promedio viajaria éste en el vacio antes de morir, de acuerdo con mediciones en diferentes
sistemas de referencia, donde su velocidad es de 0.00c, 0.60c¢, 0.90c¢, y0.99c¢ respectivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo meson mediria.

8.— A 200 km sobre el nivel del mar, una particula de rayo c6smico primario choca contra la
atmésfera de la Tierra; en esta colision de alta energia se produce un mesén 7, el cual
desciende verticalmente a una velocidad de 0.99c y, en su sistema propio, se desintegra
2.5 x 107 8seg después de producido. Segun se ve desde la Tierra, ;a qué altura sobre el
nivel del mar se desintegra el mesén?

9.— En la Figura, A y B son los puntos de interseccion del eje x (varilla estacionaria) con una
varilla inclinada (varilla en movimiento) en dos instantes diferentes. La varilla inclinada se
estd moviendo en la direccion +y (sin cambiar de inclinacion) a una velocidad v.

(a) Demuestre que el punto de interseccion de las varillas tiene una velocidad u = v cot 6
hacia la izquierda.

(b)Sead = 30° y wv= %c. Demuestre que, en este caso, u excede a ¢ y explique porqué
no existe ninguna contradiccion con la relatividad.
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B

10.— Un observador en un sistema inercial S informa que dos proyectiles se estan moviendo en
linea recta, paralelamente uno respecto del otro; el primero a una velocidad de 0,9 c y el
segundo a una velocidad de 0,7 c. Encuentre la velocidad de un proyectil con respecto al
otro.

11.— Un observador sobre la Tierra que llamamos A, manda una sefial con una linterna cada
seis minutos. Otro observador, B estd en una estacion espacial estacionaria con respecto
a la Tierra. Designamos con C a un astronauta que viaja en un cohete de A a B, con una
velocidad constante de 0,6 c, con respecto a A.

(a) (A qué intervalos recibe B las sefiales de A?
(b)¢ A qué intervalos recibe C las sefiales de A?

(c) (A qué intervalos recibe B los destellos de C?

12.— Considere la existencia de particulas que tienen vida finita y cuyo nimero en funcion del

tiempo esta dado por:

—t In2
N(t) = N, exp ne
T

Siendo N, el nimero de particulas que existen en t = 0 y es la llamada vida media de las
particulas, ya que en el tiempo ¢ = 7 el numero inicial se ha reducido a la mitad:

Los mesones 71 , por ejemplo, se producen en colisiones de alta energia entre una particula
de rayo césmico primario y la atmésfera terrestre. Su vida media propia es 7, = 2,6 x 1078
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s. Suponiendo que N, mesones 7" se han formado a la altura h de la tierra y que descienden
hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(i1) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que llegaria a la superficie terrestre si no se
hicieran correcciones relativistas.

13.— Dos misiles de igual largo propio pasan en sentido contrario a velocidades relativistas. El
observador O tiene un cafién en la cola de su nave apuntando en direccién perpendicular al
movimiento relativo.

Como indica la figura, O dispara cuando la punta A coincide con A’. En el sistema de ref-
erencia de O, el otro misil sufre una contracciéon de Lorentz. En consecuencia O sospecha
que su bala no dara en el blanco. Pero en el sistema de referencia de O’, es el misil O el que
aparece contraido y por lo tanto, cuando A y A’ coinciden el observador ve lo que aparece
en la tercera figura.

(a) Uno de los diagramas contiene un error. Descubralo.

(b) Usando las transformaciones de Lorentz descubra lo que realmente sucede en este en-
cuentro.

Nota: L = largo propio de los misiles. u = velocidad del misil O con respecto a O’.

14.— Se tiene una barra de largo L que se desplaza con velocidad v. En los extremos de esta barra
se ubican dos espejos como se muestra en la figura. Suponga que un fotén se encuentra
entre ellos. Sien ¢t = 0 el espejo de la izquierda coincide con el punto x = 0 y justo en ese
instante el foton estd siendo reflejado en ese mismo espejo, dibuje la trayectoria del fotén y
de la barra en un diagrama espacio-tiempo ¢ = 1.

Fotén rebotando en los espejos
et ' g

/
ﬁ’
donde L’ es la distancia propia con respecto a S’ y 7" es el tiempo que marca un reloj estatico
con respecto a .S’

15.— En el sistema S, un sujeto corre en la direccion del eje ¢’ con velocidad constante V' =
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A su vez, S’ se mueve con una velocidad U con respecto a otro sistema de referencia inercial

S.

a) De acuerdo a un observador en reposo en el sistema S, calcule las dos componentes de la
velocidad de este sujeto y a partir de este resultado encuentre la tangente del 4ngulo con que
éste se aproxima.

b) Suponga que en el sistema S’ hay una serie de interruptores separados por una distancia
propia L. A medida que el sujeto avanza los va encendiendo. Al ser activados, estos envian
un fotén (o un pulso de luz, si Ud. lo prefiere) que viaja directamente hacia S en la direccion
del eje x del sistema S.

Calcule la velocidad w, con que los detectores se encienden en el sistema S, a medida que
van recibiendo la sefial luminosa proveniente de S’. Suponga, si le ayuda utilizar este dato,
que inicialmente el sistema S’ se encontraba a una altura H sobre S. Recuerde que la dis-
tancias perpendiculares al movimiento relativo no sufren alteraciones.

S

Figure V.44: Ejercicio # 19

¢) Si el observadoren S, U = V cos 0, V = V sen 6, representan las componentes de
la velocidad V' con la cual se aproxima el sujeto, demuestre que la velocidad con que se
encienden los detectores en el sistema S es:

Vsen#
v 1_VCOS(9
c

d) Demuestre que si V' ~ c (es decir, 5 ~ 1) y el angulo # es muy pequefio, la velocidad
w, toma su maximo valor para 6 =2(1 —8) = (1+68)(1—8) = 6 =~ 1/~.

16.— Un observador en un sistema inercial .S informa que dos proyectiles se estin moviendo en

/AR

linea recta, en forma paralela y en el mismo sentido. Si denominamos uno de los proyectiles
por O; y le asociamos la velocidad V; = 0.9 ¢ y al otro, O la velocidad Vo, = 0.7 ¢:

EJERCICIOS PROPUESTOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Relatividad Especial 69

a) Encuentre la velocidad de O; con respecto a O.

b) Si los largos propios son L; y Lo respectivamente, cudl es el largo del cohete Lo, de
acuerdo a O;.

04
43
y———
4
/2

Figure V.45: Ejercicio # 20

17.— Una barra de largo L’ con respecto a su sistema en reposo, se aleja con una velocidad V/,
de un observador en reposo. Si desde cada uno de los extremos de la barra se envian dos
destellos en forma simultdnea con respecto al sistema fijo en la barra, calcule la diferencia
de tiempo At con la cual arriba cada uno de los destellos al observador S.

. s
At AN .~

heightheight >

Nota: El intervalo A ¢, no depende de la distancia a la cual se ubica la barra del origen de
S. Ud. puede posicionarla donde mds le acomode, respetando las condiciones impuestas en
el enunciado del problema.

18.— Dos cohetes que viajan en la misma direccidn pero en sentido opuesto, se cruzan, como se
sefiala en la Figura. En el sistema S, que corresponde a la Tierra, ambos cohetes tienen
rapidez u y largo ¢.
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1) Calcule el intervalo —medido por un observador en Tierra—, que transcurre entre el instante
que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que comienzan a separarse.

ii) Calcule el intervalo medido por un pasajero de uno de las naves —sistema S’—, entre el
instante que sus respectivas narices se cruzan y el instante en que las naves comienzan a
separarse.

19.— Una varilla de un metro de longitud en su sistema propio, se aproxima a un observador en

reposo con una velocidad % ¢, como se indica en la Figura.

a) ;Cudl es el largo de esta varilla en el sistema del observador?

b) Suponga ahora que la varilla esta inclinada en un angulo ¢’ = arcos(5/6), en el sistema de
referencia que viaja con la varilla. Calcule el angulo de inclinacion de la varilla medido en
el sistema de referencia del observador fijo en tierra.

c¢) Calcule el largo de la varilla en el sistema de referencia del observador en reposo, para
esta segunda configuracion.

20.— La estructura de la izquierda (remache) tiene una protuberancia de largo L que al insertarse

/AR

en el objeto con forma de U a la derecha alcanza justo a tocar el interruptor B ubicado al
fondo de la cavidad. Esto ocurre cuando ambos objetos estdn en reposo (primera figura). B
es un interruptor que, al ser tocado, gatilla la bomba de TNT sefialada. Note que la cabeza
del remache (por ejemplo el borde A) se apoya en los bordes del objeto en U al ser insertado.

i.- Suponga que el mismo remache se acerca con una rapidez V, con respecto a un ob-
servador en reposo en la estructura en U, como aparece en la figura. Explique cuan-
titativamente qué sucede con el extremo del remache cuando A toca el borde de U:

EJERCICIOS PROPUESTOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Relatividad Especial 71
también toca B, lo tocé antes, a qué distancia se encuentra segtin qué observador ; Ex-
plota la bomba? Debe acompafiar un gréifico espacio-tiempo de la situaciéon donde se
especifique qué midid y su valor.

i1.- Considere las mismas preguntas, pero ahora desde el punto de vista de un observador en
reposo con respecto al remache que ve acercarse al objeto en U. Siendo un observador
sistema inercial, opina que la estructura en U se acerca con rapidez V. ; Explota o no
la bomba, de acuerdo a este observador?

iii.- En definitiva, si la bomba explota NO puede depender del observador. ;, Cémo resuelve
Ud. esta paradoja?

iv.- En el caso i.- suponga que se conect6 un dispositivo al punto A del remache tal que si
A es presionado dispara un laser que corta el cable que une B con la bomba. En este
nuevo escenario:  Explota ésta o no?

i
A >

=

THT THT

L

-
L L

21.— El diagrama representa un policia midiendo la velocidad de un auto mediante el efecto
Doppler. Nos instalamos en el sistema de referencia de la autoridad. Del auto sélo in-
dicamos la flecha del tiempo para no complicar el dibujo. Se indica la trayectoria de dos
nodos separados por una longitud de onda (\) emitida por la pistola del policia y la recibida
después de reflejarse en el auto unos instantes mds tarde. (recuerde que los largos, como la
longitud de onda, se miden en intervalos tipo espacio).

i.- De la figura, demuestre (no sélo afirme, explique por qué) que:cAt = vAt + /\reﬂejado’

y que cAt = A\jjcidente — VAL, donde v es la velocidad del auto c/r al policia.

ii.- A partir del resultado anterior obtenga (f = frecuencia), freﬂejada = k fincidente » €ON

_ 14+V/e
k= 1-V/e:

iii.- Suponiendo que el cambio de frecuencia es pequeio debido a que V/c es muy pequeiio,
muestre que (Af/f) = 2V/c . Verifique cudn pequefio es si V=120 km/h.
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iv.- El radar de la policia de Santiago, opera con una frecuencia de 10.525 x 10 ciclos/s.
( Cudntos ciclos por segundo cambia el haz reflejado comparado con el incidente (o enviado)?

v.- (Qué resolucién debe tener la maquinita de la policia para poder distinguir entre un
automovilista que viaja a 120 km/h y otro, infractor, que guia a 121 km/h?

[ 7
automgvil /«
Pnhc[a //

v At ,o/ [

. 7
u, o~
v,

4/”

=,

",

™.
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