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Capitulo XIII

TORQUE Y MOMENTO ANGULAR

XIIIL.1. MOMENTO ANGULAR

XII1.1.1. Definicion

La definicién de momento angular es:

-

L=7FAP (XIIL.1)

Comenzamos con la definicién del producto vectorial aplicada al momento angular, uti-
lizando los vectores que la definen: 7'y P.

El médulo de L, esta dado por:

L = |7]|P|send. 0 * i }/;?

El sentido de L estd determina-

do por la regla de la mano de- ‘p'
recha, y puede entrar (= L = 5
L), o salir del plano determi- 0 ~ -

nado por 7'y p, (= L=LQ).
Recordemos que 0 es el &ngulo mds pequeto entre 7y p.
Momento angular de una particula rotando

Calculemos el valor del momento angular para el caso mas simple. Una particula de
masa M que gira describiendo una circunferencia de radio r. El momentum lineal es:
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p = mv, donde ¥ es tangente a la circunferencia y por lo tanto el 4ngulo que forma con el
radio es § = /2. El médulo de la velocidad tangencial es v = w .

Figura XIII.1: Momento angular de una particula moviéndose a lo largo de una circunfe-
rencia.

L = m]|F||v|send, con |[Fl=r y |U]=uv,

L = mrvg, donde v, =wr en una circunferencia (XTIIL.2)
L = mrwr

L = m-r* w. (XTIL3)

Esta tltima expresion representa el Momento Angular de una particula que describe una
6rbita circular. La velocidad angular w no debe ser necesariamente constante. La férmula
obtenida es general para el movimiento circular.

Momento angular de una barra rigida

(Cudl es el momento angular de una barra que gira en torno a un extremo?

Este es un ejemplo de un sélido con dimensiones finitas. Para encontrar el momento an-
gular de la barra, la descomponemos en una serie de trozos infinitesimales y calculamos
el momento angular de cada uno de ellos, considerados como una particula. Al sumar el
momento angular de cada uno de ellos obtenemos el momento angular de la barra.

La exactitud de este método depende del error incorporado en la aproximacién. Los
elementos infinitesimales son, al fin de cuentas, pequefias barras que nosotros hemos
confundido con una particula puntual. Mientras mas pequefio sea el largo de estas barras
infinitesimales y menor su ancho, mejor serd la exactitud de este método.
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Introduccién a la Mecanica 5

Figura XIIL.2: Descomposicién de una barra continua en elementos muy pequefios que
tinalmente, en el cdlculo, son considerdos como particulas puntuales.

El momento angular de este sistema de particulas es:

N
L=> " myr}w (XIIL.4)
n=1

wo :eslavelocidad angular de la barra. No es necesariamente constante.

r,  :indica la distancia que separa a la particula n—ésima del centro de giro.

m, :eslamasa dela particula n-ésima. La suponemos igual para cada uno
de los elementos en que se dividi6 la barra.

El procedimiento usado consistié en dividir la barra en elementos de largo A — todos
iguales—, tal como se indica en la Figura. El valor de r, lo elegimos de manera que identi-
fique el punto medio de cada uno de los elementos en que se dividi6 la barra. Este punto
medio es el centro de masa de la barra infinitesimal.

1 A
Ty = (n — 5) A= (2n— 1)5, n=1273.., (XIIL5)
m, = mp, lamasa eslamisma paracada uno de los trozos A,
w = wp, wnodependeden,

L = mouwo (inﬁ) = mowp (%)Qé(zn—w

n=1

A 2
L = ™o Wo <5>

Resumiendo, hemos considerado la barra rigida como un agregado de puntos materia-
les que en conjunto rotan con una velocidad angular w, constante, con respecto a uno de
sus extremos.

N

2(4712 —4n+1)

n=1

(XTIL6)
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Figura XIIL.3: Modelo usado para calcular el momento angular de una barra rigida. En
rigor, este modelo identifica la barra con un segmento de una linea recta: no consideramos
su ancho. Incluirlo complica el dlgebra y no agrega nada conceptualmente nuevo.

Definimos 7, = (n — 3) A para indicar el Centro de Masa de cada uno de los trozos
en que se dividio la varilla. De esta forma, para n = 1, el CM se ubica en A/2 y para la
n—ésima particula, tenemos (n A — A/2) = (n — 1/2)A.

Resumen de los resultados sobre series

En el parrafo que sigue, citamos los resultados acerca de series que son necesarios para
resolver este ejercicio.

al N(N +1)
S - MOED
2
n=1
N
St = %(QN (N £ 1).
n=1
Recordemos que:
N N N
> (Aan+Bb,) = A an)+B(> ba),
n=1 n=1 n=1

Con Ay B independientes de n. Los
otros coeficientes a,, y b, pueden de-
pender de n.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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XIII.1.2. Momento de inercia de una barra

Retornando a la sumatoria [XIIL.6]. Si desarrollamos cada uno de los términos incluidos
alli, obtenemos la siguiente expresion:

A2
L = WM)WQ—Z—

N N N
>t -3 ons Y.

n=1 n=1 n=1

el resultado de cada una de las sumatorias es:

N N(N +1 N
= mowy A? [€(2N+1)(N+1)—%+Z] :

y finalmente, ordenando la suma:

A? e NV D) NN]

:7MW{FN@N+DW+D 5+ (XIIL7)

El paso siguiente consiste en lograr que esta suma de pequefias barras se aproxime lo
mads posible a una barra continua. Para ello imponemos que N — oo, esta operacién
equivale a subdividir repetidamente cada trozo infinitesimal de la barra, es decir:

A—=0, N—=oo de forma que se cumpla

lim N-A = {, con{= largo delabarra. (XTIII.8)

Ademas: N lim [N-my] = M, masadelabarra. (XIIL.9)

Agrupando explicitamente en la sumatoria [XIII.7], cada uno de los productos: A - N 'y
m, - N, la expresiéon del Momento Angular L, toma la siguiente forma:

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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L = wo{é(moN)[zNA+A][NA+A]

—%AN[ANJrA]JrAN. AZ‘“}.
donde usamos: A?(2N +1)(N +1) = 2NA+ A)(NA + A).
Ahora si: A — 0, mo — 0, N — oo,

con A-N=1/, N-mog=M entonces tenemos:

L = w éM(2€+A)(£+A)—?£(€+A)+§Amo ,

M 2
L = 35 wo. (XIIL.10)

En la dltima igualdad, descartamos los términos que contenian como factores a A y m,,.
Esta determinacién se tomé porque ambos términos tienden a cero. Su efecto en la suma
se desvanece en este limite, frente a los otros términos que permanecen finitos.

El factor que acompafia a w, depende solamente de la geometria del cuerpo y de la
ubicacion relativa del eje de rotacién dentro del cuerpo. Este término tiene dimensiones
de masa multiplicado por largo al cuadrado. Recibe el nombre de momento de inercia y se
identifica con la letra I.

I = momento de inercia. Sus dimensiones son: [M] - [L]?
1 2
1 = M@, (XIIL.11)

este es el momento de inercia de una barra evaluado con respecto a uno de sus extremos.
La barra tiene largo ¢ y masa M.

La expresion genérica del momento de inercia I, de un objeto es:
I=kMI?

donde k es un ntiimero determinado por la geometria del cuerpo y la posi-
cion del eje con respecto al cual se calcula el momento de inercia /. M es la
masa del cuerpo y L, representa una longitud caracteristica del objeto.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 9

No existe un valor tnico de I asociado a un cuerpo, como se ilustra a continuacion.
Ejemplo

Calcular el valor del momento de inercia de una barra que rota con respecto a un eje
que pasa por su centro de masa.

El largo de la barra es ¢ y su masa M.

N
E TRHTZ.
n=1

Sabemos que es posible realizar esta
suma en cualquier orden sin alterar el
resultado. Entonces podemos consi-
derar este ejemplo como una suma de
dos barras independientes, cada una
de largo ¢/2 y masa M/2.

I

Esta es la féormula que se us6 anteriormente. Aqui r, sefiala cada uno de los trozos en
que se subdividi6 la barra. Como es una suma, podemos hacerla en la forma que més nos
convenga. Primero debemos sumar los términos hacia un lado de la barra y enseguida
el resto, esto es lo que hacemos en la primera linea de la ecuacién que sigue. Ya hemos
calculado anteriormente cada una de las sumas; su valor se inserta en la segunda de las
ecuaciones que se muestran a continuacion:

N/2 N/2
I = Zmnri—%kark,
n=1 k=1
;o LMY (0N LMY e
3\ 2 2 3\ 2 2/
1 1
= — M+ — M2
24 DY ’
1
I = EMe?. (XII1.12)

Este es el valor del momento de inercia de una barra que gira con respecto a su punto
medio. Como se aprecia, siempre tiene un valor proporcional a M - (2. El factor numérico
que lo multiplica depende de la posicién relativa del eje de giro en el cuerpo.

Ejemplo

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Calcule el valor del momento de inercia de la misma barra anterior, pero ahora tomando
como referencia un eje perpendicular al plano del papel, ubicado a una distancia £ de su
extremo.

Respuesta:
I = Isc+ 11,

4 4

1 3M . 3L 1 M. L
] (T N2 (7 )2
I = lML2 O

48
Resumen:

La expresion para el momento de inercia I, se obtuvo a partir del mo-
mento angular de una particula que gira en un plano describiendo una
circunferencia.

El momento angular de un cuerpo en torno a un eje fijo es:
N

L=) #Ap=I3, (XIIL.13)
=1

donde el & apunta en la direccién perpendicular al plano y cuyo sentido
queda determinado por la regla de la mano derecha. Coincide, ademés,
con el sentido determinado a partir del producto vectorial 7 A p.

N
I = Z m,re = / dmr?. (XII1.14)
n=1

I es una cantidad que depende de la ubicacién del eje de rotacion y de la

geometria del objeto.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 11

Si el cuerpo es un sélido
rigido y rota con veloci-
dad angular w alrededor
de un eje, podemos escribir
entonces:

N
2
L = g m;r; wy = 1 w.

1=1

XIII.1.3. Torque y aceleracién angular. Rotacién con respecto a un eje
fijo

Si el eje de rotacién mantiene fija su orientacion y el cuerpo no se deforma o cambia la
posicion relativa de sus componentes; la variaciéon del momento angular en el tiempo se
obtiene de la siguiente forma:

dL w1 (w(t+At)—w(t)))

dt At—0 At
donde I = constante, por ser un sélido rigido.
7 lm (w(t + At) — w(t)) ’
At—0 At
dL

i I, dondea es la aceleraciéon angular.

Para incorporar el torque en la dltima ecuacién, utilicemos la definicién del momento
angular: L = 7 A p'y derivémosla con respecto al tiempo para conectarla con la expresién
anterior.

Comencemos enfatizando dos puntos: primero, realizaremos este calculo para una particu-
la y posteriormente, generalizaremos al cuerpo entero, sumando sobre cada una de ellas.
Segundo: en un sélido rigido, todas las particulas tienen la misma velocidad y aceleracion angular,
w'y o, respectivamente.

Por definicién:

dL . (Ft+ A AF(E+ At) — 7(t) A ()
— = lim
dt At—0 At

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Debemos aplicar la condicién de Leibnitz —que caracteriza a toda operacién que se de-
nomine derivada-, a esta tltima expresion. Esta condicion afirma que:

I A(t+ At) - B(t+ At) — A(t)B(t)
Aglo{ At }

) [B(tJrAAti—B(t)} .
o [AEE2=0]

Entonces, en el caso del momento angular L,

AL [ (A~ () .
Am AT T LIEEO( Al APt
[+ AL — ()
710 A g, [FESGR0)

el primer término es cero, puesto que p’ = m ¥, y por lo tanto es paralelo a v. Finalmente,
obtenemos:

—

dL ~
E — ’F/\ Fexternas — 7_') (XIII].S)

Resumen:

Hemos resumido el cdlculo, por ejemplo, falta la sumatoria de esta ex-
presién con respecto a cada una de las particulas: es decir, en 7 A p, deberia
aparecer » . 7; A p;. También falt6 analizar el efecto de las fuerzas internas
y estudiar como se cancelan los torques generados por estas fuerzas, por
efecto del principio de accién y reaccion.

El resultado final es el exhibido en la ecuacién [XIIL.15], donde L repre-
senta el momento angular del cuerpo rigido y 7 el torque externo que actta
sobre el sistema.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Las expresiones obtenidas a partir de la definicién del momento angular
L y de su derivada son:

dL
= =7 XIII.16
= = 7 (XILL16)
AL = At7 (XI11.17)
Para un cuerpo rigido:
T = la. (XIIL.18)

Si Z 7=0,= AL = 0= L = constante. (XIII.19)

le

Figura XIIL.4: Barra rotulada en A y sostenida por un hilo desde el extremo opuesto. Al
cortarse repentinamente la cuerda, la reaccién en el punto A disminuye, como se demues-
tra en el Ejemplo siguiente.

Ejemplo

Una barra de masa M, largo L y momento de inercia I4 con respecto al punto A, (I, =
3 M L?), esta sostenida por un hilo en el punto B y puede girar alrededor de un pivote en
el otro extremo. Repentinamente el hilo se corta.

a) Calcular las reacciones en el punto A y la tensioén de la cuerda en B, antes de cortarse
el hilo.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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b) Calcular la reaccion R en A y la aceleracién angular o inmediatamente después del
corte de la cuerda.

Respuesta:

a) No existen fuerzas horizontales, entonces sélo existen componentes verticales, y al
aplicar las leyes correspondientes a la estatica, se obtiene:
RA = TB =1 Mg

2

t+) o)

C.M.

1 ' R Mg

Figura XIIL5: Diagrama de cuerpo libre para el caso estatico, antes de romper la cuerda
(izquierda) y justo después que se corta.

b) Note que se piden estos valores exactamente después del corte de la cuerda, puesto
que en un instante posterior el problema se complica, porque el torque va a depender del
valor del dngulo que la barra forme con la horizontal.

Aplicando la segunda ley de Newton en el centro de masa de la barra, tenemos:

1) R— Mg = M acu,

y calculando el torque con respecto al extremo fijo A,

Z 74 = la, yreemplazando la expresion del torque,

2) Mg-

L
EZIOA

Existe una relacién geométrica entre la aceleracion angular y la aceleracién del centro
de masa, cuando la barra comienza a girar con respecto al punto A:

L
3) aCM:a'§~

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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]';’{2 . sz

oL a
o Mg

wW=0ent=0"

Figura XIII.6: Diagrama de cuerpo libre de la barra justo en el instante en que se cort6 el
hilo. Se ilustra también la relacién entre la velocidad angular y la velocidad lineal del
centro de masa.

Ahora ya tenemos suficientes ecuaciones para resolver este problema. Despejando o de
la ecuacién 3) obtenemos:

1 1
ZMﬂP:LmM=§ML%mM,<kdmﬁe

3 1
_2 — - MagDO
acm =79y R 1My

Es interesante hacer notar que el extremo de la barra tiene una aceleracién de:

CLB:OJL:CLC]M%L:;g.

Podemos hacer un experimento para saber si este resultado es correcto: colocar una bolita
en el extremo de una barra, similar a la del ejemplo reciente pero que haga un cierto
angulo sobre la horizontal. Si repentinamente soltamos la barra, la bolita experimenta
una aceleracién igual a g, por lo tanto debe caer méas lentamente que el extremo de la
barra y ademas verticalmente, con lo cual alcanzara un punto més al interior de la barra.
Se puede hacer, en ese punto, una concavidad para que la bolita se instale alli al final de
su caida y, con esto, verificar los resultados obtenidos aqui .

Ejemplo

¢Qué sucede si la barra forma un dngulo 6 con respecto a la horizontal? ;Cual es el
valor de la aceleraciéon en el extremo de la barra?

Todo es similar al ejemplo anterior,
excepto que:

FAG = rgsen(+7/2), e =

= rgcosf Q. e

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Las ecuaciones de Newton, el torque y la relacién entre la aceleraciéon angular y lineal,
para el caso en que el hilo se acaba de cortar, se escriben a continuacioén:

1) Macy cos® =—R,+ My,
2) Macysent =R,
3) Mgktcost =Ia Q,

4) acm =«

Donde T es la fuerza tangencial que ejerce el piso sobre la barra. R es la reaccién normal
del piso.

Despejando la velocidad angular en funcién de la velocidad del CM de la ecuacién 4) y
reemplazdndola en la ecuacion 3), obtenemos:

Mgcos0L* 3

acy = = —g cos 0,
1
3 ML 4

esta es la aceleracién del CM. En el extremo de la barra se cumple:

= - 6.
a =7 g cos

2
Si cos 0 > 3 = ap > ¢, en el instante en que se corta el hilo de la barra.
Ejercicio

Calcular la posicion de la cavidad de manera que la bolita al caer, desde un extremo de
la barra, se ubique en el receptaculo.O

Ejemplo
Demuestre que al calcular el torque con respecto a un extremo de la barra y concentrar
todo el peso en el CM, como se hizo en el ejemplo anterior, se obtiene el mismo resultado

que al evaluar el torque generado por el peso de cada elemento infinitesimal de barra con
respecto al mismo punto.

En la ecuacién 3) del dltimo ejemplo, usamos el peso del cuerpo M g como la fuerza que
gener¢ el torque, sin embargo en rigor deberfamos usar la suma de los pesos de cada una

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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de las partes infinitesimales de la barra por su respectivo brazo, para calcular el torque
total.

No lo hicimos porque el resultado es
el mismo, es equivalente a considerar
el peso de la barra concentrado en el

[F=11

CM. A continuacién demostramos es- L K= ML
te resultado. A es el largo de cada seg- e R S—
mento de barra, p es la densidad li- — no—*

neal, M la masa total y L el largo de la l 5

barra. El vector unitario j se indica en

la Figura.

Note que la barra permanece horizontal, de modo que:

i A (g)) =r;g, puestoque senf =1.

N N
7 = Zﬁ/\ﬁ}zﬂAZﬁ/\(Qﬁa
i=1 i=1
N 1 N 1
7 = plyg Z(n+§) A=ngd Z(H?) ’

n=1 n=1

= pgA*{3N*+ LN+ N},

— ug{L(NA)+(NA)- A},
Tomando el limite A — 0, N — oo, tal que N - A = L, obtenemos:

1
T o= pggli g LA,
———

7= (uh)g5=5MgL Q.
Con este calculo verificamos que, concentrar la masa total del cuerpo en el CM, y calcular
el torque sumando el efecto de cada uno de sus elementos, son métodos equivalentes.

Ejemplo

Calcular el momento angular con respecto a un punto P, para una barra que se traslada
(sin rotar) con velocidad V' en un plano, como se indica en la Figura.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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N N
E:ZﬁAéz(Zﬁ) A P,

i=1

ya que p; = p; = p debido a que la
barra experimenta solo traslacion.

> =Y (Fem +nAj) = Nicy+0.

Donde > (n A) j = 0, puesto que —por
simetria— existe el mismo ntimero de
segmentos de largo A sobre el CM,
que bajo él.

p = my,v, Nm,= M.

]
I

For A (M 7).

Ejemplo

Una barra de largo L y masa M descansa sobre una mesa horizontal pulida (con roce
despreciable). Una masa M que tiene una velocidad vy y que esta dirigida perpendicular-
mente contra la barra (ver Figura) choca con el extremo y se queda pegada a ella.

a) ¢(Cuadl es la posicién del CM del sis-
tema cuando la masa se encuentra a
una distancia a de la barra?

b) ;Cual es el valor de la velocidad del
CM, antes y después del choque?

c) Calcule la velocidad angular w, del =
sistema barra—masa con respecto al I -
CM, antes y después del choque.

Solucién:

a) Por simetria, el CM de la barra homogénea se ubica en su punto medio. Para determi-
nar el CM del sistema barra—masa, lo descomponemos en dos masas puntuales, una que
representa a la barra ubicada en su punto medio y la otra la masa M. E1 CM del sistema
se localiza en el punto medio de la linea que los une.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Ubicamos el origen del sistema de
coordenadas en el extremo de la ba-
rra, en el lugar exacto donde ocu-
rrird el choque (ver Figura).

En un cierto instante, la masa M se
ubica en z = —a, entonces, usando la
expresion para calcular el CM, obte-
nemos para el sistema barra-masa:

|

l
(—a)M +0-M a .: '

X = = ——

CM IM 27 M

0-M+gM L
Yom = Wi =1

b) Como ﬁm = (0 en el plano de la mesa, entonces:
APy = At [Zﬁm} —0=
Vemlantes = Voum |de5puéS'

MUO—f—M'O 1

Vewml: = o 3% Vewly = 0.
Donde hemos usado [??]: Ver = 2 o
>om

¢) Como la masa M no choca con el centro de masa de la barra, después del choque,
el conjunto experimenta un movimiento de traslacién y rotacién simultdneos. E1 CM del
sistema 1o sufre cambios debido al choque, puesto que las fuerzas que ocurren en ese
instante, son internas y no afectan la dindmica del conjunto barra-masa. Como no hay
fuerzas externas en el plano de la mesa, la velocidad del centro de masa permanece constante e
igual a Vi /2.

Parece razonable reubicar el origen del sistema de referencia en el centro de masa. En
esta nueva ubicacion, la barra junto con la masa M en su extremo, no se desplaza y sélo
gira en torno al nuevo origen de coordenadas. Més atin, como el torque externo al sistema
barra-masa es nulo, el momentum angular, L,, permanecerd constante.

7=0 = L= constante,

es decir:  Lyntes del choque — Ldespués del choque-

Universidad de Chile Departamento de Fisica



20 version de 4 de noviembre de 2014

Comencemos estudiando el movimiento del conjunto barra-masa, desde el sistema ubi-
cado fijo al centro de masa.

’ “
<
v =(} 4 B
4
4,
i IL./4
Yy CM kpe
s "-—
\?0 # 4—
e p & &« p B
g vo/2

Figura XIIL.7: El choque visto por un observador ubicado en la mesa (sistema de Labora-
torio) y otro observador que se mueve con el centro de masa del conjunto barra—masa.

Calculemos las velocidades relativas. De acuerdo a la férmula obtenida en el Capitulo
I

Vbarra/ CM — vbarra /Lab T VLab /CM — Vbarra/ Lab — VCM/ Lab:

reemplazando los valores correspondientes:

Vo Vo

Vbarra /CM — 0— o T T

o . W

Vmasa / CM = Vmasa/Lab — VCM/Lab = V0 — 9 T 9
Ambas velocidades s6lo tienen componentes en el eje—x.

Para calcular la velocidad angular después del choque, necesitamos conocer el valor del
momento angular del sistema antes que éste ocurra. Este valor es la suma del momento
angular de la barra mads la contribucién de la masa M. Si tomamos como origen el CM,
entonces (ver ejercicio previo):

H MLV,
Lbarra/cM = Tom AP'=——, (XIIL.20)
V, L
Linasa/cm = M 51 Y el momento angular totales,  (XIIL.21)
1
Lantes del choque = 1 LMV (XII1.22)
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v./2
1t

Fy's
—
~
e,

CM.del, -~
sistema

farrpese

Figura XIII.8: Campo de velocidades de la barra. La barra no tiene velocidad angular,
todos sus puntos tienen la misma velocidad, en consecuencia, podemos usar el resultado
obtenido en un ejercicio anterior para el calculo del momento angular.

| N~

Figura XIIL.9: Movimiento del conjunto barra-masa después del choque. E1 CM se mueve
con velocidad constante, por lo tanto las cruces —que ubican el CM- deben estar en una
linea horizontal e igualmente espaciadas, si los intervalos de tiempo considerados entre
cada posicion, son iguales.

Después de ocurrido el choque, el momento angular del conjunto permanece constante
y el conjunto barra—masa gira como un todo, lo que facilita el calculo del momento angular
total:

Ldespués del choque — Lparra/CM T L'masa/CM:

Lparra/cm = L wo, (puesto que s6lo existe rotacion, con respecto al CM).

I = Momento de Inercia de una barra rotando con respecto al centro de masa del con-
junto barra-masa.

El valor del momento de inercia de la barra rotando con respecto al punto que se indica
en la Figura ya se calcul6 en un ejemplo anterior, el valor obtenido fue:
7

I=—MI>
48
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7 ) L\? 5 )
Ldespuésdelchoque = 4_8ML wo + M (Z) Wo ZﬂML Wo,

_— —

Tw Mr? w
0 M Wo

pero, Lantes = Ldespués: de aqui obtenemos la ecuacién que nos permite calcular wy:

MV, L D . g .
1 = 51 (wo L) ML, simplificando, se tiene:
5 6 Vo
0 = gwl) = w=77

Comentarios

Este es un problema largo y conviene resumir sus puntos mas importantes.

e El conjunto estudiado consiste en la barra y la masa puntual. Sobre este sistema 10
existen fuerzas externas en el plano de la mesa, por lo tanto el momentum lineal y el
momento angular se conservan:

AP, sistema — 0,
A Lsistema =0.

Cualquier cambio de velocidades entre estas dos componentes se debe a la accién de las
fuerzas internas.

e Como no hay fuerzas externas el centro de masa se mueve con velocidad constante, por
lo tanto conviene ubicar el sistema de referencia fijo a dicho punto. Las leyes de Newton
son validas alli, puesto que es un sistema inercial.

e Al considerar el momento angular antes del choque, la barra se toma como un punto
de masa M y velocidad (V;/2) porque se traslada paralelamente a si misma.

e Como las masas de ambos cuerpos son iguales a M, no tenemos oportunidad de
considerar los casos extremos en que la particula tiene una masa m muy pequefia o muy
grande comparada con la masa M de la barra.

Ejercicio

Repita estos cédlculos utilizando una masa m # M para la particula puntual. Verifique
que estos resultados coinciden con los obtenidos anteriormente, cuando se impone que

ambas masas sean iguales.
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XIII.2. TEOREMA DE STEINER

XIII.2.1. Momento de inercia

Existen muchos ejemplos interesantes en los cuales el eje de rotacién no pasa por el
centro de masa.

A continuacién expresamos el momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje
tijo, perpendicular al plano de movimiento y que lo atraviesa por un punto arbitrario.

El valor del momento de inercia con respecto a este nuevo eje es igual a la suma del
momento de inercia del cuerpo con respecto al centro de masa y el valor del momento de
inercia del centro de masa —considerado como una particula— con respecto al nuevo eje.

La tnica operaciéon que debemos realizar es descomponer el vector posicion de cada
una de las particulas 7;, como la suma de un vector que va desde el eje al centro de masa

Rear y otro que apunta desde el CM al punto i—ésimo, 7.

[0 = Z m; (fi)2, fl = E+ 7:;

=1

Utilizaremos ﬁic M= 1?2, en los siguientes desarrollos, en el resultado final incluiremos
nuevamente el sub—indice CM.

(£,)? = (R+7)%

(#)? = R*+42R-7 +72,

I = Y omi[B+2R w477,

i=1

S m;7 = 0, entonces:

N
I, = MR%y,+Y mil

=1

Identiticando los términos correspondientes, se obtiene:

[0 — [C'M + ]c/rC'M
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XIIL.2.2. Momento angular

Una situacion andloga se produce en el caso del momento angular. La misma separa-
cién de coordenadas anterior, es valida aqui. El detalle de los calculos es el siguiente:

L=Y" 3 Ap = SN & A (),
= T, {(Beas +7) A (mi) }

= Rea A [Ty miw| + S A (i),

como, Zfil m; U; = M VC M, yademads, U; = VCM + 4;, reemplazando
se obtiene:
E = ECM A\ (M VCM) + (Zi\il m; 7_’;) A\ VCM+

+N A ().

z . N — e ez .
En este calculo hemos usado laigualdad: ) ;" , m; 7; = 0, y la composicién de velocidades:
U; = Veou+u;, obtenida derivando con respecto al tiempo, el vector posicion: #; = Rop+7;.

El momento angular con respecto al punto O se descompone en la suma de dos térmi-
nos: el momento angular del cuerpo con respecto al centro de masa y el momento angular

del objeto —concentrado en su centro de masa—, con respecto al punto O:
Lo= Loy + RN MUayy.

La variacién del momento angular con respecto al tiempo estéd re-
lacionada con el torque a través de la ecuacion:

=1

Ejemplo
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Una barra de masa despreciable (m =
0) y largo ¢, sostiene en su extremo un
disco —de masa M y radio a— median-
te un eje sin friccién. Si a medida que
la barra gira, el disco permanece para-
lelo a si mismo, calcular el momento
angular con respecto al eje de giro de
la barra.

El momento angular es:
Lo:LC’M + R A MﬁCM
Como el disco no gira con respecto a su centro de masa, EC v = 0. El momento angular

se reduce al de una masa M ubicada en el extremo de la barra, que rota con la velocidad
angular de la barra w,:

I=M??  L,=M~Puw,
Ejemplo

Para evitar que el disco se traslade paralelamente a simismo, como sucede en el caso
anterior, lo fijamos a la barra. Ahora el disco gira unido a la barra y su centro de masa
describe una circunferencia.

Calcule el momento angular del conjunto.

La expresion del momento an-
gular es:

Soldadura
Lo=Lom + Loy oM

Lc/rcm es el momento angular

del disco con respecto a su cen- w
tro. Su velocidad angular es la
misma de la barra. Su valor es:

1
Lc/r CM — IC/rCMWO ~3 M R® w,,

donde w, es la velocidad angular de la barra. [M R?]/2, es el valor del momento de inercia
del disco con respecto a su centro.

Por otra parte:

1
Lev=MCw, = L,= {M€2+§MR2} Wo.O
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Supongamos que en este caso ¢ = R, entonces L, = [3 M R?|/2w,. Esto es equivalente a
que el disco gire en torno a un eje situado en el borde, por lo tanto, el valor del momento
de inercia de un disco con respecto a un borde es:

3 2
Ic/r al borde — EMR :

Ejemplo

Calcular la aceleraciéon de un cilindro que rueda sin resbalar sobre un plano inclinado.
Este plano forma un dngulo ¢ con la horizontal. El valor del coeficiente de roce entre el
cilindro y el plano es fiegtatico-

.DM

Mg

Figura XIII.10: Diagrama de cuerpo libre de un cilindro que cae por un plano inclinado
con roce.

Lo primero que debemos hacer es elegir un sistema de referencia adecuado que facilite
los calculos. Una de las posibilidades es ubicarlo en el punto P de la Figura, de modo que
la ecuacion del torque sea simple. Esta no es la tinica alternativa, como ilustraremos al
final de este ejemplo.

De acuerdo a la ley de composiciéon del momento angular, tenemos:

Lp = Loy + Lejrom-

Ly es nulo: 1a velocidad del centro de masa es colineal con el vector que une este punto
con P. De esta forma:

M R?
2
donde w es la velocidad angular del cilindro. A medida que se desplaza por el plano

inclinado, su velocidad angular aumentara, de modo que w = w(?).

LP = LC/TCM = w,

Por otra parte, la expresion para el torque es:

dLp d{MR2 }
= w .

At dt

T= 2
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La tnica fuerza que genera un torque con respecto al punto P es el roce. La fuerza normal
al plano NV, se cancela con la proyeccién del peso del cilindro: M g cos 6 (ver Figura).

Las ecuaciones de Newton y la del torque son entonces:

2V

dw ’
1) Froce = lcm @ —=a,

dt
2) Mgsen& — Froce = MCLCM.

QT T
3) N —Mgcosf =0. Centro instantdneo
de Rotacion

La condicién geométrica de resbalar sin rodar indica que instantineamente el cilindro
estd rotando con respecto al punto de contacto entre el cilindro y el plano. La veloci-
dad del centro del disco es: Rw = vea. La velocidad relativa entre el punto del cilindro
en contacto con el piso y el piso mismo es nula en ese instante (ver Figura). Las acelera-
ciones estan relacionadas por:

Ra= acm-

Tenemos cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas: o, N, Froce Y acn- Despejando acy,

obtenemos: ) / )
aCM:% oz:g%sen@.
El valor de N se obtiene directamente de la ecuacién 3), y
sen 0
Froce = —Mg 5

Note que si el cilindro rueda sin resbalar, debe cumplirse que la fuerza de roce, sea menor
o igual al valor maximo F,, que de acuerdo a la definicién empirica dada
es I

dxima de roce’
méxima de roce — H estética F normal*

De esta forma, para que el cilindro no resbale a medida que baja, debe cumplirse que:

sen
Froce = Mg

< ltestatica Fnormal = Hestatica M g cos 0.

De aqui obtenemos la condicién para que el cilindro no resbale:

tan 60
3 < Hestatica-
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Es decir, si incrementamos lentamente el angulo 0, el cilindro comenzara a resbalar sobre
el plano, cuando se cumpla que: tan § > 3 . El factor 1/3, depende de la geometria del
cuerpo. O

Ejercicio

Continuando con este ejemplo, elija ahora un sistema de referencia apoyado en el plano,
es decir con el punto P, origen del sistema de coordenadas, descansando en el vértice
inferior del plano inclinado. Demuestre que el momento angular con respecto al punto P
es:

3 2
LOZLC/I.CM—I—LCM = §MR w.

Comente este resultado teniendo presente el valor del momento de inercia con respecto a
un borde del disco, encontrado anteriormente. O

XIIIL.3. ENERGIA CINETICA DE ROTACION

Calculemos la energia cinética, K, de un anillo rotando con respecto a un eje perpendi-
cular a su plano, que pasa por el centro de masa. Este puede ser el modelo de una rueda
de bicicleta, si despreciamos la masa de los rayos que unen el aro al eje central.

La velocidad tangencial de una particula
en el borde es, V=30dA ﬁ, donde F es el
vector que apunta a dicha particula y ¢,
la velocidad angular del anillo.

Como &, es perpendicular a R, para cual-
quier punto del aro, entonces: & A R =
(wR)t, donde #, es un vector unitario
tangente al anillo. La energia cinética de
un elemento de arco es:

1 - 1
KZ:§le2: §miR?w2,

donde m, es la masa de un elemento de arco del aro, y V = Rw, su velocidad tangencial.

Sumando sobre todas las particulas del aro, obtenemos su energia cinética:
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2 1 2,2
m; V :Z§miRiw
i=1

DO | —

i=1 i=1

K:lg

=1

1 1
=3 Tw? = = M R*W (XII1.23)

i 2

DN | —

Este mismo método puede generalizarse al caso de un objeto bidimensional girando alre-
dedor de un eje perpendicular a él, 0 a una figura que gira en torno a un eje que coincide
con uno de sus ejes de simetria.

La expresion general para la energia cinética de un cuerpo,
cuyo momento de inercia con respecto a un eje de simetria es
I, en torno al cual se encuentra girando, es:

K= % Iw? (XIIL.24)

Esta expresion también es valida para un objeto plano, cual-
quiera sea su forma.

Un ejemplo que se repite a menudo, es el de un cuerpo rodando sin resbalar sobre otro.
En estos casos, la fuerza de roce no realiza trabajo, porque no hay desplazamiento relativo
entre los dos puntos en contacto de los cuerpos. Por tanto, la energia se conserva.

Por ejemplo, si hacemos rodar un cilindro en un plano rugoso, de manera que no res-
bale sobre él, en teoria —dada una velocidad inicial- el cilindro permanece eternamente
rodando. En la practica sabemos que esto no sucede. La suposicién que existe un tinico
punto de contacto entre el cilindro y el piso no se cumple: en realidad, es una superficie
debido a que el cilindro se deforma — muy poco-, pero suficiente para que la condicién
de rodar sin resbalar no se cumpla en forma estricta. Ademas, el piso no es perfectamen-
te plano, de manera que en algunos instantes existe —-independiente de la deformacién
ya mencionada— mds de un punto en contacto simultdneo, lo que genera un torque que
contribuye a disipar la energia inicial con estos choques microscépicos.

Otra caracteristica de esta forma de desplazamiento, es el rango de valores que puede
alcanzar la fuerza de roce. Por ejemplo, un cilindro que rueda sin resbalar sobre un plano
horizontal, tiene una fuerza de roce que se opone a su movimiento y cuyo mdximo valor
esigual a F' = /i ggtatico IV, donde N es la fuerza normal al plano. Debemos recordar que
esta fuerza no estd determinada por esta ecuacion, sino que varfa desde cero hasta su va-
lor méximo, ya indicado. Esta fuerza responde de acuerdo a las caracteristicas del piso. Si
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es perfectamente plano y horizontal, el valor que toma la fuerza de roce es igual a cero,
puesto que el cilindro no desacelera. Pero en caso que surga una leve pendiente, al ser re-
montada por el cilindro, su peso deja de ser normal al piso, adquiriendo una componente
paralela a €1, y simultdneamente, aparece una fuerza en sentido opuesto generada por el
roce. Esta tilltima no es, necesariamente, igual a la proyeccién tangencial del peso.

F F e
. —%0
| I,
h
!

X

Ejemplo

Un cilindro de radio R y masa m, estd empujado por una fuerza F', que acttia a una
distancia h del piso, como se indica en la Figura. El coeficiente de friccién cinética entre el
cilindro y el piso es ;.. Encuentre el valor de la fuerza de roce f y la aceleracion lineal del
cilindro.

Usamos las ecuaciones de Newton —incluyendo el torque— para resolver este problema.
Sea z, el eje horizontal que se ubica a la altura del centro de masa del cilindro, y 0 el
angulo que describe el cilindro al rodar. Las ecuaciones de Newton son:
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ma=F — f.

Tomando torque con respecto al centro de masa y suponiendo que el momento de inercia
del cilindro con respecto a este eje es I, tenemos:

Ia=—-F(h—R)—-fR.
Note que ambas fuerzas: F'y f, generan un torque en el mismo sentido.

Si el valor de F' permite que el cilindro ruede sin resbalar, entonces se cumple: Ra = a.
Con esta tltima igualdad, tenemos tres ecuaciones y tres incognitas: o, a y f. Resolviendo
las ecuaciones se obtiene:

FhR

a:]+mR2

mh R

= Ra, =F|1-——].
/ [ I+m RQ}

Resulta interesante analizar los distintos valores que debe tomar f cuando cambiamos el

punto de aplicacién de la fuerza F'. Esto ilustra lo que comentamos en el parrafo anterior:

f no es constante, sino que varia dentro de ciertos limites.

Si h = 0, entonces estamos aplicando la fuerza en el punto de contacto, asi: f = F, y el
cilindro s6lo se moverdsi F' > f.Si h = R, f = F'/3, si incluimos el valor del momento de
inercia del cilindro, I = m R?/2. Podemos calcular en qué punto debemos aplicar F, de
modo que no exista fuerza de roce, f = 0: h = 3 R/2.

Si el valor de f es mayor que jiegtstico ™ 9, entonces el cilindro resbala y la fuerza de
roce es: [ = Ucinético M 9- Este valor modifica la aceleracién del cilindro:

 F—pumyg a_F(h—R)—i—ung
_ m ) - Vi .

a

Ejemplo

Un disco con momento de inercia I; gira sobre un piso sin roce, con velocidad angular
w, alrededor de un eje vertical sin friccion. Un segundo disco de momento de inercia /5,
que inicialmente no rota, cae sobre el primero (ver Figura). Como existe roce entre las

superficies, pasados unos segundos ambos discos giran con la misma velocidad angular
Q.

a) Calcule el valor de 2.

b) Calcule la razén entre la energia cinética de rotacién inicial y la final, cuando ambos
discos giran unidos.

c) Suponga que la fuerza de roce entre ambos discos genera un torque 7, = constante:
calcule cuanto tardaron los discos en alcanzar la velocidad angular comtn, §2.
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Figura XIIL.11:

a) Como no hay torques externos sobre los discos, el momento angular se conserva:
L; = Ly. El momento angular inicial corresponde exclusivamente al disco I, puesto que
es el inico que se encuentra girando al comienzo:

LZ':Lf — Lhw= [.[1“1‘]2]9,

el momento angular final es la suma de ambos momentos de inercia. De esta ecuacién,
podemos encontrar el valor de 2

I
L+ 1

W.

b) La energia cinética de rotacion inicial es: I w?/2 y la final es: I w?*/[2 (I, + I)]. La
razén entre ambas es:

K; b . I
K, L+1I, L+ 1,

la energia cinética inicial que desaparecio, fue disipada en forma de calor durante el lapso
de tiempo en que los discos alcanzaron una misma velocidad angular.

Note que si I; >> I,, practicamente toda la energia se disipa, independiente del valor
inicial.
c) Sobre el disco I, se ejerce un torque 7, que lo tiende a frenar. Puesto que no hay

ningtn torque externo, por accién y reaccién, el mismo 7, acttia sobre I, pero en sentido
opuesto. La aceleracién angular sobre cada uno de los discos es:

To To
- Qg = —.
I’ I

La velocidad angular obedece la ecuacién: wy = w; = at, como ambos discos deben alcan-
zar —simultdaneamente- la misma velocidad, se tiene:

a1 =
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w ]1[2(4)
Q=w—-—T=04+T, = T= = .
2 ! 041—0—0(2 To [Il+12]

Ejemplo

Un disco de masa M y radio R, estd montado en un eje horizontal sin roce cuyo radio es
r. Sobre este eje se enrolla un hilo cuyo extremo libre tiene atada una masa m. El conjunto
se deja libre, partiendo del reposo (ver Figura). Si después de caer una altura h, el hilo
se desprende del cilindro: ;qué torque debemos aplicar al disco para detenerlo en cinco
revoluciones?

Podemos resolver este problema

usando el método tradicional de

torque y fuerzas, pero es mucho

mas directo resolverlo utilizando el o
método de la energia. \
Inicialmente sélo existe energia po- \ [
tencial, correspondiente a la masa m
que esta suspendida a una altura h:
E; = m g h. Esta expresién indica que
el sistema de coordenadas usado tie-
ne como origen el punto donde la ma-
sa m pierde contacto con el cilindro.
La energia total en el instante en que
la masa m se desprende, es: I

1 1
E;=-mv*+ = Tu?
f 2 + 2 )
donde I, es el momento de inercia del
sistema disco—eje, y w es su velocidad
angular. La relacién entre vy w es: v =
wr.

Igualando estas dos tiltimas expresiones obtengo el valor de la velocidad angular del
disco, w:

s 2mgh
W= ———.
mr2+1
Si aplicamos un torque constante 7, la desaceleracién del sistema serd o = 7/I = cons-
tante. Recordando que la velocidad angular final es nula, entonces: w; = a7, con T, el
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tiempo que tarda en detenerse el sistema. La expresion para 6, el dngulo recorrido antes
de detenerse, es:

1 w2 oaw?  w? 2mghl
6— ZT__ T2 - L = v = ——---
“ 2 ¢ a 202 2a |mr2+I)T

Existe una forma més directa de obtener este resultado, que explicaremos a continuacién.

La ecuacién del trabajo y la energia
Analogamente a la forma cémo calculamos la pérdida de energia debida al roce para el
movimiento de traslacion, lo hacemos para la rotacién.

El trabajo se definié como AW = F. AZ, con AZ, el desplazamiento del objeto donde
actuaba la fuerza F'. En el caso de la rotacién se verifica que: AW = 7Af. Se elimina
el producto punto que aparece en su similar, porque est'mos estudiando rotaciones con
respecto a u. eje fijo en el espacio, de esta forma la direccién del torque siempre coincide
con el vector que identifica al &ngulo de rotacién.

El formalismo para una rotacién finita es:

ZTAQ—ZI—AQ—ZIAW ZIAww— I [w; = wi],

donde usamos procedimientos similares a los utilizados al introducir el concepto de
energia. El resultado final es:

N
Yy Al = % I [w}—wi]. (XIIL.25)

Podemos aprovechar la semejanza de estos calculos con sus equivalentes, desarrollados
anteriormente y definir la potencia. En el caso de la traslacién, su definicién es:
P = F - . Para la rotacion:

Potencia = P = T w. (XIII.26)

Ejemplo

Un cilindro de masa M, radio R y momento de inercia / con respecto a su eje de si-
metria, rueda sin resbalar desde lo alto de una colina. Si la velocidad del centro de masa
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Figura XIII.12:

del cilindro era V,, encontrar la velocidad del cilindro después que ha descendido una
altura h.

Como no hay pérdida de energia, podemos usar su ley de conservacién, incluyendo la
energia de rotacion:

1, 1 [v,7? 1, 1 [V
EZ—Ef — ém‘/; +§] |:§:| +mgh—§th +§] |:E .
En el primer término, no hay que olvidar la energia de rotacién del disco. V},, es la veloci-

dad del disco en el punto inferior. Despejando V},, obtenemos:

2magh

2 2
ey 012

XII1.4. ROTACION EN TORNO A UN PUNTO

Los ejemplos y ejercicios desarrollados en este capitulo corresponden a cuerpos planos
girando en torno a un eje perpendicular a este plano o, a un cuerpo en tres dimensiones,
siy sélo si, el eje escogido coincide con uno de sus ejes de simetria.

Para un cuerpo en tres dimensiones cuya rotacién no se realiza de acuerdo a las especi-
ficaciones anteriores, las ecuaciones:

- dL

L=1 — =
w’ dt a?

no son validas. El momento de inercia en este caso es una matriz y no un ntimero como
nosotros lo hemos introducido aqui.

Estos casos son tratados en textos méas avanzados.
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XIIL.5. EJERCICIOS

1. — Un aro de madera circular delgado de masa m, radio R, se encuentra en un plano
horizontal sin roce, en reposo. Una bola, también de masa m, se mueve con veloci-
dad horizontal v, choca al aro y se incrusta en él como lo indica la Figura. Calcular la
velocidad del centro de masa, el momento angular del sistema con respecto al CM,
la velocidad angular w del aro y la energia cinética del sistema, antes y después de
la colision.

2. — Los cuatro puntos de la Figura, cuyas masas son iguales a m, se ubican en los vérti-
ces de un rectdngulo de lados ¢ y 2 ¢, que descansa sobre una superficie horizontal
sin roce. Los puntos estdn conectados por barras rigidas de masa despreciable. Otra
masa puntual, M, se acerca en la direccion del eje x con una velocidad V,, choca con
la masa ubicada en ese vértice y permanece adherida a ella después del choque.

a) Encuentre la posicién del centro de masa del rectangulo. No considere, en esta
pregunta, la masa que colisiona.

b) Calcule el valor de la velocidad del centro de masa del sistema total, incluyendo
todas las particulas.

c) Describa el movimiento del sistema después del choque.

M.ﬁ»om—fT
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3. — Una barra de largo L y masa M, puede girar libremente en torno a una bisagra
empotrada en la pared (ver Figura). La barra esta inicialmente en reposo y forma un
angulo 0, con la pared. En ¢ = 0, la barra se suelta. Calcule la componente perpen-
dicular a la barra de la fuerza que ejerce la bisagra sobre la barra, cuando el angulo
entre la barra y la vertical es §. El momento de inercia de la barra con respecto al
centro de masa es [ = M L?/12.

4. — Un panel rigido delgado de masa M, ancho w y longitud [, esta suspendido ver-
ticalmente desde un eje horizontal, sin roce, en su lado superior. Una bala de masa
m, con velocidad V perpendicular al panel, se aloja en su centro.

a) (Cudl es la velocidad de la bala justo después del impacto?

b) ;Cudl es el valor del dngulo de giro, §, que experimenta el panel?

5. — Un hombre se encuentra de pie en el centro de una plataforma giratoria con sus
brazos extendidos horizontalmente y con una masa de 5 kg en cada mano. Se le po-
ne en rotacién alrededor de un eje vertical, con una velocidad angular de una vuelta
cada dos segundos. Calcular su nueva velocidad angular si deja caer sus manos a
ambos lados del cuerpo. El momento de inercia del hombre puede suponerse cons-
tante e igual a 5,9 kg m?. La distancia primitiva de los pesos al eje es de 90 cm y su
distancia final 15 cm.

6. — Un cilindro sélido tiene una densidad que varia por cuadrantes, como se indica
en la Figura. Los nimeros que alli aparecen reflejan los valores relativos de las den-
sidades en los cuadrantes. Encuentre la ecuacién de la recta que cruza el origen y el
C'M simultdneamente. Tome como referencia el eje x e y, de la Figura.

7. — Cuatro masas M, ubicadas en un mismo plano y sometidas tinicamente a la fuerza
externa provocada por los resortes de constante K, largo natural L y masa despre-
ciable. Los resortes estan girando con velocidad angular W en torno a un eje per-
pendicular al plano a través de su centro de simetrfa. Suponiendo que el sistema se
mantiene en equilibrio. ;Cudnto se extienden los resortes?

8. — Una masa m esta colgada de una cuerda alrededor de un cilindro sélido circular
de masa M y radio R, pivoteado sin roce como se muestra en la Figura. Encontrar
la aceleracién de m.

Universidad de Chile Departamento de Fisica



38

version de 4 de noviembre de 2014

9.

10.

11.

12.

— Un cascarén esférico de radio externo R, y radio interno r, tiene una masa por
unidad de volumen, p, constante. Exprese el momento de inercia I de este cascarén,

con respecto a un eje que pasa a través del centro, en términos de 7, p, R y la masa
total M.

— Una esfera uniforme y soélida, se ubica en reposo sobre un plano inclinado en un
angulo 6. ;Cuadl es el valor minimo del coeficiente de roce estético, juo, entre la esfera
y el plano inclinado, para que ruede sin resbalar?

— Un yo-yo estd formado por dos discos uniformes cada uno de masa M y radio R.
Uniendo estos discos hay un eje de radio r y masa despreciable.

Un hilo se enrolla en torno a este eje y su extremo se sostiene desde una cierta altura.
En un instante, el yo-yo se deja caer, partiendo del reposo. Inicialmente se encuentra
a una distancia D, del extremo superior del hilo.

a) Si no hay movimiento pendular, ;qué angulo forma el hilo con la vertical cuando
se suelta el yo-yo?

b) ;Cudl es la aceleracion del centro del carrete?
— Elaro H de radio r rueda sin resbalar por el plano inclinado. La altura de partida

h, es tal que el aro adquiere una velocidad suficiente para mantenerse en contacto
con el riel circular hasta el punto P.

(Cudl es el valor de la altura h?
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LI )

13. — Al presionar una bolita sobre una mesa horizontal, sale proyectada a lo largo de
la mesa con velocidad inicial vy, y velocidad angular wy, siendo el eje de rotacién
horizontal y perpendicular a vy. La bolita tiene radio R, y su coeficiente de friccién
con la mesa es constante.

a) (Qué relaciones deben existir entre vy, R y wy para que la bolita se detenga?

b) Relacione vy, Ry wy para que la bolita resbale, se detenga y vuelva a su posicion
inicial con velocidad V' = 2 v,

14. — Un disco circular uniforme de radio R y masa M, puede girar libremente con ve-
locidad angular w, en un plano horizontal alrededor de P. Fijas al borde del disco
se mantienen dos masas m, unidas —cada una— por una cuerda de largo /.

En cierto instante, se rompe la traba que las mantenia fijas, sin afectar — en este
proceso— el momento angular del sistema. Las masas se extienden y las cuerdas que
las sostienen son liberadas de sus ganchos H y H’, cuando éstas alcanzan a exten-
derse radialmente hacia afuera.

Encontrar /, la longitud de estas cuerdas, tal que el disco sea detenido por esta ac-
cion.

Nota: Este esquema ha sido usado para reducir el movimiento de giro de algunos

satélites.
. V
O
)=

L

15. — Dos cilindros indistinguibles entre si ruedan sin deslizar sobre un plano incli-
nado. Uno de ellos llega al extremo del plano antes que el otro. Si ambos tienen la
misma masa y radio externo, ;qué conclusion puede sacar Ud. acerca de la estruc-
tura de estos cilindros?
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16.

17.

18.

— Dos particulas cuyas masas son 2M y M respectivamente, estan conectadas por
un resorte de masa despreciable, largo natural L y constante k. Estas particulas se
encuentran inicialmente en reposo, a una distancia L sobre una mesa horizontal sin
roce. Un objeto cuya masa es M /4, se mueve con rapidez v a lo largo de la linea que
define el resorte, choca y se adhiere a la particula de 31/ /4. Encontrar la amplitud y
el periodo con el cual vibra el sistema después del choque.

IWW : W m,

[J e
L R i,

_-;I_M kL ™ a*~ L1

— El sistema de la Figura, consiste de dos masas que se mantienen separadas una
distancia a + ¢, donde /, es el largo natural del resorte que las une. No existe roce
entre las masas y el piso. Repentinamente son abandonadas desde el reposo.

a) Encontrar los periodos de oscilaciéon de my y mso.

b) Comparar el periodo con el de un oscilador de masa simple.

c) Encuentre la energia de oscilacién del sistema.

d) ;Como se reparte esta energia entre m; y my ?

— Una barra de largo ¢ y masa m, cuelga verticalmente de un soporte, sin roce, que
le permite girar completamente en torno a él.

Por la izquierda se aproxima una masa m que impacta horizontalmente en el ex-
tremo de la barra, con velocidad V,. Inmediatamente después del impacto la masa
queda pegada a la barra y comienza a moverse con ella.

a) Calcule la velocidad angular del conjunto barra-masa inmediatamente después
del impacto.

b) ;Qué valor debe tomar V, para que el sistema barra—masa pueda alcanzar la po-
sicion vertical superior con una velocidad angular nula?

ZIE
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19. — Un cono de masa M, radio basal R, altura h puede girar libremente y sin roce
alrededor de su eje de simetria. El momento de inercia con respecto a este eje es /.

Una particula puntual de masa m, parte del reposo desde su vértice y se desliza por
un tubo sin friccién, que envuelve el manto del cono y emerge horizontalmente, en
forma tangente al circulo de su base. Inicialmente el cono y la particula se encuentran
en reposo. Encontrar la velocidad angular del cono w y la velocidad V, de la particula
con respecto al piso, justo después que ésta sale por la base.

Recuerde que la velocidad V,, es paralela al piso en el momento de la salida.

?

M. L

v, K. @ @

20. — Una barra recta, uniforme y homogénea de masa M, y longitud L, se encuentra
perpendicular al borde de una mesa. Su centro de masa se ubica fuera de la mesa,
a una distancia a, como se muestra en la Figura. La barra se suelta desde el reposo
en una posicion horizontal y comienza a girar teniendo como centro, el borde de la mesa.
Si el coeficiente de friccion estatica entre la barra y la mesa es 1, encontrar el valor
del dngulo ¢ que forma la barra con la horizontal en el instante que ésta comienza a
deslizar por el borde.

0

Nota: para encontrar el angulo ¢ opere de la siguiente manera:

a) Suponga que la barra comienza a deslizar cuando el &ngulo alcanza un valor igual
a 0. Escriba la conservacién de la energia para dos instantes: cuando la barra adopta
el angulo 6 y al comenzar a caer. (Esto genera una ecuacién).

b) En la posicién de la Figura, escriba las ecuaciones de Newton y el torque con res-
pecto al punto A, para el centro de masa de la barra, esto nos suma tres ecuaciones
adicionales.

No olvide incluir la aceleracién angular tangencial y centripeta en las ecuaciones de
Newton. Recuerde que la aceleracién angular o y la aceleraciéon del centro de masa
estan relacionadas (una ecuacién adicional).

c) De estas 5 ecuaciones puede despejar §. Encuentre que el dngulo 6 es:

%

tan = ———.
an 2 4 36 a?
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21.

22.

L

— La Figura muestra un tablén uniforme de masa m deslizandose horizontalmente
sobre dos rodillos que giran en sentidos opuestos y con velocidad angular constante
w. La distancia entre ejes es d y el coeficiente de roce cinético es (.

a) En la posicién de la Figura, con su centro de masa desplazado una distancia =z,
calcule las reacciones del cilindro sobre el tablén. El origen de la coordenada z es el
punto medio de la distancia entre ejes.

b) Demuestre que el tabléon describe un movimiento armoénico simple. Determine el
valor de w.

c) Si en el instante que el centro de masa del tablén pasa por z = 0 tiene una veloci-
dad Vj, encuentre el valor de la amplitud de esta oscilacion.

— Una barra uniforme de masa m y largo ¢, puede girar libremente en torno al
extremo A. Inicialmente la barra esta en equilibrio sostenida por una cuerda unida
a su otro extremo B, formando un dngulo 6 = 15° con la vertical.

a) Calcule la tensién de la cuerda horizontal que sostiene la barra.

b)Sient = 0 se corta la cuerda, calcule el tiempo que demora la barra en retornar por
primera vez a su posicién inicial. Suponga que el movimiento es armoénico simple.

c) Calcule la velocidad del extremo B en cualquier instante ¢.
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