INTRODUCCION A LA FISICA NEWTONIANA

Nelson Zamorano H.
Departamento de Fisica
Facultad de Ciencias Fisicas y Matemadticas

Universidad de Chile

version 3 de julio de 2016



indice general

IX. COLISIONES BINARIAS 1
IX.I.INTRODUCCION . . . . . o oot e e e e 1
IX.1.1. Definicionde Choque . . .. ... .. ... ... ... .. ....... 1
IX.1.2. CaracteristicasdeunChoque . . . . . ... ... ... ....... 1
IX.1.3. Anélisis por Etapas en el Transcurso de un Choque. . . ... .. .. 3
IX.1.4. Conservacion del Momentum . . . . . .. ... .. ... ... ..... 4

IX.2. CHOQUE BINARIO ENUNA DIMENSION . . . . .............. 5
IX.2.1. Choques Elésticos e Ineldsticos . . . . ... ............... 6
IX.2.2. Resumen de las Ecuaciones Relevantes . . . ... ... ........ 9
IX3.Bjemplos . . .. ... ... ... 10
IX.4. La Velocidad del CentrodeMasa . . . . .. ................... 10
IX.4.1. Choques endos dimensiones . . . .. ... ............... 12
IX.4.2. Choqueineldstico . . . . ... ... ... ... . Lo 18
IX.5. Ejemplos con Masa Variable . . . . ... ....... .. ... ... ...... 24
IX.6. EJERCICIOS . . . . . . .. . e 28



version de 3 de julio de 2016

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Capitulo IX

COLISIONES BINARIAS

IX.1. INTRODUCCION

IX.1.1. Definicién de Choque

Al establecer la segunda ley de Newton, hicimos notar que la fuerza representa la in-
teraccion entre dos cuerpos. Un determinado tipo de fuerza se define a partir de la obser-
vacion de un experimento en que esta fuerza se destaca y una propuesta posterior para
modelar dicha fuerza. La puesta a prueba del modelo, en diferentes circunstancias, de-
be confirmar que es una ley de interaccion razonable y que -dadas las aproximaciones
establecidas- describe en forma aceptable la realidad. Entonces la podemos usar.

Las colisiones , o choques, es otro tipo de interaccién que se suma a las analizadas
anteriormente. A continuacién describimos las caracteristicas que distinguen lo que lla-
maremos choque y el protocolo que debemos aplicar para resolverlas.

IX.1.2. Caracteristicas de un Choque

Lo que definimos como choque debe tener las siguientes caracteristicas:

1.- El contacto entre los dos cuerpos Debe ocurrir en un tiempo muy corto comparado
con cualquier otra escala de tiempo asociada al fenémeno fisico.

2.- El par de fuerzas de interaccién (Accién y Reaccién) que aparece durante el cho-
que de estos dos cuerpos, debe ser mucho mayor que cualquiera de las otras fuerzas que
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co-existen en dicho intervalo. Por ejemplo, en el choque de dos esferas sobre un piso, la
fuerza de gravedad sobre las masas, o la reaccion del piso sobre cada una de las masas en
reposo, DEBEN ser mucho menores que la fuerza generada durante el choque.

3.- Como todo ocurre en un tiempo muy corto, suponemos que los cuerpos NO cam-
bian su posicién durante el choque. La energia potencial no interviene aca porque hemos
supuesto que los cuerpos no cambian de posicioén y por tanto la energia potencial perma-
nece igual antes y después del choque.

4.- Como se genera un par de fuerzas (Accién y Reaccion) el momentum del sistema
de los dos cuerpos se conserva siempre. La fuerza neta proveniente del choque es nula si
consideramos el sistema de los dos cuerpos.

5.- Como la magnitud de las fuerzas del choque son muy grandes, generan una ace-
leracién, de acuerdo a la segunda ley de Newton. Esta aceleraciéon produce un cambio
abrupto en la velocidad de los cuerpos. Existe entonces una velocidad inmediatamen-
te antes del choque y otra -diferente-, inmediatamente después para cad uno de los dos
cuerpos.

Figura IX.1: El cabezazo del jugador es un ejemplo de choque. Lo que observamos es una foto
profesional con una cimara que debe tomar 1000 fotos por sequndo. El fenémeno ocurre en un
tiempo muy corto. El par de fuerzas sefialadas corresponden a la accién y reaccion. No se considera
ninguna otra fuerza: el peso de la pelota o del jugador. El notorio esfuerzo y coordinacion del
jugador le permite que todo su cuerpo se comporte como un elemento rigido contra el cual choca la
pelota. (La fuente de la foto es desconocida para nosotros.)

6.- Si el choque es ELASTICO, la energia cinética del sistema de dos particulas se con-
serva. Si no es elastico debemos conocer el coeficiente de restitucion e con 0 < e¢ < 1.
Este coeficiente relaciona el médulo de la velocidad relativa antes y después del choque.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 3

Es un dato empirico, obtenido mediante experimentos.

En la foto (Figura IX.1), podemos concretar varios de las afirmaciones previas: el cho-
que ocurre en un intervalo muy corto: nunca vemos con nuestros propios ojos lo que la
camara de alta velocidad nos muestra. La velocidad de la pelota antes y después del gol-
pe de cabeza es diferente y cambi6 abruptamente. Durante el choque no cambi6 su altura
de modo que su energia potencial antes y después del choque permanece igual. Pode-
mos considerar al jugador como una masa infinita y la pelota como un cuerpo que rebota
elasticamente en su cabeza. Este es un modelo posible para esta situacion. Después del
golpe de cabeza la pelota recupera su forma original.

IX.1.3. Anadlisis por Etapas en el Transcurso de un Choque.

[lustraremos las caracteristicas a través de un ejemplo: la colisién de un péndulo ma-
temético (un hilo sin masa que sostiene una esfera en su extremo) y otra esfera en reposo,
ubicada en el punto mds bajo donde el péndulo pasa apenas sobre el piso. Dividimos el
choque en cuatro etapas. S6lo la segunda y la tercera estdn directamente ligadas al choque
propiamente tal. Estas dos son comunes en casi todos los choques, sean péndulos, masas
en una mesa... . (Ver Figura IX.1.3) .

Primera Etapa: El péndulo se suelta desde
una cierta altura y comienza a caer. Usando
la conservacién de la energia podemos cal-
cular la velocidad del péndulo en cualquier
instante, antes de tocar la esfera que estd en
reposo. Conociendo la velocidad es posible 3
calcular la tension de la cuerda, la acelera-

cién centripeta, la aceleracién tangencial...

[1j=]
—

para cualquier dngulo antes del choque. N\

Esta es la etapa previa al choque donde se

utiliza la fisica de los capitulos anteriores. @

La otra masa estd en reposo. Esas son las Choque
condiciones previas al choque., de modo de un péndulo con una masa en reposo.

que no requiere ser analizado.

Segunda Etapa (Justo antes del choque): Este es un instante y lo denominamos (no-
tacion arbitraria...)t = 07. Las dos esferas estdn a punto de tocarse e interactuar con una

fuerza. La masa del péndulo tiene una rapidez horizontal V' = /2 L g (1 — cos?).

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Tercera Etapa: (Inmediatamente después del choque choque: ¢ = 0,). Ambas esferas
permanecen en el mismo lugar, pero han cambiado (abruptamente) la magnitud de sus
velocidades respectivas. Estos cambios dependen de la naturaleza del choque (el valor de
e, elastico o inelastico) , el valor de las masas de las esferas...

Cuarta Etapa: (Ya transcurrido el choque). Las esferas evolucionan de acuerdo a las
nuevas condiciones iniciales que fueron fijadasent = 0.

Veamos las ecuaciones que gobiernan la dindmica de los choques.

IX.1.4. Conservacion del Momentum

Debido a que en este modelo el choque es instantdneo y debido a la gran intensidad de
la fuerza de contacto que se produce en el impacto, se desprecian todas las otras fuerzas
presentes (por ejemplo, segtin el caso: tensién del hilo, peso de las esferas, roce si existe...)
cualquier choque binario sigue las mismas reglas del choque entre dos esferas estudiado.
Mostraremos a continuacién que el momentum se conserva durante el choque en este ca-
so, el de dos esferas (Ver IX.1.4) y por lo mencionado en el pérrafo anterior, este serd un
resultado vélido para cualquier colisién.

Consideramos dos esferas como las que apa-

recen en la figura (IX.1.4). Tenemos dos A by
incégnitas V y up. Conocemos las velocida- @ @ R
des antes del choque. Aplicamos la segunda *)
ley de Newton en la direccién horizontal, la
Unica relevante y tenemos: choque = { “ } 5
\ U
B B
AV e
M=" =_F
a7 =70 D)
m i—? = Fy. Chogque de dos masas

En la dltima ecuacién, pusimos —F}, y F,, como las fuerzas actuando sobre cada una
de las masas durante el choque. El principio de accién y reaccién aplicado al punto de

contacto de las masas m y M indica que F; + F5=0.

Sumando las dos ecuaciones de movimiento de m y M y reemplazando este tltimo
resultado, obtenemos:

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 5

Como este resultado es valido durante el intervalo que dura el choque, designamos como
Ay B dos instantes, uno inmediatamente antes del choque #{, el primero, e inmediata-
mente después del choque ¢ el otro. Estos instantes corresponden a la segunda y tercera
etapa del choque descrito en el parrafo anterior.

Definiendo At = t; —t, , entonces:

Vs — Vi [up — 4]
M =
AL T A 0
M [V —Val+mugp —us] = 0, ordenando,
MV +mug =MV, +muy, para los instantes ¢} y ¢,

de este modo se tiene que :
MYV +mu = constante.

Después del choque las esferas siguen con una velocidad V y up. podemos re-escribir el

resultado anterior como:

MVg+mup = MV4+muy.

Este es un resultado general: se denomina conservacion del momentum. En ausencia de
fuerzas externas actuando sobre un sistema, la siguiente expresion permanece constante:

N
Z M; V; = constante, (IX.1)
=1

M; identifica a cada una de las masas del sistema y V; su velocidad respectiva.

Este mismo resultado es valido durante el choque de dos particulas, puesto que todas
las otras fuerzas externas no son consideradas dada la magnitud de la fuerza de choque.
Este resultado es siempre vélido y se desprende directamente de la segunda y tercera ley
de newton.

En el inmediatamente antes y después del choque, el momento de ambas particulas se
conserva.
]

IX.2. CHOQUE BINARIO EN UNA DIMENSION

Estudiaremos el choque de dos masas. No conocemos -en general-, el comportamiento
instante a instante del par de fuerzas de interaccién. Sin embargo, podemos recurrir a las

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Figura IX.2: La figura muestra el comportamiento imaginado de una fuerza irregular, impredecible
que ocurre durante un choque. La modelamos como una fuerza constante, promedio, actuando
en un intervalo At. Este es el rectdangulo sobrepuesto al grifico de la fuerza real. Considerando
la fuerza constante (figura de la izquierda) la aceleracion sobre uno de los cuerpos, inicialmente
reposo, genera una aceleracion constante y un aumento lineal en el momentum de esta particula
(Figura de la derecha). Esto ocurre hasta que las masas se separan.

cantidades conservadas.

En la Figura IX.2 se propone un modelo simple de la Fuerza que acttia durante el cho-
que. Suponemos que es una fuerza constante actuando por un intervalo At = [t7 — #;].
El area bajo la curva (un rectangulo en este caso) se denomina el Impulso = ], y es igual
al cambio de momentum A p, que experimenta una de las particulas que participan en el
choque.

Por ejemplo, el impulso sobre la particula B del ejemplo anterior es: Jg = m [up — ual.

IX.2.1. Choques Elasticos e Inelasticos

Demostramos que el momentum en el choque de dos masas siempre se conserva.
La otra ley que conocemos es la ley de conservacién de la energia mecanica. En el inter-
valo del choque sélo la energia cinética es relevante dado que no hay cambio de posicién
durante el choque.

Veremos que no siempre se conserva la energia cinética. Existe la posibilidad de una
deformacién permanente de los cuerpos o que uno de ellos se incruste en el otro y pierda
parte de su energia mecénica en este proceso.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 7

En esta seccion supondremos que la energia cinética se conserva durante el choque.

Este es un dato externo, que se obtiene a través de la experimentacién. Estos choques se
denominan eldsticos.
Por ejemplo si una esfera de vidrio se suelta desde 1 metro de altura y rebota sobre una
placa de acero ubicada en el piso, alcanzando 97 cm de altura en su rebote, considerare-
mos este choque como elastico. Es una buena aproximacién. En cualquier choque, basta
que Ud. lo escuche indica que parte de su energia se evapor6 en la forma de ondas sono-
ras. Si este factor es muy pequefio, se desprecia y se tarar el problema como totalmente
elastico y en consecuencia la energia cinética se conserva.

Leyes de conservacion en los choques elasticos

Las leyes de conservacion son:
» La Conservaciéon del Momento, proveniente de la segunda ley de Newton. Se con-
serva en todos los choques sin excepcion.

» La conservacion de la Energia Cinética. Esta ley de conservacién se aplica sélo a los
choques elésticos.

Solucién general del choque elastico, binario y unidimensional.

Estudiaremos el problema mds simple primero: choque en una dimensién entre dos
masas m; y msy con sus respectivas velocidades. Debemos distinguir antes del choque
donde tienen los valores V; y V5 y, las correspondientes después del choque V| y V5.

La conservacion del momentum genera la siguiente ecuacién
miVi +maVa = mi Vi +moVy, (IX.2)
donde aparece el momentum de ambas particulas justo antes del choque y justo después

del choque a la derecha de la ecuacion.

Como consideramos un choque eléstico, se conserva la energia cinética,

1 1 1 1
§m1V12 + §m2V22 = §m1‘/1/2 + §m2V2’2. (IX3)

Tenemos un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas. Para resolver este sistema nos

conviene ordenar las ecuaciones separando las correspondientes a cada una de las masas.
Para el momentum tenemos

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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mi(Vi = Vi) = —my(Va = V5), (IX-4)
y para la energia cinética

1 1
§m1(V12 -7 = —§m2(‘/22 —Vy?). (IX.5)

Dividiendo la ecuacién IX.5 por la ecuacién IX .4 se obtiene:

Vi+Vi=Va+Vj, yordenando Vi —Vo=-V/+ V) =—(V/=Vj).  (IX.6)
Recordando la definicion de velocidad relativa

V=V 1Lab — V5Lab = Vi/Lab T VLabj = V112 (IX.7)

donde V;, es la velocidad relativa del cuerpo 1 con respecto al cuerpo 2.

Interpretamos la ecuacién IX.6 como la velocidad relativa de la masa m, con respecto a
my, antes del choque (aproximéandose) y después del choque (alejandose) son iguales en
magnitud y cambian de signo. Las masas se acercan antes del choque y se alejan la una
de la otra después del choque. Este es el cambio de signo que se observa en IX.6.

Veamos un par de ejemplos. Nos daremos las velocidades inicial y final del par de
particulas y veremos si es una solucién con sentido fisico.
Supongamos que V; es un valor dadoy Vo, = 0, V] = 0. A partir de la la ecuacién para
la velocidad relativa, tenemos: V;, = V;. Si reemplazams estos valores en la ecuacién del
momentum, nos da una relacién entre las masas de las particulas: my; = m,. Esta es la
relacién esperada, en el choque eldstico entre dos masas iguales: la incidente queda en
reposo, y aquella inicialmente en reposo toma toda la velocidad de la incidente.

La ecuacién IX.6 es muy importante. Por un lado resuelve en forma muy simple el
problema general de un choque binario, eldstico y unidimensional. Expresa que las dos
ecuaciones relevantes son la conservaciéon del momentum (IX.4) y, cuando el choque es
elastico, la velocidad de aproximacién de las particulas que chocan es igual a la velocidad
de separacion después del choque con el signo cambiado.

Por otra parte la ecuaciéon IX.6 nos permite extender la validez de estas ecuaciones al
caso en el cual no se conserva la energia cinética.

Extensién al caso del choque inelastico.

Las expresiones anteriores se cumplen para el caso en que la energia cinética se conser-
va durante el choque. Este no es el caso general. En otros casos (la mayoria, en la realidad)

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 9

la energia se disipa, por ejemplo por deformacién permanente de los cuerpos después del
choque, por radiacion de energia... . Estos fendmenos disminuyen la energia cinética del
sistema.

Cuando se disipa energia cinética durante el choque, obviamente la energia disponi-
ble para mover las masas es menor, en consecuencia la velocidad de separacién de los
cuerpos es menor (en médulo) que la velocidad inicial de aproximacién. Un ejemplo re-
currente, considera uno de ellos incrustado en el otro después del choque, como bajo estas
condiciones no se separan, la velocidad relativa es nula.

Para incluir estos casos, basta generalizar la ecuacién IX.6 incluyendo un factor, que
llamamos coeficiente de restitucion y lo designamos con el simbolo e, y que puede tomar
los valores: 0 < e < 1. Usando este pardmetro, generalizamos la ecuacion IX.6

(Vi=Vil=e [Vi-V2 ], (IX.8)
donde:
Sie =1 es un choque eldstico, se conserva la energia cinética durante el choque.

Si e = 0 es choque totalmente ineldstico, no se conserva la energia cinética y ambos
cuerpos permanecen unidos después del choque.

Obviamente los dos casos mencionados son los casos extremos, existe una gama de si-
tuaciones que son consideradas con el rango de los distintos valores que puede adoptar
el pardmetro e.

El valor de e es un dato proveniente de los experimentos realizados. En general es un
dato del problema.

De esta forma las bases para estudiar los choques elasticos e ineldsticos estan estableci-
das. Corresponde aplicar este formalismo.

IX.2.2. Resumen de las Ecuaciones Relevantes

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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([« CONSERVACION DEL MOMENTUM

mi Vi +me Vo = my V) +mo V3.

CHOQUE . . ,
ELASTICO { o CONSERVACION DE LA ENERGIA CINETICA
%ml‘/f i %mZ‘/QQ — %ml‘/lﬂ T %m2‘/2/2’
\ o (Vi—Vo)=—(V/-V;)
([« CONSERVACION DEL MOMENTUM
CHOQUE < mq ‘/1 + Mo ‘/2 = my ‘/1/ =+ Mo ‘/2,.
INELASTICO
e COEFICIENTE DE RESTITUCION e
Vi—VWal = e |V = V3.

IX.3. Ejemplos

IX.4. La Velocidad del Centro de Masa

A continuacién, utilizando un poco de algebra modificaremos las expresiones anterio-
res para hacer aparecer lo que se conoce como el centro de masa. El centro de masa es
un punto matematico que representa al sistema y que no se altere por el choque. Antes y
después del choque este punto viaja con la misma velocidad.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccidén a la Mecanica 11

El centro de masa es un punto que representa -en este caso-, el sistema de dos particu-
las. Es facil ver como se puede generalizar al caso de muchos cuerpos puntuales. Este es
un primer paso hacia la descripcién de un cuerpo extendido.

La velocidad del centro de masa es el promedio de las velocidades de todas las particulas
consideradas, donde el factor de peso utilizado para obtener el promedio es la masa de
cada uno de los puntos.

De vuelta a las ecuaciones obtenidas para V) y Vj,, obtenemos, respectivamente

\Z
‘/1, _ (ml‘/l + mo 2) X mo (‘/2 B ‘/1)’
my + mo my + Mma

(m1V1+m2V2)+ mq
m1+m2 m1+m2

definiendo la velocidad del centro masa a partir de estas ecuaciones, tenemos

ma
Vi =V, —V IX.9
1 cM + My + my rel’ ( )
my
‘/.2, = VCM + m’l}rel. (IXlO)
Podemos comprobar que
miVi +maVy = (mi +mae)Veu = mivr + meVa
Esta expresion se puede simplificar mediante un poco de 4lgebra
V! = Vers + ma (Vo — V1) + my Vi Tt
! oM mi + mo 2 my+me M1+ Mme
y reordenando, tenemos
V; %
Vl, — Ve + Ma¥ + M Vq _ (mq + mo)V} — 2V — W (IX.11)
mi + mo mi + mo
1 , ., 1 ,
Ve = §(V1 +V]) Analogamente Vi = 5(‘/2 + V). (IX.12)

La velocidad del centro de masa (es el promedio de la velocidad inicial y final). Esto
ocurre en un choque eléstico, con conservacién de la energia, y donde las masas conser-
van su identidad (no se dividen, por ejemplo).

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Ejercicio (The Physics Teacher, Vol. 35, Nov. 1997)

Un cuerpo de masa M permanece en un plano horizontal. Esta superficie es rugosa y las
caracterizamos por un coeficiente de friccién cinética. Si esta masa M se divide repentina
y violentamente en dos fragmentos caracterizados por m y (M — m). Los dos fragmen-
tos resbalan en la misma direccion pero en sentidos opuestos, obviamente alejandose del
punto de la explosion.

La explosion libera una energia E.

a.- Calcule el valor de la velocidad del centro de masa inmediatamente después del
choque y t segundos después del choque

b.- Calcule en qué instante el momentum del centro de masa es méximo. Expréselo en
— M-m

funcién de la Energia E'y la razon entre las masas, A = ~75;

c.- Demuestre que la razén entre las distancias recorridas por cada una de las masas

d.- Utilizando el resultado obtenido para el valor maximo del momentum del centro de
masa (parte b), calcule para qué valor de A el momentum alcanza su méximo valor.

IX.4.1. Choques en dos dimensiones

Figura IX.3:

Analicemos brevemente qué sucede con un choque de dos particulas puntuales en un
plano. El desarrollo en este caso es idéntico al realizado anteriormente salvo una diferen-
cia: las ecuaciones son vectoriales.

La conservacién del momentum genera dos ecuaciones. La conservacion de la energia,
una ecuacién adicional. En total, para el choque eldstico tenemos tres ecuaciones, de esta

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 13

forma podemos calcular una velocidad con sus dos componentes y una componente de
la otra velocidad, o sélo su direccién, por ejemplo, pero no su magnitud.

Supongamos ahora un choque ineldstico. Del parrafo anterior, sabemos que hay dos ecua-
ciones a nuestra disposicion. Para poder resolver un problema de este tipo (choque entre
dos particulas) debemos conocer, ademads de los vectores velocidad de las dos particu-
las con su direccién y magnitud, el vector velocidad de una de las particulas después del
choque.

A continuacién, procedemos a calcular el valor de la velocidad de la particula restante,
con estos datos.

El momentum se conserva en cada una de las dimensiones en forma independiente.
Esto es:
m1-171+m2-172:m1-173+m2-174,

la cantidad a la izquierda del signo igual, representa P, el momentum inicial. P; repre-
senta el momentum final, después del choque. De aqui tenemos:

— 1 — — —
Vg = m_Q[ml (V) — U3) + mag - U]

Ejemplo

Dos masas M y m descansan sobre un piso sin roce y estan apoyadas (no unidas) al resorte
de constante £ y largo natural Lj.

Inicialmente el resorte se comprime un largo =, manteniendo las masas pegadas a su
extremo. Repentinamente se libera el sistema y las masas M y m salen disparadas en
direcciones opuestas.

Calcular la velocidad final de cada una de las masas.

Como no existe roce en el piso y se trata de un resorte ideal, se conserva la energfa.

Nota: El peso no realiza trabajo, porque:
AW|S=Mg-A% =0,  puestoque,

AZ - §=|AZ| - |g|cos 90° = 0.

De esta forma, aqui co—existen s6lo dos tipos de energia, la energia cinética de cada
una de las masas M y m y la energia potencial del resorte.

Si la energia del sistema se conserva, debemos calcularla en algtn instante en que sea
particularmente fécil.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Figura IX.4: El resorte estd inicialmente comprimido, al soltarlo empuja ambas masas con
la misma fuerza, por lo tanto aquella con menor masa adquiere més velocidad. El resorte
y las placas que empujan a la masa tienen una masa despreciable comparada con my M.

En este caso conviene evaluar la constante Fj, justo en el momento en que se liberan

las masas. Su valor es:
E; = %k cxf = Ey,

ya que en ese instante ambas estdn en reposo. Como Ej se conserva a lo largo de la
trayectoria, es vélido considerar el otro punto de referencia donde mdas nos convenga.
Este punto resulta ser el instante cuando el resorte adquiere por primera vez su largo
natural Ly. En ese punto los extremos del resorte tienen su maxima velocidad, puesto que
a continuacion el largo serd mayor que el natural y aparece instantdneamente una fuerza
(—kx) que comienza a frenar el extremo del resorte. Por otra parte las masas M y m no
estdn atadas al resorte y por tanto una vez que adquieren la velocidad méaxima del resorte,
continiian con la misma velocidad, porque no hay roce con el piso.

En el instante en el cual el resorte alcanz6 su largo natural L la energia E es [??]

1 1
Ef = M V4 3 mu® + 0, pero como:
1
y la energia se conserva = FE; = Ly,
1 1 1

Tenemos dos incoégnitas V' y u, y una sola ecuacién. La otra ecuaciéon que necesitamos
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proviene de la segunda y tercera ley de Newton. En la direcciéon horizontal se cumple:

AV

M N =, segunda ley de Newton para la particula M,
A
m A_z; = F, segunda ley de Newton para la particula m,
A
Mresorte Kzt} =—F — F, segunda ley de Newton para el resorte.

En la dltima ecuacién, pusimos —F}, y —F3, como las fuerzas actuando sobre el resorte,
utilizando el principio de accién y reaccién en cada uno de los puntos de contacto con las
masas my M.

Como la masa del resorte es despreciable comparada con las masas m y M, esta tiltima
ecuacion se transforma en:

Av
0-—=0=F+F>,.
A 1+ 12
Sumando las dos ecuaciones de movimiento de m y M y reemplazando este tltimo resul-

tado, obtenemos:
AV Au 0

—ftm—— =

At At
Como esta ecuacion es vélida en todo instante, designemos A y B como dos instantes de
tiempo arbitrarios, con At = tp — t4, entonces:

Vs — V] [up —ual
M A7 +m A7 = 0,
M [Vg —Val+mugp —us] = 0, ordenando,
MVg+mugp =MVs+ muy, para cualquier punto Ay B,

de este modo se tiene que:
MYV +mu = constante.

Como en nuestro caso, ninguna de las masas tenia velocidad en el instante inicial, enton-
ces la constante es igual a cero:

MYV +mu=0.

Esta es la segunda ecuacion que necesitdbamos para resolver el problema.
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Nota:

Este es un resultado general y como tal tiene un nombre: se denomina conservacion
del momentum. Cada vez que no existan fuerzas externas actuando sobre el sistema, la
siguiente expresion permanece constante:

N
E M; V; = constante, (IX.13)
i=1

M, identifica a cada una de las masas del sistema y V; su velocidad respectiva.Ol

Volviendo a nuestro problema inicial, los datos eran: M, m, =, y k, las incégnitas V' y
v. Disponemos de dos ecuaciones:

MV24+mu? = ki (1)
MV +mu = 0. (2)

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones se obtiene:

M
m
Ve \/m k. (IX.15)

Si u se desplaza en el sentido positivo del eje horizontal, entonces V' se mueve en el sen-
tido negativo. De esta forma elegimos los signos correspondientes a cada uno de los mo-
vimientos de M y m.

Podemos verificar estos resultados comparando con una situacién real de la vida diaria:
supongamos que la masa M es muy grande, por ejemplo, que este ejercicio representa en
realidad un resorte apoyado en una pared de masa M, en cuyo extremo opuesto hemos
comprimido una masa m. Por experiencia sabemos que al soltar el resorte la masa m sale
disparada y M se queda en su mismo lugar. En las ecuaciones, este caso se representa
como M — oo. Reemplazando este valor en las expresiones de la velocidad tenemos:

5 1

m
uw? ~ —kad, V2
m

Ejemplo
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Suponga un choque perfectamente eldstico entre la masa m que se acerca por la izquier-
da con velocidad V} y la esfera, idéntica en tamafio, pero de masa M que se encuentra
detenida antes del choque.

Calcule la velocidad de ambas después del choque.

rf_-\! (“*\rr_"' .-v"'x,'-"‘-\,-'""\_“,-—'-ll

WV
._.P
[ :_/I“-—-' S '*-._.--'I“--._J". e )

;’? v=0 M

OO0 o 00

Figura IX.5: Todas las masas son iguales y perfectamente eldsticas. Al chocar, la bola que
avanza por la izquierda queda en reposo y la tltima recupera la velocidad incidente. En
el texto se analiza el caso mds simple del choque de dos bolas en una dimensién

El afirmar que el choque es perfectamente elastico es otra forma de decir que la energia
se conserva en este proceso.

Como se conserva la energia y el momentum, tenemos dos ecuaciones. A la izquierda

de estas ecuaciones escribimos el momentum (y la energia) justo antes del choque y a la
derecha justo después del choque:

m Vo = muy+Mv (1)
1 1 1
imVOQ émug+§MU2 (2)
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Elevando al cuadrado la primera ecuacién y reemplazédndola en la segunda, obtenemos:

M\’ 2 M,
Uup +—v = up+ —v,
m m

, M M\? , , M,
ug+2—vu+ | — | v = ug+ —v,
m m m

g » )
(X 99
(1) 0

Figura IX.6: El diagrama indica cualitativamente cémo se transmite el momentum. La fuerza de
accion empuja a su vecina y la de reaccion frena a la incidente. Como la energia se conserva las
esferas no vibran, no aumentan su temperatura ni quedan deformadas.

Finalmente notamos que si m = M, entonces u, = 0: es decir, la masa que venia con
velocidad Vj se detiene y la masa )M, que se encontraba inicialmente en reposo, adquiere
toda la velocidad V.

IX.4.2. Choque inelastico

Ocurre cuando la energia no se conserva durante el choque.

Existe un tipo de choque que se aparta del caso anterior, se caracteriza porque ambas
particulas permanecen unidas después de colisionar. Cuando esto ocurre, existe s6lo una
velocidad por determinar en el problema y ésta se puede calcular a partir de la conserva-
cién de momentum que, como hemos enfatizado, siempre se conserva .
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Este dltimo tipo de choque se denomina totalmente ineldstico. Queda caracterizado por
provocar una deformacién permanente de uno (o ambos) de los objetos participantes. Para
ilustrar esta idea analizaremos el caso del choque totalmente ineldstico de dos bloques,
infinitamente rigidos, separados por un trozo de plasticina. El comportamiento final es
que ambos cuerpos contintian viajando unidos. La plasticina se encarga de absorber la
deformacién mencionada y también de evitar la separacion de las dos masas después del
choque.

b, @ O) v=0 (e Lﬁ“

L+

Figura IX.7: Durante el choque sélo actiian fuerzas internas, de accién y reaccion entre las dos
masas que se anulan mutuamente. A partir de este resultado se demuestra que el momento total,
es decir, la suma del momentum de cada una de las particulas permanece constante durante la
colision.

En la Figura [IX.7], la fuerza —R indica la reaccién de la masa M, sobre Mp y R la
accion de Mp sobre M. El sentido que se les di6 a los vectores, obedece la tercera ley de
Newton. Aplicando, la segunda ley de Newton y considerando sélo el eje z, tenemos:

My-ay = —I—R,

MB rap = —R,
sumando ambas ecuaciones:
MA-CLA—I—MB'(IB = 0. (IX16)

Suponiendo ambas masas iguales (M4 = Mp), con el tnico objeto de simplificar el alge-
bra, tenemos que a4 + ap = 0.

La aceleracién de uno de los cuerpos es exactamente igual a la desaceleracion del otro
durante el choque. Como uno de ellos tiene velocidad inicial distinta de cero (vy), el cuer-
po B avanza mads rapidamente que A. Esto es posible sélo si la plasticina comienza a
deformarse, como se aprecia en el gréfico de velocidad versus tiempo de cada una de las
particulas.

Hemos achurado el drea velocidad vs. tiempo en el primer intervalo At. Como sabe-
mos, esta drea representa el espacio recorrido por cada uno de los objetos.
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Figura IX.8: El drea achurada corresponde al camino recorrido, en el mismo intervalo de tiempo,
por ambos objetos durante el choque. La diferencia en el valor del drea corresponde a la deformacion
que sufren los cuerpos.

Se ve de inmediato que Mp recorre una distancia mayor que My y por lo tanto la plasti-
cina se deforma. Esta se debe deformar hasta el instante ¢,, a partir del cual las distancias
recorridas por ambos cuerpos son las mismas y por lo tanto viajan a la misma velocidad.

Calculemos el valor de la velocidad v del sistema M4 y Mp. La masa Mp avanza con
velocidad v, sobre M 4. El piso no tiene roce y por lo tanto no existe ninguna fuerza hori-
zontal (direccion ).

Reformulamos la ecuacion [IX.16] de forma que aparezca el momentum de ambas
particulas explicitamente:
APx _ Pf|:(:_Pl‘x
At At
donde P, = (P4 + Pg). El momentum total del sistema es la suma del momentum de cada
una de las particulas. Esta es una suposiciéon que no parece contradecir los resultados
experimentales.

=0,

P¢|, representa el valor del momentum de ambas particulas después del choque: Ps|, =
P4 p, puesto que viajan juntas.

De esta tltima ecuacién obtenemos:
AP, =[P, — Pl.]=0. (IX.17)
Antes del choque, la cantidad de movimiento era:

(Pz)m = MB 'U0+MA - 0.
Después del choque,

(Pr)y = [Mp + Myl .
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Usamos la definicion de un choque totalmente ineldstico: las dos particulas quedan unidas en
el choque y posteriormente se mueven con la misma velocidad. Esta situacién es un caso espe-
cial. Lo usual es que las particulas después del choque se separen y viajen a velocidades
diferentes.

Por la conservacion del momentum,
MB’D—i—MA@ = MBUO

Mp
Ma+ Mp

U= Vo.

Si Mp — oo, entonces v = vy, como era de esperar de acuerdo a lo que se observa en la
vida diaria. Si un camién muy pesado colisiona con un auto pequefio, el primero casi no
se afecta por el choque.

Otro caso limite ocurre cuando Mg — 0, la velocidad v — 0, que es lo que sucede al
tirar un pedazo de plasticina contra un objeto mucho mas pesado. En realidad, cuando
indicamos que Mp tiende a cero, fisicamente estamos indicando que M 4 es mucho mayor
que M3. El concepto de grande o pequetio en fisica es relativo.

Analicemos lo que sucede paso a paso durante el choque totalmente inelastico.

Choques de Masas Idénticas

Absolutamente Ineléastico s Eléastico

Las dos masas viajan Una masa se detiene y
———

unidas despues del choque. la otra obtiene la
velocidad de la primera.

M, M, M M M M

| ! |

(M1+M2‘]vu

M M, M "
o T 1 b 3 o
. _EF B% _ [1R

Figura IX.9: Se ilustra la diferencia entre un choque eldstico y uno ineldstico entre dos masas
iguales. La linea superior indica la situacion antes del choque y la inferior el movimiento después
del choque. El momentum se conserva siempre, en todos los choques.
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Figura IX.10: Aqui se detalla, en etapas, lo que sucede durante un choque ineldstico. En este cho-
que hay un material que se deforma permanentemente absorbiendo parte de la energia del sistema.
En consecuencia no hay conservacion de la energia en este tipo de choques.

Ejemplo

Un carrito de masa m se acerca por la izquierda y choca con otro de masa 3 m. Hay un
resorte de constante k, largo natural / y masa nula, que transmite y absorbe el impacto
entre los carros y que siempre permanece unido al méds masivo.

a.- ;Cuadl es la rapidez del carro mds masivo (3m), en el instante que el resorte alcanza
su maxima compresién? Ojo, piense bien qué significa fisicamente para ambos carros que
el resorte estd en su maxima compresion.

3
- mﬂmﬂ

b.- ;Cudl es la velocidad final que alcanza el carro mayor después que ha transcurrido
suficiente tiempo después del choque? Suponga que la energia se conserva. Recuerde que
la masa del resorte es nula y que las masas no estan ni quedan ligadas al resorte después
del choque.

c.- ¢Cuadl es la velocidad del carro mayor si el choque es totalmente inelastico (ambas
quedan unidas)? Para este efecto, suponga que el resorte se comprime un largo A y no
recupera su forma inicial, ni prosigue deformdndose y engancha ambas masas.

» a.- En el instante de mdxima compresion, la velocidad de ambos carros es la misma.
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¢Por qué? Unos segundos antes, el resorte atin estd expandiéndose. Unos segundos
después de la méxima extension, se estd comprimiendo. Por ende, en el instante de
maxima compresion tiene velocidad relativa nula, luego ambos carros se mueven
con igual velocidad.

Como el momentum se conserva si no hay fuerzas externas actuando sobre el
sistema, entonces

1
P, = P; demodo que: muy = (m+3m)vcy. Despejando obtenemos — vop = TR

= b.- No. El momentum se conserva durante este choque.

» .- La conservacion del momentum es: mvy = mwv; + 3 mvs.

Por otra parte, la conservacion de la Energia es ymuf = tmof + 22203 .

Manipulando estas ecuaciones obtenemos:

Vg — V1 = 3
v —v? = 3uv
Vo — U1 = 3y (1)
va(vg +v1) = 3v3
vy + V1 = Uy (2)

De la ecuacion (1) y (2) obtenemos

1
2Uug = 4dvy = vy = 5’00

21)1 = Uy — 3"02 = —2U2 = —

Comprobar la Ec. de la energia:3m(3vo)? + 22(%2)?

1 3
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» d.- Es la misma respuesta que a.

IX.5. Ejemplos con Masa Variable

En las secciones anteriores estudiamos las consecuencias de un choque como un evento
tnico en la trayectoria de las dos particulas involucradas.

Ahora estudiaremos el caso donde ocurre una sucesién de choques. Un caso tipico es
aquel donde la masa de un sistema varia (aumenta o disminuye) en el tiempo en forma
regular.

[lustraremos este caso con dos ejemplos. Uno es una correo transportadora sobre la cual
se va depositando material y nos interesa saber qué fuerza debemos ejercer para mante-
ner su desplazamiento con velocidad constante. El otro es una cadena que inicialmente
mantenemos colgando con uno de sus extremos apenas tocando el piso. Repentinamente
la soltamos. Nos interesa calcular la reaccién del piso (bajo ciertas hipétesis que simplifi-
can el problema) a medida que cada eslab6n de la cadena cae y choca contra el piso.

Lo que calcularemos es una fuerza promedio. Suponemos que las masas se van depo-
sitando con regularidad en el tiempo y asi transformamos estos choques individuales en
un continuo.

Como la variaciéon de la magnitud de la fuerza durante cada choque es imposible de
analizar, modelaremos estos problemas a través de una fuerza promedio que actta du-
rante cada uno de los choques. Definiremos el Impulso, como la variacién del momentum
durante un coque que transcurre en un intervalo A t. Esto es lo mismo que suponer que
existe una fuerza promedio, supuestamente constante durante el intervalo A t.

Si analizamos lo que sucede con la segunda ley de Newton en este caso, tenemos:

o AD
o P

impulsiva =~ Ay (IX.18)

Otra forma que puede tomar la ecuacién anterior es la siguiente:
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Impulso = F At = (IX.19)

Ap= Pdespués del choque ~ Pantes del choque-

Debido a la regularidad que asociamos al cambio de masa, aparece un A t a la derecha
de la ecuacién que simplificamos con el indicado a la izquierda de la ecuacién y obtene-
mos la fuerza promedio buscada.

Ejemplo

En una correa transportadora se estan depositando ) kg/s. ;Cudl es el valor de la
fuerza que debemos aplicar en los extremos para mantener constante la velocidad V' de
esta correa?

Figura IX.11: Suponemos que la correa es plana y que constantemente estd aumentando
el material depositado sobre ella. La correa se desplaza hacia la izquierda.

Usamos la expresion para la fuerza impulsiva [IX.19]:

P Pdespués del choque ~ Pantes del choque
B At ’

como la velocidad V' de la correa, permanece constante, la variaciéon del momentum pro-
viene del aumento de masa en la correa. La diferencia entre el momentum final e inicial
es:

{Mm+Am}V -—mV=AmV =QAtV,

reemplazando en la primera ecuacién y simplificando por A ¢, tenemos:
F=QVO
Ejemplo
Consideremos la siguiente situacién: dejamos caer una cadena de largo L cuya masa
por unidad de largo es u. Se pide calcular la reaccion del piso a medida que va cayendo la

cadena. Suponemos que cada eslabén choca directamente con el piso y no es perturbado
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por los eslabones que cayeron previamente.

Se sostiene una cadena de forma que apenas toca la plataforma de una balanza. Se pide
calcular la reacciéon de la balanza sobre la cadena a medida que ésta se deposita, eslabén
a eslabon sobre la plataforma.

Note que la reaccién de la paltaforma es proporcional a lo que se mide el resorte. Supo-
nemos que la masa de la plataforma es grande comparada con la masa de la cadena y de
esta forma no vibra.

que cada eslaboén viaja en forma independiente. La velocidad con la cual llega al piso
depende de su posicién inicial.

Diagrama de cuerpo libre de un eslabén de la cadena.

TT
g
o l!
8 iy &
woal 2
AR
it;og : ‘)'
0
|
=l
Vol d PPLT
v, = 0 v = 29(h—vy)
AP,
vp =7 Fext = =a*
APcy
Fext: At

APoy = Pp— P, = (M(t) — pAy)v — M(t)v

El choque es instantaneo.

Pey = —pAyv
A
AZCt]M — _/LA_?U — —HLUQ
A
A<0

Para detener un eslabon se debe aplicar la fuerza externa
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Fext = R = pv’

(reemplazando v) == +2¢g u(L — y)

Le sumamos la fuerza que mantiene en reposo el tramo

% TTR

a
TR
ng(L —y)

= R=3ug(L —y)
Evalte la fuerza R que debe aplicarse en el extremo de la cadena de manera que se
eleve con una velocidad constante v.
Respuesta:
F=pov(v+gt)
Explicacién:
pv? es la fuerza necesaria para elevar un eslabén v y comunicarle la velocidad.

pov gt = p(v-t)g, es la fuerza necesaria para sostener la masa de la cadena.
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IX.6. EJERCICIOS

1-

Dos carros idénticos, cada uno de masa M, viajan con la misma rapidez V. Por esta
razon, a pesar de no estar unidos, se trasladan sin que cambie la distancia que los
separa. En cierto instante un hombre de masa m, ubicado en el carro de la izquierda,
se da impulso y salta hacia el segundo con una rapidez u relativa al carro posterior.
A partir de estos datos, determine las velocidades que alcanzan ambos carros des-
pués que el hombre se ubicé y permanece en reposo en el segundo carro.

En un alambre con roce despreciable y en forma de V abierta, se desplaza un aro.
Para describir el movimiento de este aro, se proporcionan dos graficos posibles para
la aceleracion en el eje-x versus tiempo y uno solo para la aceleracién en el eje-y del
movimiento del aro sobre el riel.

a.- Explique cualitativamente (sin ntimeros o ecuaciones) el significado de cada uno
de los dos gréficos proporcionados y, en el caso del movimiento en el eje-x, sefiale
cudl de ellos elige como el mas adecuado para describir la trayectoria de la particu-
la. No se guie por la escala de los graficos para llegar a una eleccién. No estd a escala.

b.- Una vez realizada su eleccion, dibuje consistentemente (pero en forma cualitati-
va) los gréficos de velocidad vs. tiempo y posicién vs tiempo en el eje-x y en el eje-y.
Justifique brevemente la apariencia de cada uno de los gréficos.

Nota: Este problema tiene varias interpretaciones dependiendo del modelo que uno
considera para ilustrar el choque del aro al llegar al vértice del riel en V.

A propoésito y en base a la discusién anterior, ;Qué comentario le merece a Ud. el
problema de una particula deslizdndose sobre un plano inclinado y que termina
moviéndose en un plano horizontal? ;Se deben considerar estos graficos en ese ca-
s0?
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— —

3.— Un estudiante de masa m estd sentado en una extremo de un bote de masa M. El mar
estd tranquilo y no hay viento. Al acomodarse, el estudiante realiza un movimiento
brusco y la bolsa con la merienda, ubicada al otro extremo del bote, cae al mar.
Al intentar recuperarla, camina hacia el otro extremo del bote -con una rapidez V
respecto al bote. Si el largo del bote es L metros, ;a qué distancia de la bolsa se
encontrara este estudiante cuando alcance la otra punta del bote?

4.— Un petardo de masa m, inicialmente en reposo, explota dividiéndose en tres pe-
dazos. Inmediatamente después de la explosion, las tres masas se mueven con la
misma rapidez V, y dos de ellas lo hacen en direcciones perpendiculares entre si. Si
la masa de una de estas particulas es m/4, determine la masa de cada una las dos
restantes.

5.— En un alambre sin roce se insertan tres aros de igual masa m. Los aros estan unidos
por un hilo sin masa e inextensible y no tienen grosor para los efectos que estudia-
mos en este problema. Inicialmente estan todos juntos, como aparecen en la figura.
Se procede a comunicar una velocidad V, al aro que esté a la derecha de los tres.

a.- Describa (sin ecuaciones) el movimiento del sistema. Suponga que los choques
entre las masas y los tirones (por ende otra forma de choques) entre los aros conser-
van la energia.

b.- Haga un gréfico cualitativo (a mano alzada) de la posicion versus tiempo para este
sistema de particulas. Considere que al momento de chocar un aro con otros dos
(choque frontal del tltimo aro, por ejemplo) es equivalente a un choque con una
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particula de masa 2 m. En este caso, considere el choque como eldstico. En el gréfico
incluya el tiempo en el eje vertical.

6.— Dos esferas de igual masa m se mueven a lo largo del eje-X, pero en sentidos opues-
tos. La rapidez de cada una de ellas es V; y V5. En el choque frontal que ocurre, se
disipa energia. Encuentre el maximo valor que puede tomar esta energia disipada.
Calcule explicitamente este valor.

7.— Tres bloques se distribuyen uniformemente sobre la cubierta de una mesa de largo
L y sin roce, como se indica en la Figura. Todos los choques que se describen a
continuacion son totalmente elasticos (normalmente se les denomina sdlo elasticos
y sino se da un valor para el parametro e, se subentiende que es totalmente elastico.

a.- Considere el caso en que los tres bloques tienen la misma masa m. Si el bloque
de la izquierda adquiere una velocidad V hacia la derecha, describa la situacién
después que todos los choques han sucedido: ;cudntos bloques quedan sobre la
mesa? ;cuantos caen desde ella?

b.- Para el caso anterioro dibuje un grafico de la posicién de cada masa en el tiempo.
Ubique el tiempo en la ordenada y la posicién como abcisa.

c.- Considere el caso en que el valor de las masas comienza a aumentar proporcio-
nalmente hacia la derecha: m, 2m y 3 m. Nuevamente se le da una velocidad V al
bloque de la izquierda y se quiere saber: ;cuantos bloques quedan sobre la mesa?
(cuantos caen desde ella?

d.- Suponga que hay N masas: m, 2m, 3m, 4m... sobre la mesa y se le comunica una
velocidad V a la primera de la izquierda: ;cuantos bloques quedan sobre la mesa?
;cuantos caen desde ella?.

e.- Lo mismo que el caso c.-, pero con un cambio en la distribucién de masas: 3m,
2m y m. ;depende la distribucién final de velocidades del orden en la magnitud de
las masas?

8.— Un péndulo estd formado por una esfera E de masa m, unida a un extremo de una
cuerda ideal cuyo otro extremo O, permanece unido a un pivote fijo ubicado a una
altura L sobre el piso. Inicialmente la esfera permanece en posicién horizontal (ver
Figura). Desde alli. se suelta, a partir del reposo. Al llegar al punto mds bajo de
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su trayectoria choca con el bloque B, de masa desconocida, que se encuentra en
reposo. Suponga que este choque se puede adaptar para que ocurra de dos formas:
en una de ellas puede ser perfectamente eldstico o, la otra alternativa es que sea
perfectamente ineléstico.

Considerando cada uno de estos casos, determine cudl debe ser el valor de la masa
B, para que después del choque el péndulo alcance la misma altura en cualquiera
de los dos casos posibles.

Note que en uno de los casos, ambas masas viajan separadas después del choque y
en el otro, el choque ineldstico, ambas se elevan unidas.

g
v : N +f E 0
( o iK1
R-xp .
) !
-.‘\\‘-l__?rﬁ-’/ ’ 7777 7777777
Figura IX.12: Problema # 3 Problema # 4

9.— Un anillo de masa 2m se desliza por un aro circular pulido, de radio R ubicado en
un plano vertical y que permanece fijo. Inicialmente parte del reposo desde el punto
mas alto A. Al llegar a B, choca elasticamente con una particula de masa m.

Calcular el 4ngulo 6 que alcanza a subir la masa 2 m, después del choque.

10.— Un sujeto de masa M se desliza con velocidad V, sobre una superficie horizontal
lisa (1« = 0), en direccién a una pared contra la cual se estrellard. Cuando se encuen-
tra a una distancia apropiada, lanza una pelota de masa m que llevaba consigo, en
un desesperado intento por aminorar el impacto. Este infortunado logra lanzar la
pelota con una velocidad w,, con respecto a su persona. La pelota rebota eldsticamente
de modo que el sujeto la atrapa nuevamente justo antes de estrellarse.
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a.- Determinar la velocidad con que se estrella.

b.- Determinar el valor minimo que deberia tener u, para evitar el impacto con la
pared.

Nota: Suponga que la pelota, al ser lanzada viaja en linea recta en ambos tramos:
ida y vuelta. Recuerde que la velocidad w, esta referida al sujeto y no al piso.

11.— Un bloque de masa m descansa en reposo sobre un plano rugoso inclinado. Para

simplicar los cdlculos, supondremos que el coeficiente de roce estatico maximo es
igual al de roce dindmico.

Se dispara un proyectil de igual masa m, el cual, al momento de incrustarse en el
bloque viaja con una rapidez V, paralela al plano inclinado. Calcule la distancia que
recorre el conjunto hasta detenerse. El angulo del piso con la horizontal es .

12.— Una esfera de masa m, esta sostenida por una cuerda ideal de largo L, a un punto fijo

B desde una cierta altura. La masa m se suelta (es decir, parte del reposo!!) desde el
punto A, determinado por el d&ngulo a. Choca eldsticamente con el bloque de masa
M que permanecia en reposo sobre el piso. Si la esfera rebota hasta la posiciéon C,
determinada por el d&ngulo 6, encuentre el valor de la velocidad adquirida por M
después del choque.
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13.-

La cuerda de la figura tiene una longitud L, y la distancia a la clavija P desde este
punto es d. Cuando la bolita se suelta desde el reposo en la posicién mostrada,
oscilara recorriendo el arco punteado. ;Cudl serd la velocidad de la esfera cuando
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llega al punto mds bajo de su oscilacién? ;y cuando alcanza el punto més alto, una
vez que la cuerda ha topado con la clavija?

Sila masa del péndulo logra dar una vuelta completa alrededor de la clavija fija, sin
que el hilo se arruge, demuestre que la clavija se ubicaend > 3L/5.

14.— Un bloque de masa M con una superficie concava, permanece en reposo sobre una
superficie lisa sin roce. Otro bloque de masa m y cuya velocidad es V,, se acerca al
bloque anterior y comienza a deslizarse y remontar sobre su superficie hasta alcan-
zar una altura h. Como no hay roce entre las superficies en contacto, ambos cuerpos
se trasladan y adquieren un movimiento relativo entre ellos.

a.- ;Cuél es la maxima altura sobre el piso que puede alcanzar la masa m? (Suponga
que V, es suficientemente pequefio para que asi h < R).

b.- Una vez alcanzada la maxima altura, el bloque més pequefio naturalmente se
desliza cuesta abajo: ;Cuadl es la velocidad final de M, una vez que m abandona la
superficie del bloque M?

c.- Considere las mismas condiciones iniciales planteadas en este problema, sélo
que ahora la masa m choca eldsticamente con M (imagine que M es otro bloque rec-
tangular). Encuentre los valores de las velocidades después de ocurrido el choque y
comente con respecto al resultado de la parte b).

e

15.— En el sistema de la figura aparecen dos masas m y M sobre una superficie sin roce.
La masa M comienza a moverse desde el reposo. Inicialmente ambas masas se en-
cuentran a una distancia d entre ellas. Si despreciamos el roce y no consideramos la
masa de la cuerda:
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16.—

17.—

a.- Calcule la velocidad de M justo antes de chocar con m.

b.- Suponga que después del choque entre M y m, ambas contintian viaje unidas.
Calcule el cambio de velocidad de la polea colgante y el cambio en la tensién de la
cuerda en el instante del choque.

M o

M l .

En el espacio entre dos planos paralelos separados por una distancia d, existe una
fuerza F, constante y perpendicular a los planos, como aparece en la Figura. Con-
sidere una particula de masa m que incide sobre el plano de la izquierda con una
angulo 0; (con respecto a la normal al plano) y una velocidad V,.

a.- Si el angulo al cual emerge la particula, medido con respecto a la normal del
segundo plano es ¢, encuentre una relacién entre los angulos de incidencia y fuga.

b.- Encuentre el valor minimo del angulo de incidencia 6, para el cual la particula
no logra alcanzar el plano opuesto.

o | —
|

Un péndulo de masa m y largo ¢ se suelta desde el reposo. El angulo que hace la
cuerda con la pared vertical al comienzo del movimiento es ¢. La masa choca con
la pared y rebota. Este choque es ineléstico y esta caracterizado por un coeficiente
de restitucion e. La velocidad inmediatamente después del rebote es V| = e|V,
donde V; es la velocidad con la cual llega la esfera a chocar con la pared. De acuerdo
a la definicién, 0 < e < 1.

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Introduccién a la Mecanica 35

a.- Encuentre una relacién entre los &ngulos maximos @41 y ¢ que forma la cuerda
con la pared después del choque k-ésimo y £ + 1-ésimo.

b.- Si el dngulo inicial es mucho menor que la unidad, encuentre cudnto demora el
péndulo en detenerse.

-~
Y

5

18.— Una masa se ubica a una altura H sobre el piso y sobre una superficie concava sin
roce. Esta superficie se conecta -suavemente- a una superficie horizontal plana, sin
roce. Esta tltima, a su vez, se conecta con un plano inclinado cuya superficie se ca-
racteriza por un roce estatico y cinético conocidos.

a.- Al soltar la masa desde la altura H, calcule la altura maxima que puede alcanzar
sobre el plano inclinado.

b.- ;Cuél debe ser el valor minimo del dngulo # para que la masa no se quede dete-
nida después de alcanzar su altura maxima en el plano con roce? (Debe depender
del valor del coeficiente de roce).

c.- ;Puede describir, cualitativamente, cobmo sera el movimiento de la masa en el
caso anterior, con el &ngulo 6 adecuado? Al seguir su movimiento, ;Se detendra al-
guna vez, o seguird oscilando indefinitivamente?

Nota: No considere las posibles consecuencias proveniente de la arista en la juntura
del plano inclinado y el piso horizontal.

o

O
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19.-

20—

Considere la siguiente situacién: sobre una pelota de masa M y radio R, se ubica
otra esferita de masa m mucho menor que la anterior y de radio despreciable. Am-
bas se dejan caer desde una altura H, como se indica en la figura. Suponiendo que
el choque de la masa M con el piso y el de la masa m con la masa mayor, tiene -
ambos-, un coeficiente de restituciéon e = 0,7, ;Qué altura alcanza la masa m después
del doble choque en el piso?

Suponga que las dos masas, al momento del choque, estan separadas por una dis-
tancia ¢, en el sentido utilizado por los matemadticos. Evitamos asi considerar las
fuerzas de interaccién entre las masas y el piso simultdneamente durante el choque.

Una masa M se desliza por un plano inclinado, sin roce y que forma un éngulo
a con respecto al plano horizontal. La masa se suelta desde una altura vertical h,
desliza hasta chocar ineldsticamente (¢ = 0) con la masa m. Esta se apoyaba en el
extremo de un resorte caracterizado por k y ¢,. Después del choque ambas masas
permanecen oscilando unidas.

a.- Calcule cudnto se comprime el resorte para sostener la masa m, cuando ésta se
apoya en el resorte antes del choque con M. Calcule la energia potencial de esta
masa. No olvide incluir el potencial gravitacional. El punto que Ud. determiné en
esta pregunta es el nuevo punto de equilibrio de este oscilador.

b.- ;Cudl es el valor de la velocidad de las masas (m +M) en el instante en que se
enganchan y se comienzan a mover juntas comprimiendo el resorte?

c.- Este resorte oscilara alrededor de su nuevo punto de equilibrio (que no es el largo
natural /,) ni el encontrado en la parte a.-. Encuentre este punto de equilibrio.

d.- ;Cudl es la maxima rapidez que adquiere la masa M sobre el plano inclinado?
¢Donde ocurre esto: cuando desliza sobre el plano o cuando oscila con m atada al
resorte?

e.- ;Cuadl es el valor de la amplitud de oscilacién de este resorte y el valor de su fase
?
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