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Capitulo I

CINEMATICA EN 1-DIMENSION

I.1. INTRODUCCION

La descripcion matematica de la trayectoria de un objeto es lo que denominamos cinemdtica. En
este capitulo estudiaremos el movimiento de una particula en una dimension: la particula se mueve
a lo largo de una linea recta.

Este ejemplo es el més basico, pero utiliza todas las ideas de la cinemadtica en dos y tres dimensio-
nes.

Cuando nos referimos a una particula, queremos decir que un objeto como un auto, un bloque o
una persona, la identificamos sélo mediante un punto matematico que le asignamos. No conside-
ramos sus dimensiones.

Un ejemplo: en la descripcion del movimiento de la Tierra en torno al Sol, la distancia relevante
es la distancia Tierra—Sol, el tamafio de la Tierra no se considera y la identificamos como una
particula.

Este movimiento a lo largo de una linea recta, se asocia con el eje de los nimeros reales. La
eleccion de un origen divide a esta recta en dos zonas: sector positivo, a la derecha del origen vy,
negativo a la izquierda.

La coordenada es un nimero real que se asocia con la posicion de la particula y que corresponde
a la posicion de la particula sobre la recta real en un instante dado. Debemos, en general, especificar
dicho instante. La descripcion de este movimiento se completa cuando conocemos la posicion en la
linea de los reales y el tiempo asociado con dicha posicion. Esto lo denotamos por x(¢): la posicion
que tiene una particula en cada instante de tiempo ¢. Es la funcion = de t.

En el laboratorio, s6lo se logra determinar la posicion de la particula en determinados instantes.
En estos casos el movimiento se describe mediante una fabla de valores.



4 version de 20 de marzo de 2016

TIEMPO |DISTANCIA

0 0
0.034 1
0.067 2.238

0.1 3.429

30

0.134 4.714
0.167 6 5 ¥=38.2685-0.3822

0.2 7.19 Rzzmj/'/
0.234 8.476 20
0.267 | 9.713 /

0.3 10.951 | |15
0.334 | 12.285 /
0.367 | 13.523 ||!°

0.4 14.856 /
0.434 | 16.189 s
0.467 | 17.427

O (0N (o0 bW (N

=
o

=
=

=
N

=
w

=
B

[y
u

16| 0.5 18.665 = = = -
17| 0534 [ 19.05 .

18] 0567 | 21331

19 06 22.759

20| 0.634 | 24.004 o seriest

21| 0.667 | 25.33 Lineal (series1)

Una buena estrategia para estudiar un movimiento es graficar la funcién z(t). Por ejemplo,
podemos ubicar los valores de ¢ en el eje horizontal (abcisa) y la posicién correspondiente a ese
instante en el eje x (ordenada). Una mirada a un gréfico, permite obtener una gran cantidad de
informacion.

Cuando una tabla de datos contiene muchos puntos podemos intentar unirlos por una linea con-
tinua. Esto genera un gréfico. En algunos casos es posible asociar esta curva con una funcién f(t)
que relacione, en forma tnica, la variable ¢ con z = f(¢).

Generalmente existe una dispersion en los datos y no tiene sentido dibujar una curva x = f(t)
que pase a través de todos y cada uno de los puntos. En este caso se puede ajustar una curva ele-
mental —una curva que tenga una expresion analitica simple—, que se aproxime lo mds posible a los
datos. Existen procedimientos conocidos que realizan esta tarea y que son usados en el laboratorio.

i &'EF‘\*
__,'__.: .‘—Jr-'-/,_n‘-”I = l‘/_--i /_-.\
_f [ “n v i ._’f ! __ ' '
/// . \ 3 | /- |
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! > l 5 | »
(a) X (b) b X

(c)

Figura I.1: Una curva es suave si la funcién y su tangente cambian en forma continua. En caso que
existan discontinuidades de la curva (a), o su tangente (b), o ambas simultdneamente (c), debemos
analizar cada tramo por separado.

Un ejemplo cuyo resultado se expresa mediante una funcion elemental, como polinomios, fun-
ciones trigonométricas..., constituye el caso ideal para ser analizado en detalle.

I1. INTRODUCCION Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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En algunos casos debemos recurrir a los métodos numéricos para resolver el problema.

Comenzaremos estudiando las curvas mds simples y que se usan con mayor frecuencia: la linea
recta y la parabola.

1.2. GRAFICOS

1.2.1. Ecuacion de la recta.

La siguiente ecuacion representa una linea recta:

Yy = mx + n. (I.1)

Con los parametros m y n es posible caracterizar a cualquier linea trazada en el plano.

Sabemos que dos puntos determinan completamente una recta. Basta marcar los dos puntos en
la Figura 1.2 y enseguida trazar con una regla una linea recta a través de ellos.

Para encontrar la relacion entre los valores de m y n y las coordenadas xp, yp y ¢, yq de los
puntos Py (), elegimos la ubicacion de estos puntos de manera que simplifiquen el dlgebra.

aY

P

o

. Q 0 .

Figura I.2: Las coordenadas de los puntos P y Q determinan los pardmetros m y n de la recta. Las
coordenadas del punto P son los valores xp € yp, que se obtienen trazando por P una paralela a la
ordenada 'y a la abcisa respectivamente.

Como el punto P pertenece a la recta, obedece la ecuacion 1.1 de forma que se cumple que:
Yyp = MIp + n.

De la Figura 1.2 se sabe que xp = 0, puesto que su proyeccion sobre el eje x coincide con el
origen y por tanto el nimero asociado es precisamente (. Al reemplazar este valor en la ecuacién
de la recta anterior obtenemos yp = n.

Un razonamiento similar indica que: yo = 0 = mxg + n para el punto Q. De modo que xg =
—n/m. Si relacionamos esta tltima ecuacién con el valor de la coordenada yp = n, obtenemos:

m = e >0, puesto que rg < 0.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Recordando la definicion de tangente del capitulo anterior, descubrimos que m es precisamente la
tangente del angulo « en el tridngulo A QOP.

La generalizacion de esta definicion para cualquier par de puntos 1 y 2 es la siguiente:

Y2 — Y1
m—=-———-——-
To — T

= pendiente de la recta. (1.2)

Ejercicio

Demuestre que esta definicion generalizada de m, coincide con el valor obtenido para m en el
caso particular de la Figura 1.2. O

Algunos casos particulares de la ecuacion de una recta.

Si ponemos n = 0, la ecuacion 1.1 queda: y = mx, y representa una recta que pasa a través del
origen.

|
Il
B

» > g

X X X

Figura 1.3: Ejemplos de la ecuacion de una recta. Cada una de las Figuras representa un caso
particular de las ecuaciones estudiadas.

Si m = 0, la pendiente de la recta es nula y por tanto es paralela al eje z. En este caso y = n,
independiente del valor asignado a x.

Otro caso particular es la ecuaciéon z = a. Esta ecuacion corresponde a una recta perpendicular
al eje x que lo corta en el punto x = a. En rigor, esta ecuacidn no es una funcién: no queda definido
cOmo asociar en forma tinica un sélo valor de y al punto x=a.

En algunos ejemplos de cinemadtica, la pendiente de una funcién —o la funcién misma— sufren
un salto repentino. En estas situaciones, cada discontinuidad sefiala el comienzo de una nueva
ecuacion para la recta. A continuacioén se incluye un par de estos casos.

2. GRAFICOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Ejemplo
y=0 <0, y
A
y=z 0< <3, 8 |
|
i I
y=—-cv+3 x>3. ";\*x
a) En z = 0 la funcién es continua |
pero la pendiente es discontinua. En
x = 3 se produce una discontinui- Ya

dad de la funcién y de la pendiente.

] ) +3 [r—
b) Otro caso del mismo tipo es:

y=—3, para x <0,

y=—x x> 4.
Ejercicio

Escriba la ecuacion correspondien-
te a cada uno de los lados del
tridngulo rectangulo de la figura ad-
yacente.l

1.2.2. La parabola.

La ecuacién de una pardbola es:

y=ax’+bxr+c 1.3)
Los valores que toman los pardmetros a, b y ¢ determinan las distintas formas que adopta la
pardbola. Algunos de estos casos se incluyen en la Figura 1.4.

La interseccion de la pardbola con el eje x (cuya ecuacion es y = () son las raices de la ecuacién
cuadrética. Cuando la pardbola no corta al eje x, las dos raices son nimeros complejos conjugados.
Cuando la toca en un solo punto, las dos raices de la ecuacion son iguales.

Familiarizarse con el grafico de una pardbola es fundamental. El movimiento de una particula

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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sometida a una aceleracion constante —por ejemplo, en caida libre sobre la superficie de la tierra—,
queda descrito precisamente por esta curva.

YA YA

Y
4 \ a>0 a>0

a>0

A : x

-
XMZ Xg \

Figura 1.4: Significado geométrico de a, by c. a > 0: indica concavidad ( | J), a < 0: convexidad
( (). c: indica la coordenada del punto donde la pardbola corta a la ordenada y b la pendiente en
dicho punto.

Va, [ —4ac] >0, y= az’?+br+c=0, poseedos raices reales: x, oy;
Va, [0 —4ac] <0, y= az?+br+c=0, dosraicescomplejas: 21, 2} ;
Va, [0 —4ac] =0, y= az?+br+c=0, dosraicesrealesiguales: z; = 5.
(V = para todo).
Ejemplo

Encontrar las coordenadas de los puntos donde una recta intercepta una pardbola. La ecuacion
de la pardbola es y = —x? + 2 y la recta obedece a la ecuacién y = .

La interseccion de las dos curvas indica que ambas tienen al menos un punto en comun, llamémos-
le P. Como el punto pertenece a ambas curvas, sus coordenadas, xp e yp, deben satisfacer las
ecuaciones de ambas curvas simultdneamente. En P se cumple entonces que:

Ecuacion  Ecuacion de Las coordenadas (xp, yp) del punto P
de larecta: la pardbola:  deben cumplirse para la ecuacion de
la recta y de la parabola. Entonces:
y =z, y=-—a>+2, — r=-—22+2

Las dos soluciones de esta ecuacion cuadrética son: xp = 1 = yp, y vg = —2, yg = —2.

2. GRAFICOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura L.5: A la izquierda se dibujan los gréficos de la recta y la parabola, con las letras y; € yo. A
continuacion se superponen ambos graficos. En el ejercicio se pide encontrar las coordenadas de
los puntos de interseccion.

Ejercicio

Grafique el polinomio y = 2% + bx + ¢, para distintos valores de b y ¢, hasta obtener una
combinacion tal que solo exista una raiz real para la ecuacion cubica.

Indicacién: Recuerde que las raices de un polinomio se obtienen poniendo y = 0. Por ejemplo,
sic = 0yb < 0, entonces existen tres raices reales, un de ellas es z = 0 y las otras dos son
x = £+/—0b. Examine a continuacién qué sucede con b > 0.0

1.3. VELOCIDAD

I.3.1. Velocidad constante.

Como mencionamos anteriormente, iniciamos el estudio de la trayectoria de los cuerpos restrin-
giéndonos a movimientos en una dimension.

Para determinar la posiciéon que ocupa el mévil en cada instante, usamos una linea recta, cuyos
puntos identificamos con los nimeros reales. Esta es la coordenada del cuerpo en movimiento.

Adun en el caso que dibujemos el mévil con sus dimensiones correspondientes, el cuerpo efecti-
vamente estard representado solo por un punto, de esta forma no existe ambigiiedad al identificar
la posicion del cuerpo con el niimero real correspondiente a su coordenada.

Para describir el movimiento podemos usar una Tabla, como la mostrada al comienzo del Capitu-
lo, que contenga en una columna el tiempo y a su derecha la posicion en dicho instante.

Otra manera de representar esta trayectoria, es mediante un gréfico.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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Linea recta

La representacion gréfica es util para visualizar las propiedades de la trayectoria de una particula.
La Tabla de Datos se usa de preferencia en los Laboratorios para guardar informacion.

Usualmente en un grafico se asigna la variable independiente, el tiempo en este caso, al eje
horizontal y la variable dependiente, la posicion, al eje vertical.

A continuacién analizaremos con detalle el significado de una linea recta en un grafico distancia
vs. tiempo. Comenzamos con la siguiente afirmacion:

El grdfico mads simple de distancia versus tiempo, es una
linea recta y representa una particula viajando con veloci-
dad constante.

X

b4 |

X,
]

Figura 1.6: El grafico indica las distintas posiciones que toma una particula a lo largo del tiempo,
cuando viaja con velocidad constante. La pendiente (o inclinacion) de la recta permite conocer su
velocidad. La Figura ilustra el significado de la A introducida en el texto.

La tangente de una recta es independiente del punto donde la midamos: es constante.

Ar 19— 1
tan @« = — = (L.4)
At to — 11
Como es un movimiento unidimensional la velocidad puede ser positiva o negativa dependiendo si
T9 > X1 O viceversa.

Notacion

La diferencia entre dos cantidades de la misma naturaleza y consecutivas, como por ejemplo: dos
posiciones, dos instantes de tiempo, dos velocidades...etc., se indica mediante una A. Por ejemplo,
Az es la diferencia entre la posicion x5 y la posicion x;. At = [ty — 1], es la diferencia entre el
tiempo correspondiente a la posicion x5 y x1, respectivamente. O

1.3. VELOCIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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La diferencia entre la coordenada de una particula en el tiempo ¢, y la coordenada en el tiempo
t1, (con ty > t1), se denomina desplazamiento:

Desplazamiento = [z — 1] = Ax.

El desplazamiento es una cantidad que tiene signo. Si la coordenada x de la particula se incrementa
en el tiempo, el desplazamiento es un niimero positivo; si al contrario, decrece en el transcurso del
tiempo, el desplazamiento es negativo.

Definicion:

Velocidad de una particula es el cuociente entre el desplazamiento
y el tiempo que transcurrié durante dicho desplazamiento.

p = Hlb) —2(t) (L5)
ty — 1,

En un grafico x(t) versus ¢, esta definicion corresponde a la tangente del angulo que forma la recta
que une (z1,%1) y (x2,t2) con el eje horizontal.

A partir de esta expresion podemos determinar la ecuacion que relaciona z con ¢ en cualquier
instante:
r — Xy

v = velocidad constante = .
t—to

(1.6)
x es la posicion correspondiente al tiempo ¢ty z es la posicion ocupada por el movil en £y. Despe-
jando:

r—1x9 =v(t—1tp),

r =x9g+vt—uvip.

Supongamos que t, = 0, es decir, el reloj comienza a funcionar cuando la particula se encuentra
en xy. (Es lo que sucede, por ejemplo, en una carrera de atletismo). Entonces:

En un movimiento con velocidad constante, 1a posicion en un ins-
tante cualquiera, viene dada por:

r=xy+v-t. (L.7)

En un grafico x versus ¢, esta ecuacion representa una linea recta.

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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La inclinacion de la recta con res-
pecto al eje del tiempo es una medi-
da de la velocidad de la particula.
tan oy = v, tanay = 9,
tan ag = v, con vy > vy > Vj.
Una recta horizontal corresponde a
una particula en reposo y una rec-
ta vertical (perpendicular al eje del
tiempo) representa un objeto que
tiene velocidad infinita.

I.3.2. Velocidad media

Es muy dificil encontrar un movimiento con velocidad constante. Lo natural es que la velocidad
cambie a lo largo de la trayectoria. En el caso de un vehiculo, los seméforos, los baches en el
camino, el transito... etc. impiden mantener una rapidez uniforme. En estas condiciones un gréfico
posicion versus tiempo, adopta una forma complicada: el cambio de velocidad produce, de acuerdo
al razonamiento anterior, un cambio en la pendiente de la curva y el grifico deja de ser una linea
rectay se transforma en una curva. En este caso, solo tiene sentido definir una velocidad instantanea
—asociada a cada instante de la trayectoria—, pero aqui postergamos esta definicién e introducimos
en su lugar el concepto de velocidad media.

La idea detras de la velocidad media es intuitiva: por ejemplo, cuando se prepara un viaje, se
desea saber cuanto se tardara en llegar alli. Si tenemos experiencia en este tipo de viajes, sabemos
que si acostumbramos a viajar a una velocidad de 90 km/h, entonces, para estimar el tiempo de
viaje, debemos considerar una velocidad de sélo 70 km/h, con ello tenemos presente las posibles
detenciones, la demora en adelantar a los vehiculos mds pesados en las subidas... etc. Esta veloci-
dad de 70 km/h, es precisamente lo que se denomina velocidad media. Indica que si enviamos un
automovil con una velocidad constante e igual a 70 km/h llegard simultdneamente con nosotros.
Con esta velocidad media se compensan exactamente las detenciones y los tramos de la carretera
en la cual viajamos mds rapido.

Esta es la explicacion intuitiva de la velocidad media.

Definicion:

La velocidad media entre O y el punto P de la trayectoria, se define como el cuociente entre
el camino recorrido, xp — xp, y el tiempo total empleado en recorrerla At. En geometria, esto
corresponde a la tangente del dngulo o que se indica en la Figura. 1.7.

A continuaciéon generamos una definicidon cuantitativa (matemdtica). Notemos que en ambos
casos —el modelo con velocidad constante, y el real, con velocidad variable—, la distancia recorrida
es lamisma. De este modo, usando la relacidn entre la distancia y el tiempo empleado en recorrerla,

1.3. VELOCIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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1.7, de la férmula anterior, tenemos:
Distancia Recorrida = Velocidad Media x Tiempo Total del Viaje.

Para un caso real, debemos dividirlo en etapas y suponer nuevamente que viaja con velocidad cons-
tante en cada una de dichas etapas. (Solo cuando definamos la velocidad instantanea nos podremos
deshacer de esta suposicion). Enseguida procedemos a sumar las respectivas distancias recorridas
en cada etapa, de acuerdo a la férmula [1.7]:

Distancia Total Recorrida =

Velocidad Media Etapa 1 x Intervalo de Tiempo en Etapa 1 +

Velocidad Media Etapa 2 x Intervalo de Tiempo en Etapa 2 +

Velocidad Media Etapa N x Intervalo de Tiempo en Etapa N.

Distancia Total Recorrida = Vi x Aty + Vo X Aty + Vi x Ats + ...

donde hemos definido At;, como el intervalo de tiempo en el cual el mévil viaja con velocidad V.

Reemplazando la distancia total recorrida por la férmula correspondiente a un observador que
se mueve con velocidad constante, tenemos:

N
Velocidad Media x Tiempo Total del Viaje = Z Vi X Aty,
k=1

B z]kvzl V/{; X Atk
Zi;vﬂ Aty

Velocidad Media =V (I.8)

La velocidad media en el punto P, de la Figura es:

Sy wp—0] _xp

V(P)_m_ tp’

Note que esta definicion es igual a la dada anteriormente [1.8], el numerador en esta ecuacion es
precisamente la distancia recorrida xp y el denominador es también el tiempo total ¢ p.

1.9)

En la definicién de la velocidad media s6lo importa la posicion final, la inicial y el tiempo
empleado en el trayecto. Se pierde informacién acerca de las variaciones de la velocidad que

Universidad de Chile Departamento de Fisica
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o) .

0 te

Figura 1.7: La curva corresponde a un movimiento con velocidad variable. La velocidad media
entre O y P se calcula dividiendo la distancia recorrida por el tiempo empleado en llegar a P. Con
esto se pierde informacion acerca de los detalles de la trayectoria en los puntos intermedios.

pudieron ocurrir durante la trayectoria. Por ejemplo, el valor calculado para la velocidad media en
el ejemplo de la Figura, ignora que el movil estuvo detenido entre t4 y £ 3.

Ejemplo

Un objeto se mueve con una velocidad constante v; = 20 m/s durante 20 s partiendo desde A,
permanece en reposo por 20 s y continda viaje en la misma direccion con una velocidad de 40 m/s
durante otros 20 s, deteniéndose finalmente en un punto que denominamos B.

a) Graficar la velocidad media de cada uno de los intervalos versus tiempo.
b) Indique la forma del Grafico desplazamiento versus tiempo, para este ejemplo.

x|m|
Y

0 40 60

» t[seg]

12004

800

4001

L

e

. -

i Lseg]

Figura 1.8: Gréafico desplazamiento versus tiempo y velocidad media versus tiempo, obtenidos a

partir de los datos de este ejemplo.

c¢) Calcule el valor de la velocidad media entre los puntos A y B de este problema.

1.3. VELOCIDAD

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Los valores de la velocidad en las distintas etapas son:
v = 20 m/s Uy = 0 '173 = 40 m/s
Atl =20s Atg =20s Atg =20s

At; = intervalo de tiempo en que la particula viaj6 con velocidad v;... etc.

La velocidad media se calcula sumando las distancias recorridas en cada una de las etapas y
dividiendo esta cantidad por el tiempo total empleado en hacerlo.

v= |01 Aty +0- Aty + 03 - Atg]/(Aty + Aty + Ats)

[20 - 20 + 0 - 20 + 40 - 20]/[60s] (1.10)

o= [400 + 800]/[60] = [1200]/[60] = 20 m/s O

Ejemplo

En el equipo de la carrera de postas de un colegio, siempre ubican al més rdpido en el dltimo
relevo. Si se conoce la velocidad media de cada uno de los atletas, demuestre que su distribucién
en la pista no mejora el tiempo del equipo.

Para simplificar el dlgebra suponga que sélo participan dos atletas. No considere el posible
cambio de rendimiento de un atleta debido a la presion sicoldgica de los dltimos metros de la
carrera.

Supongamos que los atletas alcanzan una velocidad media de ©; y v» respectivamente.

Lo que debemos calcular es la velocidad media del equipo, es decir el tiempo que les toma
recorrer el total del trayecto: AB.

trayectoria total
fiempo empleado — L£1 T L2l/[t1 + t2]

UAB =

T = T1 = T ambos recorren la misma distancia.

2 x representa la distancia total recorrida, pero veremos que este dato no aparece en el resultado
final. La explicacion de este hecho es que la velocidad media del equipo debe depender de las ve-
locidades de cada uno de los atletas y no de lo extenso de la trayectoria. Recuerde que la velocidad
media de los atletas es constante, no depende de la distancia recorrida. Este es otro de los supuestos
de este ejercicio: los atletas no se agotan.

Lo que puede influir, por cierto, es la fraccion del trayecto que recorre cada uno de los atletas.
Por ejemplo, si uno de los atletas realiza casi todo el trayecto, entonces la velocidad media del
equipo serd muy parecida a la velocidad media de este atleta.
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Despejamos primero t;. Usando la férmula de la velocidad v; = z1/t; = x/t; tenemos t; =
ZL’/@l .

Anélogamente ty = x /0,

vap = 2x/{[x/01] + [x/0:]},

= 2z/{x(v; + 02) /(0172) }

_ 20,0y

VaAB = 7—/——~

<U1 + ’UQ)
2 1 1

0, de otra forma: _— = — 4 —.
VAB U1 V2

Como esta expresion no se altera si cambiamos ¥; por U3, concluimos que la velocidad media
del equipo es independiente del orden en que participen los atletas.

Supongamos que vy permanece fijo y distinto de cero. Averiguemos como depende v4p5 de v;.
Esto corresponde al caso en que uno de los atletas recién se incorpora al grupo y el entrenador
desea cuantificar el progreso que experimenta su equipo con este nuevo elemento.

Figura 1.9: Valor de la velocidad media cuando una de las velocidades del tramo permanece cons-
tante. La velocidad media depende en forma no—lineal con respecto a v;. Si fuera lineal, al aumen-
tar v, al doble, la velocidad media v 45 se incrementaria de igual forma.

Del grafico correspondiente a esta situacion se desprende que por muy rapido que sea el nuevo
atleta la velocidad del equipo no puede sobrepasar el valor limite de vap = 2vs.

Las aproximaciones hechas aqui parecen razonables; no hemos incluido la demora en el paso del
bastén ni tampoco el aspecto sicolégico: lo que un atleta puede dar si es exigido al méximo. Este
ultimo factor puede ser sin duda importante, pero hay que darse cuenta que no estd relacionado con
la méxima velocidad que puede alcanzar el atleta. En otras palabras, si el atleta mas lento mejora
notablemente su tiempo cuando es exigido —y aun sigue siendo el més lento—, conviene ubicarlo
en el ultimo tramo.O

Ejercicio

1.3. VELOCIDAD Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Verifique si esta dltima afirmacion corresponde a la verdad. Suponga, por ejemplo, que vy > vy
pero que el atleta cuya rapidez es v; mejora su tiempo en un 10 % en las finales, en cambio el otro
lo hace en un 30 %. O

Ejercicio

a) Encuentre la velocidad media cuando participan 4 atletas.

b) (Cuadl es la expresion para la velocidad media, en el caso de dos atletas, suponiendo que no
corren distancias iguales sino que uno de ellos cubre un porcentaje 0 < o < 1 de la distancia total?
O

A continuacion estudiamos un movimiento en el que ocurre un cambio de signo en la velocidad.
En este caso debemos asignar un sentido positivo al eje coordenado.

Ejemplo
Una pelota se lanza sobre una pared con una velocidad constante v;. Al chocar con la muralla
se devuelve con una velocidad v, cuyo moédulo (rapidez) es, awv;, donde 0 < o < 1.

Si la distancia desde el punto de lanzamiento hasta la muralla es d, se pide:

a) Calcular el tiempo que demora la pelota en ir y volver al punto de partida, como una funcién
de o

Ida:
De la Figura tenemos,

A(4 t=0 s
tlzd/vl. A .,
Retorno: /‘gl » Jx@
z) -
vy < 0. /] 5
: /‘@ t=t, st

vy = [0 — d)/[tz — ta].

Si ahora ponemos v, = —a v
entonces, to — t; = d/[avy]. A Y
De aqui, 2
vl
]
lo = d[l/vl + 1/(a Ul)]? : | tE
1
0 . ;
t2:t1[1+1/a] ﬂ,’l.f_ _______ : J
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b) Se pide graficar velocidad y rapidez versus t (Ver Figura).

A posicion A rapidez
dj--- | Iqil"""_ 1
| _ 1
T 1
: l{I 1| I I
I | [
: > 4 ol
4 l, L P

Figura 1.10: Grafico posicion versus tiempo 'y rapidez versus tiempo. Recuerde que la rapidez s6lo
considera el médulo de la velocidad. Note que a pesar que la distancia recorrida es 2 d, la posicion
final coincide con el punto de partida.

¢) Haga un gréfico de la distancia recorrida versus el tiempo empleado, tomando como origen el
punto de lanzamiento.O

En el siguiente parrafo haremos una afirmacidn cuya validez se extiende desde aquellos ejemplos
cuyo movimiento se realiza con velocidad constante hasta los casos en que la velocidad varia
arbitrariamente. Su demostracion la postergamos hasta mas adelante.

En el grafico velocidad versus tiempo, el area encerrada bajo
la curva equivale al camino recorrido durante dicho interva-
lo. Este es un resultado general, valido para una velocidad
constante o variable.

Verifiquemos esta afirmacion en el ejemplo anterior; estudiemos la trayectoria de ¢; a t,. Por
definicidén, el mévil parte del origen como se muestra en la Figura. Como en cada uno de los
trayectos recorre la distancia d, tenemos:

d=v; Xt = |U2| X (tQ_t1)7

pero ambos productos son iguales al drea encerrada en el gréfico velocidad versus tiempo, de cada
uno de estos casos. De hecho en el rebote de la pelota, d es negativo, debido a que el desplazamiento
es negativo, por esta razon consideramos el valor absoluto de v,.

En el caso general, aquél con velocidad variable, tomaremos pequefios intervalos y aproximare-
mos, en cada uno de ellos, la velocidad correspondiente con una velocidad constante caracteristica
de cada intervalo. De esta forma la distancia total recorrida sigue siendo el drea bajo la curva, y
estard compuesta por la sumatoria de los rectdngulos asociados a cada intervalo de tiempo en los
que se dividio el tramo total.

El anélisis de esta aproximacion es el contenido de la siguiente seccion.
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I.4. VELOCIDAD INSTANTANEA

Una particula que se traslada con velocidad constante corresponde al caso més simple que pode-
mos imaginar. S6lo en casos muy particulares ocurre este fenomeno en la naturaleza. Sin embargo,
como es dificil registrar la velocidad en cada punto de la trayectoria, se considera, como alternativa,
la velocidad media.

Para analizar el movimiento de una particula con més detalle se requiere conocer el valor de la
velocidad en tramos intermedios de la trayectoria.

Recordemos que el valor de la velocidad media no depende de la subdivision del tramo. Por
ejemplo si subdividimos OP en cuatro intervalos arbitrarios y calculamos en cada uno de ellos la
velocidad media y a partir de estos valores calculamos la velocidad media entre O y P de acuerdo
a la férmula 1.8, esta operacion, no altera el valor de la velocidad media calculada, por ejemplo,
dividiendo el trayecto OP en s6lo dos tramos.

XA VA
P Vo
Q7 ) v,
e -
0 L 1, v 0 Lo ot

Figura I.11: EI objeto se desplaza con una velocidad variable. A cada intervalo se asocia un valor
para su velocidad (velocidad media), que depende del intervalo mismo. En la Figura se toma un
punto intermedio Q para comparar con el caso original en el cual s6lo se contabiliza el punto inicial
Oy el final P.

Hasta ahora s6lo podemos estudiar problemas de los cuales conocemos la velocidad media en
un cierto namero de intervalos. Al ir de un tramo al siguiente, la velocidad media experimenta
un salto para alcanzar el nuevo valor. Obviamente esto es artificial. La velocidad varia en forma
continua, no a saltos.

Para disminuir la magnitud de los saltos es necesario subdividir el tramo en intervalos mas
pequefios. Si pretendemos hacerlos imperceptibles, debemos aumentar el nimero de intervalos,
haciéndolos mds y mas diminutos. En el limite —cuando el tramo es mas pequefio de lo que pode-
mos imaginar pero distinto de cero—, necesitamos conocer la velocidad asociada a cada uno de los
puntos de la trayectoria. Esto es lo que se denomina la velocidad instantdnea.

Para realizar este proceso debemos calcular la velocidad media entre dos puntos que estén 1o mas
cercano posible. En el proceso de acercar un punto al otro, el valor de la velocidad (la pendiente
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de la cuerda en la Figura 1.12) va cambiando, pero se aproxima a un limite que se denomina la
velocidad instantdnea y que corresponde a la inclinacién de la tangente a la curva en dicho punto.

X A

Figura I.12: En esta Figura se aprecia que al ir acercando el punto E hacia A, la cuerda se aproxima
mads y mas a la tangente trazada por el punto A. El valor de la tangente en A, corresponde al valor
de la velocidad instantdnea en A.

La descripcion anterior corresponde a una operacion matemadtica bien definida, que se denomina
tomar el limite de una funcién. La velocidad instantanea se define como:

t)— x(t
velocidad instantanea en ty = v(ty) = th/n? x( i ;’7 (to)
—10 — 1

La operacién lim;_,;,, en la forma sefialada corresponde a tomar la derivada de la funcion z(t).
En términos geométricos, la derivada es la inclinacion de la tangente a la curva en el punto ¢,. Esto
es lo que se observa en la Figura I.12, al acercarse al punto A tanto como sea posible: (D — C' —
B — ...) la cuerda tiende a coincidir con la tangente en el punto A.

En un grafico desplazamiento versus tiempo, la velocidad
instantanea en un punto P, es la inclinacion de la tangente a
la curva en dicho punto.

Nota acerca del limite.
El hecho de tomar puntos tan cercanos ¢t — t, revela que al dividir por [t — to] en la ecuacién
I.11, corremos el riesgo de estar dividiendo por cero. La respuesta a este temor es la siguiente:

primero, no se estd dividiendo por cero puesto que la operacion lim sefiala que [t — (] tiende a un
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valor tan pequefio como se quiera, pero distinto de cero. En segundo lugar, si la funcién z(t), es
continua —y este es el tipo de funciones que nos interesan—, al acercar t — t, la diferencia entre
x(t) y x(to) es también muy pequena e igual a una suma de términos que contienen potencias de
[t — o).

x(t) —x(te) =b- [t —to] +c- [t —to]* + ...

donde b, ¢, ... son constantes que dependen del valor de (). Solo diremos que este es un resultado
general y que se denomina desarrollo de Taylor.

Volviendo al argumento previo, al tomar el limite, cuando ¢ — ¢, las potencias de
[t —to] que aparecen en x(t) — x(to), se hacen arbitrariamente pequefias y no necesitamos conside-
rarlas salvo la primera, [t — t,] que se simplifica con el denominador y da el valor de la derivada.OJ

I.5. ACELERACION

I.5.1. Definicion

En la seccion anterior definimos la velocidad como la inclinacion de la tangente a la curva xz(t)
versus t. Analogamente, en un grafico velocidad versus tiempo, definimos la aceleracion como la
inclinacién de la tangente a la curva que determina la velocidad en cada instante.

La aceleracidon se define como la razon entre el cambio de
velocidad y el intervalo en el cual ésta ocurre.

v — vy Av
a = _—
t—ty At

Para estudiar las propiedades de la aceleracion, definida de este modo, comenzamos, como es
usual, por el caso mas sencillo.

(1.12)

De acuerdo a esta estrategia, inicialmente no consideramos cambios arbitrarios de velocidad
como el que muestra la Figura a continuacion, por las dificultades matemaéticas que involucra.

A continuacion nos referimos a las dimensiones de la aceleracion y enseguida comenzamos con
el caso de aceleracion constante.

I.5.2. Dimensiones y unidades. (SI)
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e ¢

Figura 1.13: Gréfico de velocidad versus tiempo para una aceleracion que varia en el tiempo. Las
trayectorias con aceleracion constante corresponden a una recta en este grafico. La inclinacién de
la recta nos da el valor de la aceleracion.

VA Vi

a =0

constante

v = constante / a=
a>0D

»t »t

Figura 1.14: Gréfico de velocidad constante versus tiempo y velocidad versus tiempo con acelera-
cidn constante.

La dimensién de longitud se escribe como [L] y la dimensién correspondiente al tiempo, como [ T

1.

1.5.3. Aceleracion constante

Como la aceleracion es, por definicidn, la inclinacién de la tangente a la curva velocidad versus
tiempo, el caso particular de una aceleracion constante queda representado, en este tipo de gréfico,
por una linea recta.

A partir de la definicion de aceleracion:

U1 — Yo
t1 — 1o

a =

obtenemos la expresion para la velocidad. Para acortar los calculos suponemos el origen del tiempo
en to = 0. Despejando la velocidad de la férmula anterior, llegamos a:

vV — 1

a = =a-t=7v— g,
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donde reemplazamos ¢, por ¢, un tiempo arbitrario, puesto que la pendiente de la curva es una sola
y no depende del valor que tome ¢. De aqui tenemos:

v=uvg+a-t. (I.13)

Esta expresion nos da la velocidad en el instante t, bajo el supuesto que a = constante y ¢y = 0.

I.5.4. La posicion en funcion del tiempo si la aceleracion es constante

Antes de calcular la distancia recorrida hasta el instante ¢, necesitamos calcular la velocidad
media U, para un movimiento con una aceleracion constante.

Recordemos que, por definicion, la velocidad media es la velocidad constante con la cual un
movil debe viajar para recorrer la misma distancia que en el caso dado, empleando el mismo
tiempo. Cuantitativamente la velocidad media es v = z/t, con
( x = distancia recorrida en el intervalo de tiempo t). De aqui obtenemos:

z =0t (1.14)

—=

Por otra parte, sabemos que el drea bajo la curva en un gréfico velocidad versus tiempo representa
la distancia recorrida. En el caso de aceleracion constante, entonces la distancia recorrida es el area
bajo el trapecio de la Figura I.15, y su valor es, de acuerdo al resultado que obtuvimos en el capitulo
anterior:

5(7) + v,) - t = distancia recorrida en el tiempo t = .

Esta distancia debe ser —por definicién de velocidad media—, la misma que recorri6 el mévil con

velocidad constante v,

1
§(v+vo)-t:6t:x, (L.15)

de la primera igualdad se obtiene la expresion para la velocidad media.

La velocidad media de una particula moviéndose con acele-
racion constante es:

(O
G
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Los gréficos velocidad versus tiempo, para los casos de aceleracion constante, son lineas rectas
cuya pendiente indica la magnitud de la aceleracion: si la aceleracion es nula, el gréifico es una
linea horizontal. Este es un resultado similar al obtenido en un grafico desplazamiento versus
tiempo para un mévil con velocidad constante.

Si la aceleracion cambia en el tiempo, la pendiente en el grafico velocidad versus tiempo cambia
y la recta se transforma en una curva. El método para encontrar la distancia recorrida —area bajo la
curva—, es el mismo pero su expresion matematica no es simple.

Vé Vlk
v
vt /
=
0 ’/
0 1

Figura I.15: En la Figura se indica el drea bajo la curva para el caso aceleracion nula 'y aceleracion
constante. En este ultimo caso el area achurada corresponde a un trapecio cuyas bases son v y vy,
y su altura ¢.

Retornando a la expresion encontrada para la distancia recorrida: x = v - ¢, y reemplazando aqui
el resultado obtenido para la velocidad media, tenemos:

1
—_ — Ot
x 2(v+v)

pero la velocidad, en cualquier instante, esta dada por v = v, + at

1
- = )t
x 2(v+v)
1
r = §(v0+a-t+vo)-t
L oo
T = Ut + =at (L.17)

2

Revisamos las dimensiones en cada uno de los términos de esta dltima ecuacion:

o t]= [7-T]1=L,
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1/2 es un nimero y no tiene dimensiones.

Los numeros que aparecen como factores frente a una cantidad
fisica no tienen dimensiones.

I.5.5. Foérmulas de cinematica en una dimension y con aceleracion constan-
te.

a = constante, ¢, =0

rT = x9g+U-t (1.18)
v =1v,+a-t (I.19)
1
r = xo+v0t+§a-t (1.20)
22
2a(r —xy) = v°— v (L.21)

En todas estas formulas, con excepcion de 1.21, el tiempo aparece explicitamente. Esta ultima
ecuacion 1.21, se obtiene a partir de las anteriores y se caracteriza por no contener el tiempo ¢.
Para llegar a dicha expresion debe operarse de la siguiente forma: de v = v, + a -t podemos
despejar el tiempo:

v — U,
t= .
a

Reemplazando ¢ en la ecuacion correspondiente a la distancia recorrida:

2
vV — U, 1 v — 0,
T =, +-a- ,
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y desarrollando cada uno de los términos de esta dltima expresion:

vy, 1, 1 5 wv,rv 1
r= — =V, + v — + v
a a’ 2a a 2a °
— i 2 2) .
r = 2a(v —v3), 0 mejor
20 - = 1}2—1}2

Esta dltima férmula es la ecuacidén 1.21. Como acabamos de mostrar, esta ecuacion es una combi-
nacion de las anteriores.

I.6. EJEMPLOS.

Ejemplo
Un auto de carrera acelera desde v = (0 hasta alcanzar una velocidad de 240 km/h en una
distancia de sélo 1/4 de kilémetro. ;Cudl es el valor de su aceleracion?
Datos:

t=0, 29 =0, vo=0, vy =240 km/h, a=cte.

Si conocemos la distancia que recorre y la velocidad que alcanza en dicha distancia, debemos
usar la ecuacion 1.21 para despejar directamente la aceleracion.

2.7 = v -],
v (240)% [ (km/h)?
“T9r T 2.1/8| km

Las unidades empleadas oscurecen la magnitud de la aceleracion encontrada. Expresémosla en
m/s?.
km/h 1000
a =2 (240" == = 2 (240)” m

3600s - 3600 s’

de aqui se obtiene el valor numérico de la aceleracion,

240 1? m m
—o. [0 10002 = 40/3 2
¢ [3600] 000[5]=40/3 5.

pero la aceleracién de gravedad, g, es aproximadamente 9, 8 m/s?, por lo tanto, la aceleracién del
automévil en la partida es de a = 40/3 m/s*> ~ % g.

Una estimacion para el valor de la maxima aceleracion que se puede comunicar a un automovil
sin que resbale es de ~ 1.5 g. En realidad este valor es, tal como se menciona, s6lo una estimacion;
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depende de otros parametros, como el tamafio y naturaleza de la superficies que estan en contacto,
si existi0 resbalamiento previo...etc. O

Una vez que asignamos —por conveniencia— un sentido positivo a nuestro eje de coordenadas,
las aceleraciones pueden ser positivas (+) o negativas (desaceleraciones, (-)), dependiendo si coin-
ciden con el sentido del eje coordenado o no.

Es necesario recordar que la fisica del problema, es decir lo que determina el comportamiento
de una particula en una cierta situacién, no depende del sentido (+) o (—) asignado arbitrariamente
al eje.

Un ejercicio tipico es el de una pelota lanzada al aire. (No considere la viscosidad provocada
por el aire.)

Una vez disparada, la experiencia nos indica que ésta disminuye constantemente su velocidad
hasta que finalmente cambia de signo y la pelota retorna al piso nuevamente. El cambio de velo-
cidad indica la presencia de una aceleracion. En este caso la aceleracion mantiene constante su
magnitud y sentido durante toda la trayectoria del objeto.

Nuestra eleccion del sentido positi-

vo implica que a = —g = —9,8 Ya
m/s?. La orientacion escogida para _-\dﬁ
los ejes de referencia es arbitraria ld’ el
y la trayectoria del punto no pue- punto
de depender de e}la. Las matemati- — e €
cas son autoconsistentes, por lo tan-

to, si en el desarrollo del problema,

respetamos la convencion adoptada, 0
la respuesta serd consistente con lo N £ = =

que se observa en la realidad.

Ejemplo

Encontrar el tiempo que tarda, en volver a su punto de lanzamiento, una particula disparada
verticalmente al aire.

El ejercicio propuesto, con el sistema coordenado estipulado en la Figura, es el siguiente:
Datos:

vg = velocidad de lanzamiento de un objeto, yp =0, g =9,8 m/s?. O

Supongamos que el cuerpo demora un tiempo T en volver a su punto de partida. En el instante
que retorna al origen, se produce la siguiente igualdad en la ecuacién 1.20:

1 2 1 2
y:vo-t—|—§a-t :vo-t—§g~t,
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1 2
y(T)=0=vT — §QT2 = 2soluciones: T'=0, T = 2t
g

Ambas soluciones tienen un significado fisico: 7' = 0 indica el instante en que la particula aban-
dona el pisoy T' = 2wy/g, el tiempo que tard6 en retornar al piso, después de alcanzar su altura
maxima.

Cabe sefialar que, en algunos ejemplos, una de las soluciones debe ser desechada por carecer de
interpretacion fisica.

Revisemos las dimensiones de esta dltima solucion:

r-m- 8]t

Usando la informacién acumulada, podemos averiguar el tiempo que tarda en alcanzar la altura
maxima. Llamemos 7 a este instante:

o) = —g-T

En ese instante, la velocidad debe ser nula puesto que si tuviera una pequefia componente po-
sitiva, podria adin elevarse un poco mas y no estariamos en el verdadero maximo de la altura. De
aqui :

O=wvo—g-T,
T TV
T=w/g = 7 v,
Ahora podemos calcular el valor de
la altura méxima: /2 T
— &
I
1 1 |
i =15/9 = 5v6/9 = 55/ i
-v L
0

Finalmente incluimos un gréfico de
velocidad versus tiempo y posicion
versus tiempo. Notemos que la ve-
locidad media es nula y que el area
bajo la curva velocidad versus tiem-
po, también, si tenemos en cuenta
los signos que aparecen. Del gréfi-
co sabemos exactamente la posi-
cioén en cada instante de la trayecto-
ria. Casi siempre utilizaremos g, la
aceleracion de gravedad como una
constante.

WV
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En realidad depende de la altura sobre la Tierra y también de la composicién al interior del
terreno donde se ubica el observador. Mas adelante mostraremos que el error que se comete al hacer
esta aproximacion es despreciable, si la altura que alcanza el objeto es muy pequefia comparada
con el radio de la Tierra.

Tampoco hemos considerado la friccion del aire. Este aspecto serd propuesto como un ejercicio
numérico para ser resuelto con el computador.

Ejemplo

Un tren puede acelerar a una razén de a; = 20 [cm/s] y desacelerar a 100 [cm/s]. Determine
el tiempo minimo que puede demorar este tren para ir de una estacion a otra, situada a 2 km de
distancia.

Vi Va
@ = distancia recorrida

a _'
17 elapa

Figura 1.16: Gréfico velocidad versus tiempo en dos situaciones posibles: el tren acelera por un
cierto tiempo y después frena para alcanzar a detenerse frente a la estacion y el caso en el cual
mantiene una velocidad constante en un tramo intermedio.

Intuitivamente sospechamos que la maxima distancia recorrida en el minimo de tiempo, ocurre
cuando el tren acelera todo el tiempo hasta un cierto instante en el cual debe poner los frenos
(desacelerar) para alcanzar a detenerse justo frente a la proxima estacion.

Esta conjetura queda demostrada al interpretar el significado del drea que encierra cada uno de
los dos gréficos velocidad versus tiempo que se incluyen. Ambos involucran un mismo valor para
el area —o sea, distancia recorrida—, pero el primero lo hace en un intervalo menor.

Resolveremos este problema en tres formas diferentes.
Método grafico

Designamos la distancia a recorrer como L = 2,000 m. Otros datos son la aceleracién a; = 0,2
m/s? y la desaceleracién a; = — 1 m/s?. Con ellos podemos dibujar el gréfico velocidad versus
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tiempo. La base del tridngulo es 7', el tiempo buscado, que lo descomponemos en T' = t; + 2o,
donde ¢ es el tiempo durante el cual el maquinista acelera y - el intervalo en el cual desacelera.

La altura h del tridngulo se determina
de la siguiente forma: h = ¢; tan o =
to tan 5. Ahora, usando trigonometria y
la definicion de aceleracion como la pen-
diente en el grafico v(t) versus ¢, tenemos:

a; = tan o, —as = tan (m—f) = —tan (.

1 1 18 etapa
Porlo tanto: T = t;+t9 = h {— -+ —} )

ay |CL2|

El area del tridngulo es L = % h'T', y reemplazando h por el valor obtenido en funcién de las
aceleraciones tenemos:

11
T*=2L {—

aq |a2]

Método analitico

A continuacién resolvemos el problema en forma analitica, recordando que ocurren dos acele-
raciones distintas y, como las ecuaciones que describen el movimiento:

Z) r—xy = Uo(t—t0>+%a‘<t—tg)2
Zl) vy = U0+a(t—t0)

son vélidas solamente para el caso de aceleracion constante, debemos usarlas dos veces consecuti-
vas, cambiando el valor de la aceleracion.

e Primera etapa

Condiciones iniciales:

vp =0 Dato. El tren parte del reposo.
x9 =10 Nuestra eleccién para el origen de coordenadas.
to =20 Definicién del instante inicial.

Las dos ecuaciones de movimiento, incluyendo estas condiciones iniciales, se transforman en:
R
xr1 = Ealtl (a1 > O) (122)
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Hemos designado ¢, al instante cuando el maquinista comienza a desacelerar.

ve =apt 1.23
f=at (1.23)
Tenemos dos ecuaciones y tres incognitas: v fio t1, 1 . Como existen mds incognitas que ecuacio-
nes, no podemos resolverlas. Necesitamos mds ecuaciones.

e Segunda etapa.

Debemos escribir nuevamente las ecuaciones de movimiento, recordando que las condiciones
iniciales en esta etapa (indicadas en la columna de la izquierda) son los valores que alcanzan las
variables al final de la primera etapa.

Tinicial — *1» ademads Tfipnal = T2 = L,
tinicial = %>  Vfinal = V. =0,
Yinicial = YA

Con estas condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento dan el siguiente resultado para el
instante ¢ = 7', cuando el tren se detiene:

1
L—x = vfl(T—tl)—ﬁaQ(T—tl)Q. (1.24)

Una segunda ecuacion se obtiene al imponer que la velocidad final en esta etapa sea nula: el tren
se detiene en B, vy, = 0.

UfQEO = vfl—a2(T—t1),
como vy = aty,

0 = a1t1 — CLQ(T — tl). (125)

Tenemos cuatro ecuaciones: las dos obtenidas en la primera etapa y las dos del segundo tramo. Las
incognitas son también cuatro: (vy,, t1, x1, T'). Despejando (17" — ¢;) de la dltima ecuacion [1.25],
se tiene (1" — t1) = [a1/|az|] t1, y reemplazando en la ecuacién anterior, [1.24], obtenemos:

2 1 2 1 2
Log=8p_ -Gpg_ -4 (1.26)
a9 2(12 2(1,2

Substituyendo z; por su valor en funcién de ¢; de la ecuacion 1.22, obtenemos el valor de L en
funcién de ¢q:
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1 1 a?
L—cat? = 24¢
2 2&2

ordenando, 2L = a1(1+ﬂ)t%,
a2

t, = |———— . 1.27
! [al (aq + Gg)] (1.27)

Verifiquemos que la dimension corresponde efectivamente a la de un tiempo:

2La; | _ L __L _p
ol ta)|  L/TP[L/T2+ LjT?  LjT?

El resto de las incognitas: t1, 1" (que es el tiempo buscado), v £ YT podemos despejarlas con
las ecuaciones restantes.

Para comparar con nuestro resultado anterior, despejaremos 7'.
De la ecuacion 1.25 obtenemos 7' en funcion de #;:

a1 +a
T:¥t1,
a2

reemplazando en esta ecuacion la expresion para ¢, se comprueba que ambos resultados coinciden:

1/2 1/2
ar+a 2L  a 1 1
T =" 2{ —2} :{QL{—jL— .0
s (a1 + as) a; a;  |as
Es muy conveniente, en casos como éste en que se abusa del dlgebra, comprobar el resultado
en situaciones extremas, mds simples, y que constituyan un caso particular del anterior donde el

resultado aflore con menos esfuerzo. De esta forma, contamos con un medio independiente para
verificar si hemos cometido algin error en nuestro desarrollo.

Veamos si este resultado funciona en algin caso extremo. Supongamos que el tren tiene unos
frenos extraordinariamente potentes y que puede detenerse casi instantdnea-mente, sin importar el
valor de la velocidad que haya adquirido hasta ese momento. Sin mirar las ecuaciones, podemos
deducir que, en este caso, el tren puede permanecer acelerando hasta el instante mismo en que
haga su entrada en la estacion de la ciudad préxima, justo entonces frenard y se detendrd inmedia-
tamente.

Este caso corresponde, en las ecuaciones a poner |as| = 0o, 0 mejor, un valor muy grande
comparado con a;. Con esta aproximacion obtenemos que 1/|ay| << 1/a; y por lo tanto 1/|ay| +
1/ay ~ 1/a,. Reemplazando esta aproximacion en la expresion para 7', resulta:

T=[2L/a]"?,
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que es lo esperado en este caso extremo, 1" = t;.

Es imposible detener un tren de este modo, para que ello ocurra deberiamos ser capaces de disi-
par una cantidad inmensa de energia en muy corto tiempo. Pero este inconveniente no estd incluido
en las ecuaciones que hemos usado hasta ahora y por tanto no genera ninguna contradiccion.

Ejemplo
Se incluye un desarrollo alternativo para resolver el ejemplo anterior.

Hacemos uso de las ecuacion 1.21, donde el tiempo no aparece explicitamente:

1°"@ Etapa 2017, = v},
2dagapa —2as(L —xy) =0 —vF,.

Las constantes que aparecen aqui estan definidas en el ejemplo anterior. Tenemos dos ecuacio-
nes y dos incognitas x1, v fir Sumando ambas ecuaciones, obtenemos:

CLQL
ax1—as(L—21) =0, = x1=—"—.
171 2( 1) S
A partir de este valor se encuentra t;:
v 2a121)"? 2a5L 1/2
Uf1:a1t1:>t1:£:& :>t1:|: 2 :|
ay a ai(ay + as)

En la 292 Etapa tenemos:

Uf2:0:Ufl_a/2(T_t1) :>T—t1:

(2(111]1)1/2 . |: 2a1L :|1/2
ax( ) ’

Qo aq + (05}

o, 112 1/2 1/2
-l ()
a) + ao asg ay

Compruebe que este resultado es el mismo obtenido anteriormente.

Compruebe que sia; = 0,0a, =0, = T — 00, puesto que estos casos equivalen a que la
locomotora no puede empezar a moverse (a; = 0) o que no tiene frenos (a2 = 0). En ambos casos
la solucion matematica del problema es que el tren no se mueva.

Compruebe que si a; — oo, entonces T — [2 L/a].

En resumen, podemos concluir que el método grafico es el més sencillo y directo para resolver
este problema.
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1.7. VISCOSIDAD

Es sabido que la velocidad adquirida durante la caida libre a través de la atmodsfera, no aumenta
linealmente con el tiempo que demora su caida, como era de esperar, si suponemos que la acelera-
cién gravitacional g, permanece constante.

Existe otra fuerza, proveniente del choque que experimenta el cuerpo con las moléculas que
componen la atmésfera. Estos choques lo frenan y, en el caso de la caida libre, imponen un valor
limite para su velocidad.

De no existir este efecto, las gotas de lluvia alcanzarian la Tierra con mucho mayor velocidad y
los granizos se convertirian en verdaderos proyectiles mortales cayendo sobre nuestras cabezas.

Se deja propuesto resolver numéricamente el problema del paracaidista que se lanza desde un
avién. La ecuacidn propuesta para el cambio de velocidad que experimenta el paracaidista durante
su caida, es la siguiente:

%v:g—c-v/m (1.28)
La constante ¢ es un nimero que se obtiene empiricamente y representa el coeficiente de arrastre
o viscosidad del aire y su origen es el choque con las moléculas de la atmdsfera que le quitan
velocidad al objeto que cae. Este coeficiente depende de muchos factores como la superficie del

objeto que cae, la temperatura del medio, las moléculas que lo componen ...etc.
Las dimensiones del pardmetro ¢ son [masa/tiempo], y un valor tipico para un paracaidista es:
c~ 12,5 — 17,0 [kg/m].

En forma numérica la derivada de la velocidad (o de cualquiera otra funcién) se calcula de la
siguiente forma:

dv  Av  v(ti) —v(ty)
~ DU _ _ 1.29
at — At ton — 1, (1:29)

Para la velocidad que aparece a la derecha de la ecuacion de movimiento en 1.28, podemos usar
el valor medio de la velocidad en ese intervalo [v(t;11) + v(;)]/2.

Introduciendo estas expresiones en la ecuacion 1.28, tenemos un algoritmo para encontrar la
velocidad v(t;41) en funcién de v(t;).

I.8. Definicion y Aplicacion de las Derivadas

Como es dificil retener y manejar tantas definicones, a continuacion ilustraremos estas ideas con
una serie de ejemplos resueltos.

Ejemplo
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Figura 1.17: El grafico representa la funcién sen «. El valor de la pendiente de la tangente en cada
uno de los puntos indicados tiene el mismo valor que cos «, donde « es el valor correspondiente
de abcisaen P, Q y R.

. |sen(a+6) — sen«
Demostrar que lim ( )
6—0 )

:| = COS .

Este problema estd resuelto en el Apéndice, aqui lo analizaremos usando geometria. Para ello
nos referiremos a la Figura que se incluye a continuacion.

OD =1, sena=DC, sen(a+0)=AB,
sen(a+d) —senaw = AB — DC = EB,

ero. cos(a 1 8) - ZB _ BB
pero, cos(a =2p= 5
Aqui hemos aproximado el arco
BD con la cuerda BD ~ § (medida . 5‘”‘ rediancs
en radianes). Entonces: ™~ D
sen(a+9d) —sena ~ §-cos(a+9), AR

O A C

despejando cos(a + 9), (@ +8)
cos(a+9) ~ [sen( a+d)—sena]/d,

tomando el limite 6 — 0, la expre-
sion se transforma en una igualdad.

J) —
lim cos( v + 0) = cos o = lim sen(a +9) — sena
6—0 550 5

Para acortar la escritura usamos la siguiente notacion:

d
— sen o = CoS « (I.30)
do
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Esta ecuacion afirma que el cuociente entre la variacion de sen o debida a un incremento infinite-
simal de «, (un aumento muy pequefio), dividida por este incremento ¢, es un nimero finito que
resulta igual a cos «, cuando se toma el limite § — 0.

En el gréfico de sen « versus «, la derivada representa geométricamente la pendiente de la tan-
gente a la curva, como se muestra en la Figura.

En forma similar:
Ejercicio

cos(a+0) —cos a  d cos «
lim = = —sen q,
6—0 ) do

a
representa el valor de la tangente en el punto «

y con la misma interpretacion geométrica,

del grafico cos « versus .

En general, definimos la derivada de una funcién como:

df@) _ o S+ Ar) = f)

dx Az—s0 Az ’

1.31)

el significado geométrico corresponde a evaluar la tangente a la funcién f(x) en el punto X, en un
grafico de f(z) versus x.

Si la tangente a una curva en un punto es una linea horizontal, la derivada en dicho punto es
nula: tan 0 = 0.

Propiedades de los limites.

A continuacion establecemos dos propiedades de los limites, que por definicion, pertenecen
también a las derivadas y que es fundamental conocerlas:

Im {f(z+Az) + gz + Azx)} =

Az—0
i Ar) £ Ui Ax). 1.32
Ay (o Ae) & fmgole+ A0) (132

lim {c- f(z+Az)} = ¢ { lim f(sc+Aa;)}. (1.33)

Axz—0 Axz—0
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En palabras: el limite de una suma de funciones f(z) y g(x) es igual a la suma de los limites
de cada una de las funciones, y el limite del producto de una constante ¢ por una funcién f(x) es
igual al producto de la constante por el limite de la funcion.

En el caso de las derivadas, estas propiedades se escriben

d{f(x)£g(x)} _ df(z)  dg(2)
dx dx dx '’

dic f@)}y _  dfl®) (135)

(1.34)

En lo que respecta al producto de funciones, en este caso la derivada satisface la Regla de Leibnitz:

L [fw) e gla)] = (7)) @ gle) + fl) o gla). (36

La regla de Leibnitz indica que la derivada de un producto de funciones es igual a la suma de
la derivada de una de las funciones, f(x) por la otra funcién, g(x) mas la derivada de la segunda
funcién g(x) por la primera f(x).

Esta operacion se puede aplicar a cualquier funcion. A continuacion incluimos una lista de
derivadas, s6lo usaremos un par de ellas en los capitulos posteriores.

TABLA DE DERIVADAS
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d
d—(sen a) = cos « (1.37)
a
d
%(COS a) = —sena (1.38)
d 1
K _ 1.39
da< an @) +Cos2a (1.39)
d 1
%(cot a) = — —c (1.40)
cos
%(CSC @) = - sen? v
= —cot a- (I.41)
sen o
i(sec a) = + ser;a _tana (1.42)
da cos® @ CoS «
d r r—1
o (") = rx (Vr, ya sea entero o real.) (1.43)
d
L) = aes (L44)
d 1
—1 = —. 1.45
dx n(z) T (1:45)
Ejemplo
(1Y [ 1] 1
de \z) sz ||z+Azx x| Az
) r—(x+Azx)] 1
= lim —
Az—0 z(r+ Az) | Az
o —Ax 1
~aeso | |2(z + Ax)| | Az
o -1 ] 1
= Anso z(x + Azx) x?
Ejemplo
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Para n = ndmero entero, pruebe que: d—x" =na" t
x

flx)y=2", fr+Azx) = (z+ Ax)",
d _d, L fla+Az) — f(x)
%f(a:) - @(m N Alggo Az ’

= lima,o {(z + Az)" — ()"} - &,

desarrollando {(z + Az)" — (z)"},

) {a" + na" Az /1 +n(n—1) 2" ?[Az)? /2! + ... — (z)"}
= hmAx%O Az )

d [z"]
dx

, {naz"'Az /1 +n(n—1) 2" 2 [Az)? /2! + ...}
- hmAaz—>O Az )

= lima, 0 {nz" ' +n(n—1)2"2(Ax)/2! + ..},

tomando el limite, obtenemos:

Ejemplo

o d : : .
Usando la regla de Leibnitz, encuentre el valor de e (x senz). Primero intentamos con el méto-
x

do usual:

d . (x4 Az)sen(x + Az) — x senx
—(z senz) = lim )
dz Az—0 Az

ordenando esta expresion:

{ [z sen(x + Ax) — x senx] + Axsen(z + Ax) }
Arx ’

%(x senz) = AI:I;IEO

xsen(z + Az) — x senx Az sen(xr + Ax)

sacando x, fuera del limite en el primer término,

A _
7 limas {Se‘““ - Sm} im0 {sen(z + Az)}

y recordando la expresion de la derivada de la funcion seno, obtenemos:

d

d—(m senr) = x cos x + senx.
x
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A continuacién encontraremos este mismo resultado pero usando la regla de Leibnitz, para ello
identificamos f(z) = =,y g(x) = senx. Aplicando la férmula y recordando los valores de la
derivada de sen X y X, tenemos:

d( enz) de —|—dxe + se
—(x senz) = x —senx + — senx, = T COS T + senx
dx dx dx ’

Ejemplo

d
Encontrar el valor de I V.
T

dvr _ {M—ﬁ},

= 11m
dx Az—0 Azx

multiplicando ambos miembros por el mismo factor:

d/x [\/a?—I—A:E—\/E][\/m—I—Ax—F\/E]}

dx [Az][Va + Az + /7] ’
[+ Az] — }

[Az][Vr+ Ax +/z] )

= 1imAw—>0 {

h/mAa:HO {

simplificando:

- HmAHO{[\/ﬂTlirﬁ]}’

y tomando el limite:

d 1
i Vr T 2T

Este resultado coincide con la férmula dada para la derivada de 2" donde r es un ndmero real
cualquiera, en particular 1/2.

Aplicaciones de la derivada en la cinematica de una particula.

Ejemplo

Calcular explicitamente la velocidad en un instante ¢ cualquiera, usando la expresion para z(t)
dada en la ecuacion L.7.
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z(t +€) — x(t) [zo +vo - (t+€)] — [xo + vo - 1]

v(t) = lim = lim
e—0 € e—0 €
, Vo€ ,
= lim =1lim vy = vy .
e—0 € e—0

Este resultado indica que la expresion z(t) que aparece en la ecuacién 1.7, efectivamente corres-
ponde al movimiento de una particula con velocidad constante vy (i.e. independiente del tiempo).O

Ejemplo

La altura de un objeto en caida libre, esta dada por:
1
2(t) = 20— = gt*.
2
Usando esta expresion y la definicion de la velocidad, ecuacién 1.7, calcule la velocidad en un

instante ¢ cualquiera.

t — 2(t 20— Lg-(t4+6)?] = [z —1g -2
o) = lim T2y [l 59 G T~ = 59 7]
e—0 € e—0 €
—Lge (2 4e (2t
T Al Gl R P B G ) B
e—0 € e—0 2

La velocidad instantdnea decrece linealmente a medida que transcurre el tiempo. El signo ne-
gativo de la velocidad indica que la particula se esta desplazando en el sentido negativo del eje
Z.

Sin embargo, la rapidez —definida como el médulo de la velocidad de la particula—, aumenta a
medida que transcurre el tiempo: |v(t)| = g t.

El movimiento descrito por la funcion z(t) de este ejemplo corresponde a la caida libre (es decir,
sin que otras interacciones actien durante el trayecto), de una particula en el campo gravitacional
terrestre desde una altura zg.

Si la velocidad de una particula cambia a medida que transcurre el tiempo, entonces la particula
tiene una aceleracion.O

Si la tangente a la curva que representa la posicion de un objeto en funcién del tiempo no exhibe
saltos abruptos, la velocidad instantdnea estd bien definida en cada punto de la trayectoria.

Una variacion abrupta de la pendiente en un cierto punto del grifico posiciéon versus tiempo
revela la existencia de un cambio repentino en la magnitud de la velocidad. El valor de la tangente
(o la velocidad) en la vecindad de este punto, depende del lado por el cual nos aproximemos a ella.
En definitiva no tiene un valor unico.

En cualquiera de estas situaciones, tenga o no cambios abruptos, siempre podemos graficar la
velocidad en funcidn del tiempo.
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1.9. EJERCICIOS

1.— Fortunato camina sobre un puente de la via férrea de largo L, que une los puntos A y B.
Repentinamente, cuando se encuentra a 1/3 del extremo A del puente, escucha el silbido del
tren proveniente del lado A del puente. Sabe que el tren viaja con rapidez u. Si, desde su
posicién en el instante que escucha el silbido, Fortunato corre hacia el extremo A, el tren lo
alcanza en A. Si Fortunato corre hacia el extremo opuesto B, el tren lo alcanza en B.

En base a estos datos

a.- Dibuje un diagrama espacio-tiempo que ilustre las dos posibilidades que enfrenta Fortu-
nato.

b.- Determine la razon entre las velocidades de (que suponemos constante) de Fortunato y el
tren.

2.— Un bloque es arrastrado hacia una muralla mediante una cuerda y un par de poleas, como
se ilustra en la figura. La longitud de la cuerda es 2 L y la separacién inicial entre el bloque
y la muralla es L. Determine el tiempo de encuentro entre la punta de la cuerda y el bloque si:

a.- El extremo de la cuerda se mueve con velocidad constante,

b.- El extremo de la cuerda se mueve con aceleracion constante partiendo del reposo.
Nota: ;Cudl es el efecto del radio de las poleas en este problema? Afecta el resultado consi-
derarlas de radio despreciable.

3.— Un auto viaja entre dos ciudades A y B . De ida (A — B) viaja a 90 km/hr y de vuelta
(B — A), por falta de visibilidad, lo hace a 60 km/hr.

(Cudl es la rapidez media (no su velocidad media), para el viaje de ida y vuelta?
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4.— Una persona conduce un automdvil durante 10 km a una velocidad de 90 km/h y luego otros
10 km a 70 km/h. ;Cuadl es la rapidez media durante el trayecto de 20 km?

5.— Una columna de hombres de largo d marchan en linea recta, uno detras de otro. Un oficial
recorre la columna comenzando desde el tltimo hombre. Se desplaza con rapidez constante
hasta que alcanza al que encabeza la columna. En ese momento se devuelve con la misma
rapidez, hasta que de nuevo se topa con el dltimo hombre de la columna. Durante este in-
tervalo la columna de hombres ha permanecido en movimiento con rapidez constante y se
ha desplazado un kilometro desde el instante en que el oficial inici su revista de la tropa.
De esta manera el hombre que estaba al final de la columna ocupa el sitio donde estuvo el
primer soldado cuando el oficial se dispuso a revisar la tropa.

a.- Dibuje un esquema de la situacion (por ejemplo un diagrama posicion versus tiempo)
que le permita plantear el problema. Suponga que la velocidad del oficial es U y la de los
soldados W.

b.- (Qué distancia recorri6 el oficial?

c.- Encuentre la raz6n entre los valores de la rapidez Uy W.

6.— La Figura muestra la posicion de una particula en funcién del tiempo. La curva es parte
de una parabola entre t =0 y t= 4 s. Encuentre la velocidad media durante los siguientes
intervalos de tiempo:

a)0s<t<4s.
b)7s <t <10s.
c)0s<t<13s.

d)10s<t<13s. | | A
4 8 12 13

7.— A partir del grafico de la Figura: En qué instantes o intervalos:
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10.—

a) La velocidad (instantdnea)

es Cero.

b) La velocidad es positiva.

c¢) La velocidad es negativa.

d) El médulo de la velocidad es
maximo.

e) La velocidad es constante.

f) La aceleracion es positiva.

g) La aceleracion es negativa.

h) Si en el instante ¢, la particula
estd en el origen, ;jen qué instante
la distancia medida desde el origen
serd maxima?

X[m]

Basandose en la Figura:

a) Estime la velocidad media en el intervalode 2 s < t < 10 s.

b) Encuentre la velocidad instantdnea para ¢t = 10 s.

¢) ¢Indique para qué valor (o valores) de ¢, la velocidad instantdnea de la particula es nula?
d) (En qué instante la rapidez es maxima?

e) ¢ En qué instante la aceleracion es nula?

Respuesta: e) En los instantes t =2syt =6s.

Dos trenes, A y B, estan separados inicialmente por una distancia de 60 Km y viajan a su
encuentro con la misma rapidez: 30 km/hr cada uno. Desde A parte una paloma mensajera
que se encuentra con el tren B 10 minutos después. Calcule la velocidad con que vuela la
paloma con respecto al tren A.

En el gréfico se detalla la posicion de una particula que se mueve a lo largo del eje x. De
acuerdo a la informacidn contenida en el grafico, sefiale:

a) Entre qué instantes el movimiento se realiza con velocidad constante.
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11—

12—

13.—

b) En qué instante el mdvil permanece detenido.

¢) Calcule la distancia total recorrida desde ¢ = O hasta ¢ = 15 s.

20 |
10

A partir del grafico velocidad versus tiempo de una particula que viaja a lo largo del eje =,
sefiale:

ootV [m/s]

107

-2

a) ;Entre qué instantes el movimiento se realiza con velocidad constante?

b) ;Cuando es el movimiento acelerado?

¢) (En qué instante el movil estd detenido?

d) Calcule la distancia total recorrida desde t = 0 hasta t = 16.

Un automovilista (viajando de Norte a Sur ) pasa a exceso de velocidad frente al retén de

Talca. 5 minutos mds tarde sale en su persecusion un policia motorizado a una velocidad de
107 Km/h.

Lo alcanz6 87 minutos después que el infractor paso frente al retén.
(Cudl era la velocidad del infractor?
Un pasajero corre con una velocidad de 4 m/s para lograr alcanzar el tren. Cuando esté a una

distancia d de la portezuela mas préxima, el tren comienza a moverse con una aceleracion
constante a = 0,4 m/s* alejandose del pasajero.

a) Sid = 12 m, y el pasajero sigue corriendo ;Alcanzard a subirse al tren?

b) Haga un grifico de la posicion z(t) del tren escogiendo ¢t = 0 para x = 0. En el mismo
gréfico dibuje la funcién z(t) correspondiente al pasajero para diversos valores de la distan-
cia de separacién d, incluyendo d = 12 m, y también hallar d., el valor critico, para el cual
el pasajero alcanza apenas el tren.
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14—

15.—-

16.—

17—

18.—

c¢) Para la separacion critica d..

-¢Cudl es la velocidad del tren cuando el pasajero lo alcanza?

-;Cudl es su velocidad media en este intervalo?

-;Cudl es el valor de d.?

Considere dos varillas muy largas. Una horizontal, fija y la otra formando un dngulo ¢,

constante, con la primera y moviéndose verticalmente con rapidez v, constante. Determine
la velocidad con que se mueve el punto de interseccion de las dos varillas.

v

g o

V
o

Se deja caer una piedra, sin velocidad inicial, desde el borde superior de un pozo y se espera
hasta escuchar el ruido que ésta produce al chocar con el agua 5 s después.

Determine la profundidad del pozo, teniendo en cuenta que el valor de la velocidad del
sonido es 340 m/s.

Un monje sale de su Monasterio con la aparicion del Sol en el horizonte y se dirige hacia una
Villa cercana ubicada en un cerro. Camina todo el dia, con breves descansos, llegando a la
Villa al atardecer. Al amanecer del siguiente dia, retorna al Monasterio siguiendo el mismo
sendero del dia anterior para llegar de regreso al atardecer.

(Cudl es la probabilidad que al bajar pase por un mismo lugar a la misma hora a la cual pasé,
en sentido contrario, el dia anterior?

Indicacion: Describa ambos trayectos en un solo grafico e investigue el significado del punto
de interseccion.

Dos automoviles A y B, se encuentran detenidos a una distancia de 30 km el uno del otro.
Repentinamente (en t=0) , A parte del reposo con una aceleracién constante de 10 m/s2, un
segundo mads tarde parte al encuentro el automoévil B, con una rapidez constante de 10 m/s.

a.- {Qué distancia ha recorrido cada uno de ellos, hasta el instante en que se encuentran?
b.- (Cudnto tiempo tardan en encontrarse?
c.- Utilizando un solo grafico, dibuje la posicion de ambos automoviles en funcidn del tiem-

po.

Panchito suelta una pelota desde una altura h. La pelota parte del reposo, choca més tarde
con el suelo, rebotando con una rapidez proporcional a la que tenia en el instante que toco el
suelo. Es decir: |Vigpoe| = @ |V11egada|’ con (0 < a<1).
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La pelota sube y luego cae para volver a rebotar. La rapidez en el rebote cumple la misma re-
lacion sefialada para el primer rebote. De esta forma, contintia el movimiento, con sucesivos
rebotes, hasta que la pelota practicamente ya no se mueve.

Considerando que todo estos rebotes ocurren manteniendo el movimiento en la direccién
vertical, calcule:

a) La altura que alcanza la pelota después del primer rebote.

b) La altura que alcanza la pelota después del segundo rebote.

c¢) La altura que alcanza la pelota después del k-ésimo rebote.

d) La distancia total recorrida desde que se solté la pelota hasta el k-ésimo rebote.

e) La distancia total recorrida por la pelota hasta que se detiene (tome £ — oo en la expresion
anterior)

19.— Los buses de Santiago a Valparaiso salen desde ambos puntos cada 15 minutos. Una vez en
la carretera los buses se desplazan con rapidez constante de 100km /h de acuerdo a lo per-

mitido por la ley. Por otra parte, Ud. viaja en su automovil hacia Valparaiso con una rapidez
de 120km/h.

a.- Dibuje en un grafico distancia versus tiempo, la trayectoria de los vehiculos involucrados
en este problema.

b.- Calcule el intervalo que transcurre entre encuentros consecutivos con buses que viajan en
su misma direccién y sentido.

c.- Calcule el intervalo que transcurre entre encuentros consecutivos con buses que viajan
hacia santiago.

20.— Dos locomotoras viajan con rapidez V{,. En el instante t=0 estan separadas por una distancia
d, y viajan en la misma direccién pero en sentido opuesto. En dicho instante, de una de
ellas, parte una paloma con velocidad U con respecto a la tierra, y tal que (U > V;). La
paloma viaja en linea recta hasta alcanzar la otra locomotora. Una vez que la toca, vuelve
hasta alcanzar la primera y asi sucesivamente hasta que ambos trenes chocan.

a) Haga un gréfico de posicion versus tiempo, que describa conjuntamente la trayectoria de
los dos trenes y la paloma.

b) (Qué distancia recorri6 la paloma desde que dej6 el tren por primera vez hasta que éstos
se encontraron?

Use los siguientes valores numéricos: V = 25 km/h, U = 30 km/h y d = 23 km.
21.— Un super carguero se acerca al puerto con rapidez U. Para permanecer el menor tiempo posi-
ble en el puerto comienza su descarga mucho antes de llegar a puerto, enviando una barcaza

cargada al puerto. La barcaza va y vuelve con una rapidez V. > U. Debe esperar en el
muelle un intervalo T. La distancia inicial desde donde parti6 la barcaza en su primer viaje
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22—

23.—

24—

es D.

Dibuje un grafico que ilustre la situacion. Calcule por cuanto tiempo la barcaza puede via-
jar. Coin esto estime cudntos bviajes puede hacer. El capitdn es muy cuidadoso y calcula la
distancia D a la cual envia a la barcaza de tal forma que cuando el barco llega a puerto, la
barcaza recién terminé su descarga. ;Como lo hizo el capitan?

Un automovil puede aumentar su velocidad con una aceleracion méxima a; y frenar con una
desaceleracion maxima ay. Cuando su velocidad es mayor que un valor vy, su consumo de
combustible es ¢; Its/km. Si su velocidad es menor que v, su consumo es de qo = 2¢
Its/km .

En un viaje donde debe recorrer L km:

a) (Como se debe regular la velocidad del vehiculo durante la trayectoria para recorrerla en
un tiempo minimo y con un consumo mdximo? Explique su respuesta a través de un grafico.

b) La misma pregunta, pero en el caso de interés: con un tiempo y consumo minimos. {Cal-
cule cudl es el consumo total en este caso? Use graficos en su razonamiento.

Un profesor viaja al interior de un ascensor que sube con velocidad constante. En un descui-
do, al profesor se le escapan las llaves de su mano. Al tocar el piso del ascensor, las 1laves
se encuentran a la misma altura que en el instante en que se desprendieron de la manos del
profesor.

En un mismo gréfico ilustre cualitativamente, la trayectoria de las llaves y la del piso del
ascensor. (Extraido del libro de Mazur).

Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde la parte superior de un edificio que mi-
de 25 m de altura. La rapidez inicial de la pelota es 12.0 m/s. Al mismo tiempo, una persona
ubicada en la base del edificio, comienza a correr por la calle acercdndose al edificio desde
una distancia de 8 m.

a.- (Cudl debe ser la rapidez media de esta persona, para que logre atrapar la pelota en la
base del del edificio? ( Suponga que la persona atrapa la pelota 2 m antes que llegue al piso).

b.- Suponga que la persona que lanza la pelota desde la azotea del edificio, es mds gentil y
utilizando la misma componente vertical de la velocidad inicial de la parte a), lanza la pelota
de manera que el tipo de la calle NO deba correr a alcanzarla y la reciba en sus manos, a un
metro del piso. ;Cudl es el valor del angulo con el cual lanz¢ la pelota? ;Cual es la magnitud
de la velocidad con que lanza la pelota? (No necesita dar el valor exacto del angulo, pero
atrévase y estimelo. Comente qué lo llevo a elegir ése valor.)
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25.— Una particula parte del reposo y so-

porta una aceleracién como la que
se muestra en la Figura.
a.- Dibuje el grafico de velocidad
versus tiempo y el grafico posicion
Versus tiempo para este movimien-
to.

i.- Dibuje en forma cualitati-
va el grafico correspondiente
a esta aceleracion vs tiempo.
ii.- Dibuje en forma cualitati-
va el grafico correspondiente
a la velocidad vs tiempo,

b.- (Cual serd su maxima velocidad
durante los 27" s?

(Qué distancia recorre durante este
intervalo?

c.- Un alumno asegura que la dis-
tancia recorrida por este objeto es
la misma que recorreria si el valor

iii.- Sin intentar resolver esta
parte del problema en forma
cuantitativa, escriba su opi-
nién (positiva, negativa o fal-
tan datos...y por qué) con res-
pecto a la veracidad de lo afir-
mado por este alumno.

de la aceleracion dependiera lineal-
mente del tiempo, tal que fuera ini-
cialmente 2a, en t = 0 y, mante- N

niendo una pendiente negativa, al-
canzara el valor —2qa,ent = 27T. T 2r
Su argumento es que la aceleracion ' i
media en ambo casos es la misma ! |
(cero si consideramos el intervalo al
2T.

26.— Un ascensor rapido circula entre el piso 30 y el 1, que estan separados por 150 metros. Para
comodidad de los pasajeros se impone un limite a la aceleracion y desaceleracion méxima
del ascensor: 3,7 m/s?. Por otra parte la rapidez maxima que puede alcanzar este ascensor,
sin transgredir las normas de seguridad, es 6,0 m/s.

a.- (| Determine el tiempo minimo que necesita para viajar entre el piso 1 y el 30?
b.-Determine el valor de la velocidad media para llevar a cabo dicho recorrido.

27— Una bola de acero se deja caer desde el techo de un edificio (la velocidad inicial de la bola
es nula). Un observador parado enfrente de una ventana de 120 cm de altura nota que a la
bola cruza la ventana en 0,125 s. La bola contintia cayendo, choca en forma completamente

eléstica con el piso y reaparece en la parte baja de la ventana 2,0 s después. ;Cudl es la altura
del edificio?

28.— Suponga que la altura de cierto proyectil en funcién del tiempo viene dada por la relacion
2(t) = —vp - (t —t0)? + 20, con 29 = 125m, tg = 5 sy vy = 5 m/s.

a) Grafique la altura del proyectil en funcién del tiempo desde ¢ = 0 hastat = 12 s.

b) ;En qué instante el proyectil choca contra el suelo?
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c) Encuentre graficamente la velocidad instantdnea (es decir, mida las pendientes de las
tangentes) en los instantes t=0s, t=2 s, t=4 s, t=6 s, t=8 s y t=10 s. Grafique su resultado.

29.— Desde un puente de 60 m de altura se deja caer una piedra. Una segunda piedra se arroja
verticalmente hacia abajo 1 s més tarde. Ambas llegan simultdneamente al rio. ;Cuél fue la
velocidad impartida inicialmente a la segunda piedra? Desprecie el roce del aire.

30.— La Figura muestra la aceleracion de una particula en funcion del tiempo.

a) Sient = 0 s la particula esta en reposo, encuentre su velocidad en cada instante posterior.
Haga un gréfico.

b) Calcule el tamafio de las areas I, I y III. ;Qué unidades tienen? ;Qué relacion hay entre
estas dreas y la parte a) de este problema?

¢) Repita lo hecho en la parte a) pero asumiendo que en el instante ¢ = 0 la particula tiene
una velocidad vy = —8 m/s. Grafique su respuesta.

fa(t) [m/s]

2 |

» 1 | |—
!  ITIT!
=

(o) 4 6 2 10
- I ] t
| IX .
N — 3 e aArEm Ty

31.— Un cohete se dispara verticalmente, elevandose durante un minuto con una aceleracion cons-
tante de 20 m/s?. En ese momento se agota su combustible y continia moviéndose sélo bajo
la accidn de la aceleracion de gravedad.

a) ;Cudl es la mdxima altura que alcanza?

b) ;Cual es el tiempo transcurrido desde que despega hasta que vuelve a caer sobre la plata-
forma de lanzamiento?

¢) Grafique la posicion y velocidad en funcion del tiempo.
32.— Usain Bolt logré un récord mundial sobre los 100 m planos. Un grupo de fisicos (ver refe-

rencia: arXiv:0809.0209v2 [physics.pop-hp] 2 Sept 2008), tom6 un registro de la posicién
de Bolt en el transcurso de la carrera.

a.- A partir de dicho registro, obtenga la rapidez maxima de Bolt durante la carrera.
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b.- Estimando el area bajo la curva en el grafico de la velocidad vs tiempo, encuentre la
posiciéon de Bolt en funcion del tiempo. Haga un grafico aproximado de la posicion a lo
largo del tiempo de la carrera.

c.-Obtenga la aceleraciéon maxima de Bolt indicando en qué posicién ocurrid.

d.- Como sabemos, Bolt comenzo6 a celebrar su triunfo cuando estaba ya cerca de la meta,
(Puede Ud. distinguir ese pequefio intervalo a partir del grafico dado?

Speed (m/s)
7
1 1 1

=
=

[ 35 = T,
=
L=
(=]

10
Elapsed time (s)

33.— Un salvavidas ubicado en el punto A en
la playa escucha el grito de auxilio de un :
baiiista ubicado en B. La velocidad maxi- R i
ma del salvavidas en la arena es v; y pue- o
de nadar con una velocidad vs. e
Recordando que el salvavidas debe llegar "/

lo antes posible al rescate, indique:

a) (Qué trayectoria le tomard el menor tiempo posible, en cada uno de los siguientes tres
casos?

1) Si v; es muchisimo mayor que vs.
i1) El caso inverso, v, es muchisimo mayor que v;.
ii1) Cuando ambas velocidades son iguales.

Nota

Tome su decision a partir del estudio de tres o cuatro puntos ubicados en la linea divisoria
entre la playa y el mar. En cada caso calcule el tiempo empleado en recorrer la trayectoria
total.

b) Cuando ambas velocidades son diferentes y no cumplen las relaciones extremas indicadas
en la parte a), encuentre la posicion del punto 6ptimo, P, en el cual el salvavidas debe
ingresar al agua para recorrer el trayecto de A a B en el menor tiempo posible.
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34—

35.—-

36.—

Demuestre que en estas condiciones se satisface la siguiente relacion:

seno U

senf vy
Esta expresion es andloga a la ley de Snell, que describe la refraccion de un rayo de luz al
pasar de un medio a otro diferente.
Para cada una de las siguientes expresiones de la aceleracion a(t) de una particula (a en
m/s®y t en s), encuentre la expresién mds general para la velocidad v(t) y la posicién z(t).
a) a(t) = ao, donde a, es una constante,

b) a(t) =ag cos wt con ag y w constantes.

Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo (medido en segundos) viene

dada por:
t
t) = ——
() 1+t

a) Grafique z(t) en el intervalo —4 s <t < +4 s.

[m]

b) Encuentre la velocidad instantdnea en funcion del tiempo evaluando:

¢) Grafique v(t).

Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo (medido en segundos) viene
dada por:

2(t) =t —4cost [m)]
a) Grafique z(t) en el intervalo 0< ¢ < 6 s.
b) A partir del grafico responda las siguientes preguntas:
1) (En qué instante la velocidad es nula?
i1) ;En qué instante la particula se encuentra en el origen?
iii) ;En qué intervalos la velocidad es negativa?
iv) (En qué intervalos la aceleracion es positiva?

c¢) Encuentre la velocidad instantdnea en funcién del tiempo evaluando:

2t AL — 2(1)
=T A
d) Grafique v(t) encontrada en la parte anterior. A partir del grafico responda las siguientes
preguntas:
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i) ;En qué instante la velocidad es nula?
i1) ¢ En qué intervalos de tiempo la velocidad es negativa?
iii) {En qué intervalos de tiempo la aceleracion es positiva?

(Compare las respuestas con aquellas de la parte b) ).

37.— Usando geometria y las aproximaciones usuales para dngulos pequefos, demuestre que:

d tan 6 1
df  cos2f’

Use el triangulo A ABC de la Figura y recuerde que A 6 es muy pequefio.

B
]
A -
tan(&)
;‘e
A 4
0 M

38.— Para cada una de las expresiones s(t), de la posicion de una particula en funcion del tiempo,
encuentre, analiticamente, la velocidad instantanea.

a)s(t) =at*+bt+c,
b) s(t) = at®,
¢) s(t) =a cos (wt + ).

En las ecuaciones anteriores a, b, ¢, w, a y [ son constantes.

39.— La posicién de una particula en funcion del tiempo (medido en segundos) es:
z(t) = acos (wt).
a) Encuentre, analiticamente, la velocidad de la particula y su aceleracion. Grafique x(t),
v(t) y a(t) en un mismo gréfico.
b) Del grifico anterior, encuentre la relacion que existe entre la posicion x(t) y la aceleracion

a(t).

40.— Consideremos el movimiento de una esfera en un medio viscoso (en ausencia de fuerzas
gravitacionales). La aceleracion que sufre la esfera es proporcional a su velocidad pero en
direccién contraria, es decir d(t) = —nu/(t), donde 71 es una constante. Supongamos que
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n = 0,01 s~!y la velocidad inicial de la esfera |7| = 50 m/s. Encuentre numéricamente la
distancia s(t) recorrida por la esfera y grafiquela. Para resolver el problema note que si A es
un pequeio intervalo, entonces:

1.9.1. Ejemplo (Revista Quantum, Julio-Agosto 1992, pag. 27.)

A continuacion plantearemos un caso con aceleracion variable y que es posible resolver siguien-
do un método similar al descrito en esta seccion.

Una hormiga sale de su nido y se aleja en linea recta con una velocidad que resulta ser inversa-
mente proporcional a la distancia que la separa de su origen. Cuando la hormiga esta en el punto
A, a una distancia de un metro del nido, su velocidad es de 2 cm/s. ;Cuanto tiempo le tomard a la
hormiga ir desde el punto A hasta B, situado a dos metros del nido?

Designamos el nido como el origen de coordenadas. De esta forma la velocidad es inversamente
proporcional a la distancia recorrida, entonces:

v = —, k= constante de proporcionalidad.
x

Para determinar la constante k, usamos las condiciones iniciales:

m2
v, =0,02m/s, x,=1m, = k=0,02 {—}
S

A continuacién usaremos el método grafico para resolver este problema.

Como no conocemos la velocidad en funcion del tiempo, no podemos estimar el tiempo necesa-
rio para cubrir la distancia desde A hasta B, a partir del area encerrada por esta curva.

El area bajo la curva velocidad versus distancia, puede ser calculada directamente a partir de
los datos, pero no corresponde a una cantidad fisica conocida, como apreciamos a partir de sus
2
m

dimensiones: v(x) X Az = [?]

Si logramos ubicar una cantidad que tenga las dimensiones de tiempo y que sea posible grafi-
carla, hemos resuelto el problema. La m4s directa es 1/v(x) versus x. A partir de las dimensiones

del drea encerrada bajo esta curva, tenemos: 1/v(x) X Az = [ﬁ m] = [s].
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En este grifico la ordenada es y = 1/v(x) = z/k, de modo que es la ecuacion de una recta que
pasa por el origen y cuya pendiente es 1/k. El valor del drea encerrada por el trapecio que, a su
vez corresponde al tiempo empleado en viajar entre A y B, es:

1 1 2 .2
Ty = |— + —| x distancia recorrida = B~ Ta
U4 UB 2k
[ k /X
1/V
\ /Y,
\\ 1/ \;
\\__,__ '
> X X
X X
A B

Figura 1.18: Diagrama de la velocidad versus desplazamiento e inverso de la velocidad versus
desplazamiento para la hormiga.

Solucion numérica.

Es posible resolver este problema usando el método numérico propuesto a continuacién. De
hecho, se puede encontrar el valor de la posicién en funcidn del tiempo, para cualquier instante.

A partir de las diferencias finitas, la velocidad se define como:

_ Tl — &y
T T At I
donde tomamos el mismo At para cada uno de los intervalos y asociamos una velocidad media

v; al intervalo [x;, x;,1], cuyo valor es posible calcularlo en este caso, puesto que conocemos la
velocidad en funcién de la posicion:

B k k 2k
Ui = " = = .
xi[promedio] Tir1tTi  xi +oay
2

Reemplazando esta tltima expresion en la definicion de © obtenemos una férmula que relaciona
Tiy1 CON T

;1:?+1 — 1 =2k AL
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Si escribimos esta ecuacion para cada uno de los intervalos de tiempo convenientemente, podemos
encontrar su solucion:

2?2 — 22 = 2kAt, con At = constante
3 — 122 = 2kAt,

i — x5 = 2kAt,

23— 2%, = 2kAt,

sumando: z% — 22 = 2k N At

El tiempo transcurrido desde que la hormiga estaba en x, hasta que llegd a la posicion x = x es
t = N At. Como z es un punto arbitrario, esta expresion se escribe, en forma general:

23 (t) = 22+ 2kt

Figura 1.19:

Hemos obtenido la posicion en funcion del tiempo para este movimiento. Es mas, esta expresion
coincide con el resultado exacto, como se puede verificar usando célculo diferencial.

Al conocer la velocidad como funcién de la posicion, también conocemos la velocidad en fun-
cion del tiempo, al reemplazar = por su dependencia en el tiempo:

) = [e] +20e

y recordando que k = v, z,, despejamos v(t),

v(t) =

Vo

90,1V
5]
mO
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El gréfico de esta expresion indica que hemos resuelto un caso de un mévil con aceleracion varia-
ble.
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