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I.1. INTRODUCCIÓN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

I.2. GEOMETRÍA PLANA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

I.2.1. Unidad angular: grados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Capı́tulo I

COMPLEMENTO MATEMÁTICO:
Geometrı́a y Trigonometrı́a.

I.1. INTRODUCCIÓN

Aplicar conceptos básicos de geometrı́a en la resolución de problemas y poder extraer informa-
ción desde un gráfico, constituyen herramientas fundamentales para estudiar el movimiento de un
cuerpo.

El itinerario o trayectoria de un cuerpo es conocer simultáneamente donde y cuando se encuen-
tra un objeto. Determinar la trayectoria en el espacio de un cuerpo a partir de cierta información
básica, es lo que entendemos por cinemática.

Figura I.1: A partir de un video del movimiento de una esfera en un riel horizontal, se selecciona-
ron fotos de la posición de la esfera cada 0,1 segundos y -simultáneamente-, se registró su posición.
A partir de esta Tabla de valores, se construye el gráfico que se muestra a la derecha. Existen dos
modalidades: los puntos vecinos se unen mediante rectas (como se muestra en la Figura), o se
traza una lı́nea recta que pase lo más cerca posible de cada uno de los puntos obtenidos.
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El movimiento más simple es el de un punto (o cuerpo) desplazándose a lo largo de una lı́nea
recta. Para describirlo se requiere conocer la posición y el instante correspondiente. A su vez se
requieren unidades de tiempo y longitud para que otros puedan compartir nuestro resultado. En
principio estas unidades son arbitrarias pero acá utilizaremos el sistema internacional de unidades
SI, segundos , metros y el kg como unidad de masa.

Para describir la velocidad y aceleración de un cuerpo, se requiere comparar puntos vecinos en
el gráfico. Y, sin entrar en detalles, es aquı́ donde las propiedades geométricas de las curvas son de
gran ayuda. Por esta razón estudiaremos geometrı́a básica primero. Además, Newton utilizó geo-
metrı́a para desarrollar su teorı́a: estamos en buena compañı́a.

En lo que sigue, incluimos nociones básicas que son muy útiles en el estudio de la mecánica
de Newton. En general no demostramos teoremas. Si el desarrollo de alguno de los temas no es
suficiente para Ud., puede consultar algunas de las referencias que ese incluyen al final del capı́tulo.

I.2. GEOMETRÍA PLANA

Es notable que con unos pocos conocimientos elementales de geometrı́a, se pueden demostrar
muchos resultados relevantes en mecánica. Por esto comenzamos repasando los teoremas básicos
de geometrı́a plana que utilizaremos más adelante.

Figura I.2: Un par de elementos básicos de geometrı́a: un punto, una recta, una recta y un punto
externo. La intersección de dos rectas y la definición del ángulo generado: α.

Los desarrollos incluidos no pretende reemplazar la lógica ni la estructura de un buen libro de
geometrı́a. En ocasiones apelamos a la intuición o procuramos construirla. En general, no demos-
traremos teoremas.

Lo básico es un punto. A continuación, una recta, que en geometrı́a, no tiene ni grosor ni lı́mi-
tes: se extiende hasta infinito y proviene de infinito. Aceptamos estas definiciones, en particular
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Introducción a la Mecánica 5

infinito, en forma intuitiva.

Lo siguiente, es considerar el conjunto: un punto exterior P y una recta `. Por dicho punto puedo
trazar otra recta `′. De acuerdo a la inclinación de la nueva recta, ésta puede cortar (o interceptar)
a la anterior hacia la izquierda de P o hacia su derecha. Esta no es una definición matemática, pero
intuitiva. Si variamos la inclinación de `′ adecuadamente, la intersección de ambas rectas pasa de
la izquierda hacia la derecha (o viceversa, de acuerdo a cómo uno comenzó). Hay una posición en
que la intersección parece producirse en infinito (hacia la derecha o hacia la izquierda). En ese caso
decimos que ambas rectas son paralelas. Establecemos como axioma que por un punto externo a
una recta, se puede trazar una y solo una recta paralela a ella.

Ejercicio

Considere que sucederı́a con este mismo argumento si resolvemos este problema sobre una
esfera y no sobre una mesa plana. ¿Cómo define paralelo en este caso? ¿Cuál es el equivalente de
una lı́nea recta en este caso? 2

Dos rectas que se cortan en un punto forman un ángulo, α. Podemos clasificar los ángulos de
acuerdo a su magnitud como (ver I.3) agudos, obtusos, rectosÉ .

Figura I.3: Distintos tipos de ángulos. Usamos grados como unidad para para cuantificar la mag-
nitud de los ángulos. En la siguiente sección definiremos esta medida angular.

Dado un par de rectas que forman un ángulo, podemos trazar una paralela a una de las rectas
iniciales. La estrategia es ir armando estructuras con creciente complejidad.

Demostraremos que∠ABC y ∠BCD (ver Figura I.4), son iguales mediante una construcción
geométrica: utilizando regla y compás. Si trasladamos paralelamente la recta L2 mediante una re-
gla y escuadra, debe coincidir con la recta L1 puesto que son paralelas y solo existe una paralela.
El ángulo α (inferior en la figura de la izquierda) debe ser igual a X que aparece en la Figura
de la derecha. Si fuera más pequeño (o más grande) que el inicial, entonces las rectas L1 y L2 se
cortarı́an en algún punto. Por tanto, como demostramos que x = y, los dos ángulos identificados

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica
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Figura I.4: Sean L1 y L2 dos rectas paralelas. Otra recta cualquiera S las corta en los puntos B y
C respectivamente. La misma construcción aparece a la derecha de la Figura. Allı́ se aprecia que
x + γ = 180o = y + γentonces, sustrayendo ambas ecuaciones tenemos x = y. Hemos
demostrado que ángulos opuestos por el vértice son idénticos.

con la letra α en la figura inicial (la ubicada a la izquierda) son iguales.

Los ángulos ABC y BCD se denominan alternos internos.

Resumiendo, si cortamos las rectas paralelas L1 y L2 mediante una tercera recta S, podemos ve-
rificar, con compás y regla, o demostrar que, todos los ángulos opuestos por el vértice son iguales.
Lo mismo ocurre con los ángulos de la misma naturaleza, definidos en la figura, como ∠ SBL1 =
∠ BCD. Esto se extiende a todos los ángulos ubicados en posiciones semejantes. En cada uno de
ellos se puede verificar la igualdad ideando un método que incluye traslación paralela.

Otro ejemplo: dos ángulos de la misma naturaleza, cuyos lados son respectivamente perpendi-
culares, son iguales. La demostración consiste en rotar cada una de las rectas un ángulo de 90o y
trasladarlo hasta la ubicación del otro.

I.2.1. Unidad angular: grados

En toda definición de unidades, existe un grado de arbitrariedad. Los grados se definen como el
ángulo que subtiende la 1/360-ava parte de una circunferencia. Se designan mediante el sı́mbolo
(◦) grados, (′) minutos y (”) segundos .

Estas unidades son sexagesimales: cada unidad contiene 60 subunidades: 1 grado contiene 60
minutos, 1 minuto contiene 60 segundos. Las mediciones de longitud son decimales, 1 metro con-
tiene 10 decı́metros, un decı́metro 10 centı́metros,É

El origen del sistema sexagesimal se asocia con el pueblo Sumerio, aproximadamente 2500 años

I.2. GEOMETRÍA PLANA Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Figura I.5: Resumen de las igualdades entre los distintos ángulos generados por dos rectas para-
lelas y una que intercepta ambas. Ángulos iguales se identifican con la misma letra.

AdC.

Las equivalencias son las siguientes:

360◦ ≡ un giro completo alrededor de un circunferencia.
180◦ ≡ 1/2 vuelta alrededor de un circunferencia.
90◦ ≡ 1/4 de vuelta alrededor de un circunferencia.
45◦ ≡ 1/8 de vuelta alrededor de un circunferencia.
1◦ ≡ 1/360 de vuelta alrededor de un circunferencia.
1◦ ≡ 60′, sesenta minutos.
1′ ≡ 1/216,000 de vuelta alrededor de una circunferencia.
1′′ = 1/60 de un minuto.
1′′ ≡ 1/12,960,000 de vuelta alrededor de una circunferencia.

Figura I.6: Se ilustran diversos ángulos: 180◦, 90◦, 45◦, y otros. Se indica además, el sentido
positivo y negativo de un ángulo.

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica
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I.3. Ejemplos. Triángulos Semejantes.

A partir de tres rectas arbitrarias (que no son paralelas entre sı́) definimos un triángulo cual-
quiera. Esta figura geométrica es particularmente útil en la resolución de problemas en mecánica.
Nos interesa, por tanto, conocer sus propiedades más relevantes para poder utilizarlas cuando se
requieran.

Ejemplo

a.- Demostrar que los ángulos interiores de un triángulo suman 180o.

b.- Demostrar que la prolongación de uno de los lados genera, en el vértice de la intersección
con el lado concurrente, un ángulo igual a la suma de los dos ángulos opuestos al vértice de con-
currencia.

Figura I.7:

Solución

a.- Si por el vértice C trazamos una recta L paralela a la base AB, generamos dos ángulos adi-
cionales. Recordando la definición de ángulos alternos internos, podemos identificar los ángulos
que por ser de la misma naturaleza y estar entre dos rectas paralelas cortadas por una secante son
iguales. Los denominamos ∠α y ∠β. De la Figura se desprende que: α + β + γ = 180o.

b.- Al prolongar el lado AC más allá del vértice C se forma una recta y un ángulo de 180o. Como
la suma de los ángulos internos de un triángulo plano suman precisamente 180o, se obtiene que el
complemento de γ en la figura es α + β.
2

Con este resultado, podemos demostrar que un triángulo queda determinado en forma única si
nos damos un segmento |A B| y los dos ángulos asociados al vértice A y al vértice B. Otra forma
de escribirlo es la siguiente: si dos triángulos tienen un lado igual y sus ángulos adyacentes (los

I.3. EJEMPLOS. TRIÁNGULOS SEMEJANTES. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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que se ubican en cada uno de los vértices de este lado) iguales, entonces los triángulos son iguales.

Para demostrar este resultado, trazamos el segmento dado |A B| y por cada uno de sus extremos
trazamos una recta que forme un ∠α y ∠β con ella. Si estos ángulos suman menos de 180o estas
dos rectas siempre se cortan en un punto, que es el vértice del triángulo buscado.

Hay dos triángulos que se pueden formar con estos mismos datos. Uno es la imagen especular
del otro. Para evitar esto basta con asignar explı́citamente uno de los ángulos (α, por ejemplo) con
uno de los vértices del trazo dado. Ası́, el triángulo formado es único.

Ejercicio

Dibuje ambos triángulos y explique el significado de la frase: que uno es la imagen especular
del otro.
2

Figura I.8: Dado un lado y los ángulos adyacentes a los vértices A y B, el triángulo queda deter-
minado en forma única.

Ejercicio

Si nos dan un segmento |AB|, un ángulo adyacente α y el ángulo en el vértice opuesto al seg-
mento dado: ¿Podemos afirmar que un triángulo queda determinado en forma única con estos
datos?

Note que este es un caso diferente al ejemplo anterior. Sólo uno de los ángulos se ubica en el
vértice del trazo dado.
2

Para encontrar más propiedades debemos incluir familias de triángulos que tengan alguna ca-
racterı́stica relevante en común. Triángulos con uno de sus ángulos igual a 90o parecen ser los
primeros reconocidos históricamente desde el tiempo de los sumerios. Cualquier triángulo puede
ser descompuesto en un par de triángulos rectángulos. El teorema de Pitágoras está definido en
estos triángulos. Veremos en este capı́tulo, que al incluir la proporcionalidad entre los lados de un
triángulo rectángulo, llegamos naturalmente a la trigonometrı́a.

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica
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I.3.1. Triángulos Semejantes. Leyes de Proporcionalidad

Los triángulos semejantes son aquellos cuyos ángulos son respectivamente iguales. La propiedad
más relevante en este caso es que dados dos triángulos semejantes, sus lados respectivos están en
la misma razón de proporcionalidad.

Un caso particular es aquel en el cual los lados respectivos presentan la misma razón de propor-
cionalidad. En este caso los triángulos son iguales, o congruentes.

Otra forma de construir triángulos semejantes es: dado un triángulo arbitrario, Ud. alarga (o
encoge) cada lado por un factor λ. El resultado es un triángulos semejante. Todos los lados crecen
(o encogen) de acuerdo al factor λ.

Figura I.9: Dos ejemplos de triángulos semejantes. En ambos casos podemos establecer diversas
relaciones de proporcionalidad al comparar distintos triángulos. semejantes

Ejercicio

Utilizando la ley de proporcionalidad en triángulos semejantes, identifique los triángulos seme-
jantes (ver Figura I.9) que se utilizaron para escribir las igualdades indicadas a continuación.

C P

C A
=

C Q

C B
,

P C

AP
=

QC

QB
,

P A

C A
=

QB

C B
.

Basta encontrar los triángulos semejantes pertinentes para encontrar estas razones.
En el triángulo ABC a la derecha de la Figura, el segmento P Q es paralelo a la base AB.

Algunos sitios donde pueden encontrar dos demostraciones diferentes de este teorema:

www.youtube.com/watch?v=JOhOHCNevVw

I.3. EJEMPLOS. TRIÁNGULOS SEMEJANTES. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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www.youtube.com/watch?v=xV9rvDiwwkY&index=44&list=
PLLYf1wFEASGQQC6a5gp2vZUUGqqzmOK7d

Esta última es geométrica, sin palabras y elegante.

Un sitio que reúne más información acerca de este tema es:
www.youtube.com/playlist?list=PLLYf1wFEASGQQC6a5gp2vZUUGqqzmOK7d
2

Ejemplo

Utilizando la semejanza de triángulos demuestre
que el área de un triángulo es la misma, cual-
quiera sea el lado que se considere como base.

Para demostrarlo basta reconocer que los triángu-
los ∆AEC ∼ ∆BDC. Ambos tienen un ángulo
en común y otro ángulo recto en los vértices D y
E. Por tanto sus tres ángulos son iguales y estos
triángulos son semejantes (ver Fig. adjunta). Se
cumple entonces la proporcionalidad

C B

DB
=

AC

AE
, identificando los segmentos respectivos, tenemos:

a

hb
=

b

ha
.

Trazando la altura restante podemos obtener una ecuación adicional. Ordenando estas igualdades
obtenemos: a ha = b hb = c hc. Estas expresiones son el doble del valor asociado al área de un
triángulo medido desde cualquiera de sus lados.
2

Ejemplo

Considere los triángulos semejantes formados por las rectas L1 y L2, que se cortan en un punto
A y las dos rectas paralelas y a su vez perpendiculares a L1. Utilizando las letras indicadas en la
Fig. I.10, demostrar que se cumplen las siguientes relaciones

AE

AB
=

ED

BC
. (I.1)

Nota: Puede ver el video
www.youtube.com/watch?v=xV9rvDiwwkY&index=44&list=
PLLYf1wFEASGQQC6a5gp2vZUUGqqzmOK7d

Solución

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica
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Figura I.10: Calculando el área de los dos triángulos achurados de la Figura, se demuestra la
igualdad buscada.

Basta con probar que el área del4AEC es igual al área del4ABD.

Considere el área de los triángulos ∆EBD y ∆EDC. Como se puede apreciar de la figura
(I.10), es lo que se requiere para demostrar que los dos triángulos: 4ABD y 4AEC tienen áreas
iguales.

El área del triángulo ∆EBD es DE × BC/2. Sin embargo el área del triángulo ∆EDC es
también BE×BC/2. Con esto se cumple lo buscado inicialmente. Como las áreas de los triángu-
los4AEC y4ABD son iguales, se cumple que:

AE×BC = AB× ED o,
AE

AB
=

ED

BC
. (I.2)

Ejemplo

Demuestre que las diagonales de un paralelogramo se dimidian (se cortan en su punto medio).
Figura izquierda de (I.11).

Solución

Considere los triángulos4ABE y4CED. Tienen un ángulo opuesto por el vértice en E. Como
los lados AB y DC son paralelos, los ángulos de la base de ambos triángulos son iguales. Por
ejemplo, el ángulo del vértice A y C son iguales por ser ángulos correspondientes. Lo mismo
ocurre en el vértice B D. Los dos triángulos mencionados son entonces (al menos) semejantes
puesto que tienen todos sus ángulos respectivos iguales. Pero, como AB y DC son iguales, por ser

I.3. EJEMPLOS. TRIÁNGULOS SEMEJANTES. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Figura I.11: En el paralelogramo se utilizan las relaciones entre los ángulos correspondientes
y alternos internos de la misma naturaleza. Para el caso de las bisectrices, se construyen tres
triángulos congruentes mediante las perpendiculares trazadas desde G.

lados opuestos de un paralelogramo, entonces ambos triángulos son congruentes. De esta forma
los lados correspondientes AE y EC son iguales y ası́ también DE y BE. Las diagonales en un
paralelogramo cualquiera se dimidian. 2

Ejemplo

a.- Demostrar que las tres bisectrices de los ángulos interiores de un triángulo se cortan en un
solo punto.

b.- Demostrar que las tres alturas de un triángulo se cortan en un solo punto.

c.- Demostrar que las tres simetrales (rectas que perpendiculares a cada uno de los lados de un
triángulo y trazadas por el punto medio de los lados respectivos) se cortan en un solo punto.

d.- Demostrar que las tres transversales de gravedad (rectas que unen el vértice con el punto
medio del lado opuesto) de un triángulo se cortan en un solo punto.

Solución de la parte a.-

Si trazamos dos bisectrices desde los vértices A y C, necesariamente se cortan en un punto G
siempre dentro del triángulo. Figura a la derecha en (I.11).

A partir de dicho punto G se traza una perpendicular a cada uno de los lados del triángulo. Con
esta construcción se forman dos pares de triángulos en cada vértice desde donde se trazó una bi-
sectriz. Cada uno de ellos tiene un lado común (la bisectriz) y el ángulo adyacente igual. Como
el ángulo opuesto al lado común mide 90o, todos los ángulos son iguales y por tanto este par de
triángulos son congruentes. El mismo argumento es válido para el triángulo formado por la bisec-
triz trazada desde el otro vértice, supongamos que es C.

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica
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En consecuencia, a partir de la bisectriz trazada desde A , tenemos que GP = GQ y aquella tra-
zada desde C ocurre que GQ = GR, entonces GP = GR. Si unimos el vértice B con G, el par de
triángulos4 BPG y4BGR son congruentes, por las siguientes razones: tienen dos lados iguales
GP = GR, el lado BG es común a ambos y los ángulos rectos en los vértices P y R

¯
. Con esto hemos

demostrado que los triángulos 4 BPG y 4BGR son congruentes y por tanto BG es la bisectriz
del ángulo β correspondiente al vértice B.

Por tanto las tres bisectrices se cortan en un solo punto que denominamos G.
2

Ejemplo

Considere un ángulo cualquiera inscrito en la circunferencia (su vértice está en la circunferen-
cia). Demuestre que el ángulo inscrito α es la mitad del ángulo central β (cuyo vértice está en el
centro de la circunferencia) que subtiende el mismo arco.

Usando este resultado muestre que todo triángulo rectángulo, está inscrito en una circunferencia
cuya hipotenusa coincide con el diámetro de la circunferencia.

Figura I.12: En esta demostración se utilizan las propiedades de un triángulo isósceles y del ángulo
externo en un triángulo. Se resuelven dos casos: el simétrico (izquierda) y el caso donde el centro
de la circunferencia se ubica fuera del área del triángulo.

Solución

Considere el ángulo simétrico con respecto al vértice y al centro de la circunferencia (Figura
I.12 izquierda). Si denominamos α a la mitad del ángulo del vértice, entonces el ángulo central
que subtiende el mismo arco es β = 2α, puesto que es el ángulo externo del triángulo isósceles
4AOB .

I.3. EJEMPLOS. TRIÁNGULOS SEMEJANTES. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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A la derecha aparece un caso más general. Si trazamos un diámetro desde el vértice B del ángulo
α, se forma el ángulo (α + γ) en el vértice. Si consideramos el 4BOC , tenemos que el ángulo
externo es (β + 2 γ) y debe ser igual a la suma de los ángulos opuestos a dicho vértice. Como el
4BOC, es isósceles entonces la suma de los dos ángulos de la base es: 2 [ α + γ ]. Igualando
ambos términos, y restando 2γ , obtenemos β = 2α.

2

Figura I.13: En la resolución de este problema aplicamos semejanza de triángulos y la ecuación
de segundo grado en x, eligiendo la solución que posea una interpretación geométrica.

Ejemplo

Considere un triángulo isósceles cuyo ángulo en el vértice C mide 36o, sus lados iguales tienen
una longitud unitaria y su base un largo x, cuyo valor debemos encontrar a partir de los datos pro-
porcionados. (Ver figura I.13)
NO DEBE USAR TABLAS, SOLO GEOMETRÍA.

Solución

A partir del vértice A trazamos una bisectriz del ángulo de la base. El ángulo queda dividido en-
dos ángulos de 36o. Como la suma de los ángulos interiores de un triángulo suman 180o, el nuevo
ángulo ∠ADB = 72o. De modo que el triángulo 4ADB es isósceles y semejante al triángulo pri-
mitivo4ABC, porque tienen todos sus ángulos iguales. También el triángulo4ADC es isósceles,
porque los ángulos ∠DAC =∠ACD = 36o. De este modo CD = AD. Como el triángulo 4BAD es
isósceles, entonces AD = x.
Aplicamos la ley de las proporciones a estos dos triángulos. Debemos distinguir los lados co-
rrespondientes para evitar errores en este paso. Hacemos coincidir los vértices A con C de los
triángulos 4ADB y 4ABC, respectivamente, porque ambos corresponden on un ángulos de 36o.
Entonces

1

x
=

x

DB
, pero como DB = CB − CD = 1 − CD = 1 − x,
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obtenemos la ecuación
1

x
=

x

1 − x
, =⇒ x2 + x − 1 = 0. x = [

√
5 − 1]/2.

Consideramos sólo la raı́z positiva, puesto que x debe ser positivo. Con este resultado hemos re-
suelto el problema.

Podemos calcular las funciones trigonométricas del ángulo 36o y algunos de sus múltiplos, si
trazamos una perpendicular a BC desde A. Dejamos este ejercicio propuesto.
2

Ejemplo

En un triángulo equilátero de lado a, desde un punto P se trazan dos perpendiculares a los lados
opuestos como se indica en la figura adyacente. Se generan dos segmentos de largo m y n, conoci-
dos.
Encontrar el valor del área de este triángulo equilátero y expresarlo en función de m y n.

Solución:

Defino x = |AP|, y = | PB| con x+y = a.

Como es un triángulo equilátero, cualquier altura h asociado a este triángulo es h =
√

3/(2 a) y
Área =

√
3 (a/2)2.

Recurrimos una vez más a la semejanza de triángulos. Si trazamos la altura desde el vértice A
se generan dos triángulos semejantes 4PBE y 4ABG. Como |BG|= a/2, la proporcionalidad de
los lados respectivos nos da

n

a/2
=

y

a
n = y/2.

Análogamente, a partir de la altura
trazada por el vértice B, tenemos la
siguiente proporcionalidad

m

a/2
=

x

a
m = x/2

Como x + y = a, obtenemos
m + n = a/2. De esta forma el
área del triángulo equilátero es
Área =

√
3 (m + n)2.
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I.4. Ecuación de una Lı́nea Recta

Utilizando la semejanza entre figuras geométricas, nos permitirá definir la multiplicación y di-
visión de segmentos y encontrar la ecuación de una recta.

Para ilustrar estos resultados asociamos -en forma intuitiva-, un número a un segmento recto.
Esta operación debe ser consistente y definida de una vez para siempre, se aplica igual a todos los
segmentos. El número asociado a un segmento de una recta, lo definimos como su longitud.

En el ejemplo siguiente mostramos cómo multiplicar segmentos. Usaremos proporcionalidad y
un sistema de ejes coordenados.

Ejemplo

Utilizando las propiedades geométricas de los triángulos, multiplique dos segmentos de longitud
a y b. Use sólo métodos geométricos.

Con este procedimiento, dados dos segmentos podemos generar un tercero, al cual le asociamos
un número real (su longitud). Este número es compatible con la definición de longitud utilizada en
cada uno de los segmentos iniciales.

Solución

Utilizaremos dos rectas perpendiculares. Esta elección nos aproxima a los sistemas de referencia
que utilizaremos para graficar los resultados en cinemática, por ejemplo.

Considerando estas dos rectas perpendiculares, definimos un segmento particular como la me-
dida del largo unitario. Lo copiamos en el eje horizontal (ver Figura I.14).

Marcamos el segmento a en el eje vertical.

Éste es uno de los segmentos a multiplicar. Marcamos el otro segmento a multiplicar, b, en
el eje horizontal. Unimos los extremos de los segmentos a y del largo unitario 1 mediante una
recta. Trazamos una paralela a la recta anterior por el extremo del segmento b. Con esto se obtiene
el segmento definido como c y que, mediante el teorema de las proporciones, podemos ver que
representa el producto de los segmentos a y b, c = a b, como se indica en la Figura I.14.

¿Qué sucede si b (por ejemplo) tiene un largo menor que la unidad?

¿Qué sucede si generalizamos este protocolo y permitimos que b apunte en el sentido opuesto
al anterior?

2
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1 q

Figura I.14: Se ilustra la operación multiplicación de segmentos mediante triángulossemejantes.
También se puede extender a la división de segmentos mediante un procedimiento similar.

Ejemplo

En el sistema de coordenadas de la Figura (I.14), encuentre la ecuación de una recta cualquiera
en el plano.

Solución

Definimos los ejes coordenados X (denominada abcisa) e Y (denominada ordenada).

Usando la definición de un segmento unitario, tenemos a mano una escala para cada uno de
los ejes: existe un segmento que representa la unidad y que al repetirlo, tenemos un eje graduado.
Incluye todos los números reales puesto que podemos multiplicar segmentos de largo arbitrario,
como vimos en el ejemplo anterior.

Primero trazamos una recta cualquiera por el origen y dibujamos dos triángulos semejantes,
como se indica en la figura (I.14) a la derecha . Escribimos las proporciones que son relevantes
asociadas a este triángulo y obtenemos la ecuación de una recta que pasa por el origen:

a/b = x/y =⇒ y = (b/a)x.

La recta `′ es paralela a `. Copiamos los segmentos a y b adecuadamente a partir del punto de
intersección de `′ con la horizontal, y usando la ley de proporcionalidad vemos que sólo debemos
incluir el desplazamiento en la coordenada x:

y /(x − c) = (b/a) =⇒ y = (b/a)x − (b c)/a.

Esta expresión corresponde a la ecuación de una recta cualquiera con pendiente b/a y que corta
al eje x, en el punto C. La forma convencional de escribir esta ecuación es y = mx + n. Daremos
un barniz de Funciones en el próximo capı́tulo.
2
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La ecuación de una recta es equivalente a encontrar una regla que asocia a cada valor escogido
en el eje horizontal (abcisa) o eje X, un solo valor en el eje Y (ordenada). Ver la Figura I.14 a la
derecha. Esta es la idea básica de una función. Se define como y = f(x), donde f(x) puede ser la
ecuación de una recta como hemos visto, o un polinomio como f(x) = a x + b x2, con a y b son
constantes (números) y x toma sus valores en el eje x. Volveremos a la definición de una función
al estudiar cinemática.

I.5. Otra Unidad Angular: el Radián.

¿Qué es un Radián? ¿Cuál es la necesidad de introducir una nueva definición, como la de radián?

El largo de una circunferencia cualquiera de radio r, es 2 π r. El arco de circunferencia que
subtiende un ángulo central α es proporcional al valor del ángulo. Por ejemplo, un ángulo de 90o

corresponde con un arco que es un cuarto de la longitud de la circunferencia. En el caso de un
ángulo central de 45o, el arco de circunferencia es 1/8 del largo total de la circunferencia. Esto es
el significado de proporcionalidad entre el ángulo central y el tamaño del arco subtendido. Bus-
camos entonces una forma de definir el valor del ángulo (una nueva unidad de medida) tal que el
largo del arco se obtenga mediante una simple multiplicación: producto del valor del ángulo por el
radio de la circunferencia. Esta nueva unidad es el radián.

De acuerdo a esta idea, un ángulo de 360o, una vuelta completa, corresponde a 2π radianes.

Además es una definición que NO depende de la circunferencia usada. Todas las circunferen-
cias concéntricas son semejantes: dado un cierto ángulo, la razón entre el arco subtendido por este
ángulo y el radio de la circunferencia correspondiente es el mismo para todas ellas. Y corresponde
numéricamente al valor del ángulo medido en radianes. esta es la definición y su utilidad.

Si el arco de circunferencia tiene una longitud igual al radio, la razón entre el arco y el radio es
la unidad y es la forma de definir un radián.

Examinemos algunos ejemplos.

Para visualizar el origen de esta definición realicemos la siguiente operación. Con un compás,
dibuje en un papel varios cı́rculos concéntricos de distinto radio. No olvide marcar su centro.
Para cada circunferencia corte un trozo de hilo con un largo igual al radio de la circunferencia
correspondiente. Verifique que el ángulo central subtendido para cada una de las circunferencias
concéntricas es el mismo. Hemos encontrado ası́ una medida natural para definir una unidad an-
gular: dado una circunferencia cualquiera, el ángulo que subtiende un arco igual a su radio, es UN
RADIÁN.
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Como el largo de una circunferencia debe ser proporcional al radio, podemos calcular en forma
exacta este factor de proporcionalidad y resulta ser 2π. Esto corresponde a 360o. Ahora podemos
invertir el proceso: el largo de una arco de circunferencia arbitrario debe ser proporcional al arco
que subtiende. Y el factor de proporcionalidad, como vimos es el radio de la circunferencia.

Ejemplo

Considere una rueda sobre un plano. Marque un radio desde el centro al punto de contacto. Des-
place la rueda, sin resbalar, una distancia igual a su radio. ¿Cuál es el valor del ángulo descrito en
dicho movimiento?

Por definición es un radián, puesto que al no resbalar el camino recorrido es igual al arco que
subtiende el ángulo central.
Note que la distancia que avanza el eje de la rueda depende del tamaño de su radio.

Si el eje (o centro de la circunferencia) avanza la mitad del radio, puede verificar que el ángulo
descrito es también la mitad de un radián.
2

En definitiva, la longitud de un arco cualquiera de circunferencia es igual al ángulo central,
medido en radianes por el radio de la circunferencia. Este resultado es válido para cualquier valor
del arco, ya sea pequeño o grande.

Figura I.15: Rodar sin resbalar: cada punto de la circunferencia está en contacto con un solo
punto del piso, una sola vez. El arco PQ es igual al camino recorrido P’Q’.

Longitud del arco de
⊙

= [ ángulo subtendido (en radianes)]×
[
Radio de la

⊙]
.

360o = 2 π = 6,28318... radianes.
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La equivalencia con los grados es:

1 radián =
360o

2 π
= 57, 29◦,

aplicando esta conversión podemos obtener las siguientes igualdades:

90◦ equivalen a (π/2) radianes,
45◦ equivalen a (π/4) radianes,
30◦ equivalen a (π/6) radianes,
60◦ equivalen a (π/3) radianes.

Ejercicio.

1.- Exprese en radianes los ángulos: a) 45o, b) 30o, c) 22o 30′.

2.- Exprese en grados sexagésimales los ángulos: a) 3 π/4, b) 7π/4, c) 0, 3927 radianes.

3.- Considere el minutero de un reloj de manillas: ¿A cuántos radianes equivale un segundo? ¿A
cuántos segundos equivalen a un radián?

4.- La manilla de una máquina da 35 vueltas por minuto sin cambiar su rapidez. ¿Cuánto tiempo
tarda en girar 5 radianes?

Nota: una medida de rotación en ingenierı́a es RPM, que es un acrónimo para Revoluciones
(giros completos) Por Minuto. Por ejemplo para que un auto viaje a 120 km/h, su motor gira a
3000 RPM, aproximadamente.
2

I.6. TRIGONOMETRÍA.

I.6.1. Definición Geométrica de Seno, Coseno y Tangente.

Cualquier triángulo puede ser dividido en un par triángulos rectángulos. De esta forma si va-
mos a definir las razones seno, coseno y tangente pueden ser definidos utilizando los lados de un
triángulo rectángulo (Ver Figura I.16).

Con un triángulo rectángulo 4OBA se definen las funciones trigonométricas básicas: seno,
coseno y tangente.
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Figura I.16: Definiciones trigonométricas a partir de un triángulo rectángulo cualquiera. Como
uno de los ángulos mide 90o ninguno de los dos restantes puede ser mayor que 90o. Es una res-
tricción que será superada con una definición más general en los siguientes párrafos.

Seno y Coseno de un ángulo referido a un cı́rculo de radio unitario

En un triángulo rectángulo senα es la razón entre el cateto opuesto al ángulo α y la hipote-
nusa.

Coseno de α, (cos α) es la razón entre el cateto adyacente al ángulo y la hipotenusa del triángu-
lo rectángulo que aparece en la Figura (I.16).

Inicialmente lo definimos con respecto a un triángulo rectángulo cualquiera, pero posteriormen-
te nos concentraremos a uno cuya hipotenusa es de largo unitario inserto en una circunferencia
de radio unitario. Esto constituye una tremenda ventaja operativa y nos permite extender estas de-
finiciones a una propiedad del ángulo sin mirar el triángulo desde donde nació la idea original.
Está basado en que todos los triángulos rectángulos con un ángulo común son semejantes.

Si nos restringimos a una circunferencia de radio unitario, la hipotenusa es la unidad de manera
que el valor del coseno está dado directamente por la magnitud del cateto adyacente al ángulo y el
seno por la magnitud del cateto opuesto al ángulo referido. Las propiedades encontradas para este
triángulo serán válidas también para cualquier familia de triángulos semejantes a él.

Las definiciones anteriores se convierten en

Definición

senα ≡ |AB|
|OA|

= |AB|, |OA| = 1,

cos α ≡ |OB|
|OA|

= |OB|, |OA| = 1.
(I.3)
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A continuación se incluyen algunos valores de estas funciones que debemos recordar:

sen 0◦ = 0, cos 0◦ = 1,

sen 90◦ = 1, cos 90◦ = 0,

sen 45◦ = 1/
√

2, cos 45◦ = 1/
√

2,

sen 30◦ = 1/2, cos 30◦ =
√

3/2,

sen 60◦ =
√

3/2, cos 60◦ = 1/2,

Propiedades de estas funciones

Figura I.17: Si el radio de la circunferencia es la unidad, el valor de senα está dado por la
proyección del vector OA sobre el eje vertical y el valor del coseno es la proyección de este mismo
vector sobre el eje horizontal. Note que la definición de tangente es también simple.

Ilustramos aquı́ las ventajas del uso de la circunferencia unitaria para definir seno, coseno y tan-
gente. Esta definición permite extender la definición a los caso en que el ángulo es mayor que la
90o, incluir el signo de la función y encontrar relaciones entre ellas. Esta generalización incluye la
definición primitiva, que permanece vigente.

Con el uso de la circunferencia unitaria, el seno es la proyección sobre el eje vertical (con un
sentido positivo asignado) y puede de esta forma tomar cualquier valor de 0o a 360o y ser positiva
o negativa de acuerdo al signo que arroja su proyección sobre el eje vertical.
De igual forma el coseno es la proyección sobre el eje horizontal (nuevamente, con sentido positivo
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asignado) y puede tomar el mismo rango de valores señalado.

Definición
La rotacón de los punteros del reloj se de-
fine como SENTIDO NEGATIVO. Ob-
viamente el SENTIDO POSITIVO es el
opuesto y se indica en la Figura. Esta de-
finición es compatible con la regla de la
mano derecha.

I.6.2. Relación entre trigonometrı́a y geometrı́a

Las igualdades trigonométricas se pueden recuperar utilizando geometrı́a, como ilustraremos a
continuación. A fin de cuentas está en el origen de la trigonometrı́a: las razones entre los lados de
un triángulo.

A continuación, un par de ejemplos.

1.– Como en un triángulo rectángulo se cumple que a2 + b2 = c2, y en el triángulo de la Figura
I.17, a = senα, b = cos α y c = 1, entonces

(senα)2 + (cos α)2 = 1 (I.4)

para cualquier ángulo α.

(Por convención (senα)2 ≡ sen2α.)

Esta igualdad se puede comprobar con la lista de valores para el seno y el coseno que se in-
cluyó más arriba.

2.– De la circunferencia de radio unitario (ver Figura I.17 derecha) se pueden obtener, como
se afirmó previamente, relaciones entre las definiciones para diferentes ángulos. Mostramos un
ejemplo aquı́.
senα = |AB| ≡ |OC| (puesto que CA ||OB).

Consideramos el triángulo OAC tenemos, |OC| =
|OC|
|OA|

≡ cos(90 − α), de acuerdo a la

definición de coseno.

De aquı́, tenemos: cos(90− α) = senα. (I.5)
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Otras relaciones que se pueden deducir a partir de esta geometrı́a son:

sen(−α) = −senα , cos(−α) = cosα , sen(90o + α) = cosα.

Figura I.18: De la Figura se desprende que sen(180− α) = senα, y cos (90 -α) = senα.

Esta igualdad se puede verificar con los valores que aparecen en la lista de funciones seno y
coseno incluı́ das anteriormente, usando geometrı́a como se indica en la Figura I.18.

Ejercicio

Usando la misma figura I.18 demuestre:

sen(90− α) = cosα, sen (180◦) = 0, cos (180◦) = −1,

sen (270◦) = −1, cos(−30◦) =

√
3

2
, sen(−30◦) = −1/2.

Otras relaciones que se desprenden de la geometrı́a de la figura I.17,

sen(180− α) = senα .

cos(180− α) = − cos α.

Suma y Resta de Ángulos

Ejemplo

A partir del triángulo de la Figura I.19, demuestre la siguiente entre el seno de la suma de un par
de ángulos y los valores originales del seno y coseno de cada uno de los ángulos.:

sen(α + β) = senα cos β + cos α sen β. (I.6)
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Una forma de encontrar esta igualdad es calcular el área de un triángulo cualquiera de dos mane-
ras diferentes, procurando que en una de ellas tenga protagonismo el ángulo (α+β) . Utilizaremos
el4ABC de la Figura I.19.

Figura I.19: Con el Triángulo ∆ABC demostramos usando solo geometrı́a la expresión de
sen(α + β) en función de los ángulos α y β.

Con este criterio escribimos el área usando H=|AE|, como una de las alturas y |BC| = a como
la base correspondiente. La alternativa para calcular la misma área es sumar el área de 4ADC y
de4CDB. Aquı́ interviene la altura h =|CD| . Como el área tiene un solo valor, podemos igualar
estas expresiones, y obtenemos el resultado esperado.

Con la primera aproximación tenemos:

Área -1 =
1

2
H |BC| =

1

2
a sen(α + β)b, (I.7)

Para los otros triángulos, tenemos

Área -2 =
1

2
h |AD| =

1

2
h b cosα =

1

2
a sen(β) b cos(α). (I.8)

Aquı́ elegimos igualar h utilizando el ángulo β para que aparezcan los lados a y b en ambos lados
de la expresión de las áreas. Para el otro triángulo, tenemos

Área -3 =
1

2
h |DB| =

1

2
h a cos β =

1

2
b sen(α) a cos(β). (I.9)

Como la suma de las dos últimas áreas deben ser iguales a la primera, obtenemos el resultado
buscado.
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Otra igualdad trigonométrica, tan recurrente como la anterior I.6 es

cos(α + β) = cos α cos β − senα sen β. (I.10)

Se puede obtener de la anterior si consideramos

sen(α + 90o + β) = sen(α + 90o) cos β + cos(α + 90o) sen β.

y usando las relaciones geométricas sen(90o + α) = cos α y cos(90o + α) = −senα.
obtenemos la expresión buscada.

I.6.3. Tangente.

La tangente de un ángulo es la razón en-
tre el cateto opuesto al ángulo y el adya-
cente en un triángulo rectángulo.

tan α =
AC

OA
=
BD

OB
=
senα

cosα
(I.11)

La tangente, a diferencia del seno y co-
seno, puede tomar cualquier valor entre
+∞ y −∞.

Algunos valores que aparecen frecuentemente se tabulan a continuación:

tan (π/2) = +∞,
tan 0 = 0,
tan(−π/2) = −∞,
tan(π/4) = tan 45◦ = 1,

tan(π/3) = tan 60◦ =
√

3,

tan(π/6) = tan 30◦ = 1/
√

3,

tan(−π/3) = tan −60◦ = −
√

3

Ejercicio

Utilizando la definición de la tangente en función de seno y coseno, demuestre que

tan(α + β) =
tan α + tan β

1− tan α • tan β
. 2
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Como la definición utiliza la razón entre los lados de un triángulo rectángulo, siempre podemos
invertir estas razones y obtenemos el inverso del seno (que llamamos cosecante), el inverso de la
razón del coseno (lo llamamos secante) y lo mismo para la tangente.
Esto es análogo al caso de los números reales: por cada número real distinto de cero, existe un
inverso (xε <, x 6= 0)

x • 1

x
= 1 =

1

x
• x.

cotanα • tanα = 1, cotanα ≡ cotangente de α =
OA

AC
=

1

BD
(I.12)

senα • cosec α = 1, cosec α = AC
CB
,

cos α • sec α = 1, sec α = AC
AB
,

cosec α ≡ cosecante de α,

sec α ≡ secante de α.

(I.13)

En general evitaremos usar estas definiciones.

I.6.4. Teorema del seno

Usando sólo geometrı́a podemos encontrar una relación entre el seno de un ángulo interior de
un triángulo y la longitud del lado que lo enfrenta. Esta relación es el teorema del seno.

h1 = b senα h1 = a sen β

=⇒ a

senα
=

b

senβ

h2 = c sen β h2 = b sen γ

=⇒ b

sen β
=

c

sen γ

De aquı́ se obtiene el teorema del seno:

a

senα
=

b

sen β
=

c

sen γ
. (I.14)
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I.6.5. Teorema del coseno

Aplicando el Teorema de Pitágoras a los triángulos que aparecen en la misma Figura, se tiene

h22 = b2 − x2, h22 = c2 − y2,

b2 − x2 = c2 − y2, y = a− x,

expresando y en función de x: b2 = c2 − a2 + 2 a x,

pero: x = b cos γ,

introduciendo este término en la última igualdad, obtenemos

c2 = a2 + b2 − 2 a b cos γ. (I.15)

Ejercicio

Demostrar que

a2 = b2 + c2 − 2 b c cos α,

b2 = a2 + c2 − 2 a c cos β,

c2 = a2 + b2 − 2 a b cos γ.

(I.16)

Ejercicio

Descubra una regla nemotécnica que le permita recordar las fórmulas anteriores.
¿Qué ocurre con el signo frente al término que contiene el coseno de uno de los ángulos cuando
éste es mayor que π / 2?

Ejemplo

a.- Encuentre, usando sólo geometrı́a, la expresión para el ángulo doble sen(2α), en función del
ángulo original. Por ejemplo seno y coseno de (α) y constantes numéricas.

b.- Encuentre, geométricamente, una expresión para cos(2α) en función de sen α y constantes
numéricas. Exprese cos(2α) en función de potencias de cosα más constantes numéricas.

c.- Muestre que los dos resultados anteriores se desprenden directamente de la expresión I.6
obtenida anteriormente, para el seno y coseno de la suma de ángulos.

Solución
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Figura I.20: Se obtiene una expresión para el ángulo doble comparando el área de los dos triángu-
los congruentes generados en este rectángulo. Note que la diagonal es la unidad y la longitud de
los lados es sen t y cos t.

La idea es calcular el área de dos triángulos diferentes que están insertos en el rectángulo ABCD.
Los valores asignados a los lados del rectángulo ahorran cálculos pero no le quitan generalidad a
la demostración.

La estrategia es calcular el área del triángulo ∆BCD y el triángulo ∆BCD usando los valores
asignados a los lados del rectángulo. El área de ambos triángulos es la misma. Como las expresio-
nes tienen el mismo valor, obtenemos una ecuación que contiene una de las expresiones buscadas.

El área del triángulo ∆BCD está escrita a la izquierda de la ecuación siguiente. La del triángulo
, ∆BCD es la expresión a la derecha de la ecuación:

1

2
sen α cos α =

1

2

sen 2α

2

de esta forma obtenemos la respuesta buscada

sen( 2α) = 2 sen α cosα. (I.17)

I.7. PROBLEMAS PROPUESTOS

1.- a) Encuentre el valor de los ángulos α y β que miden el alejamiento angular del punto de
contacto de la correa y la circunferencia con respecto a la vertical.

b) Calcule el largo de la cuerda que rodea a dos cuerdas de radios R y 3R/4 cuyos ejes
están separados por una distancia D.

c) Calcule el área encerrada por los segmentos de la cuerda situada entre los puntos en que
toca a las ruedas y la circunferencia de cada una de las ruedas.
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2.- Considere un rectángulo ABCD donde el lado BC = 3AB, y P, Q son dos puntos sobre
el lado BC que dividen el lado en tres partes iguales, es decir, donde BP = PQ = QC.
Demuestre que, en este caso particular, ocurre que: α + β = γ.

Este es un caso particular. Cualquier modificación deshace este resultado. Por ejemplo: des-
place el punto Q acercándolo, por ejemplo, a C. El otro punto P permanece fijo. En este caso,
el ángulo γ aumenta, pero α y β permanecen iguales y por tanto la igualdad no se cumple.

Nota: Utilice la expresión para la suma de ángulos en la tangente: tan(α + β).

3.- Calcule la razón entre las áreas de un cı́rculo de radio R y del triángulo equilátero de lado a
que lo contiene. Exprese el radio R en función de a.

4.- a) Calcule el área del triángulo ABO en función del ángulo ∠AOB y el radio R de la
circunferencia. Grafique ( a mano alzada) el área de este triángulo en función de α. Por
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ejemplo, calcule el área para α = π/4,
pi/2, 3 π/4, π,É

b) Encuentre el valor del ángulo central del triángulo isósceles OAB, cuyo vértice es el
centro de la circunferencia y que tiene la misma área que el sector circular cuyo ángulo
central es α. Note que esto no es posible para valores arbitrarios del ángulo α. Para darse
cuenta de ello basta pensar el caso α = π.

c) Determine el máximo valor de α (en radianes) para el cual el triángulo isósceles descrito
existe.

5.- Si un hexágono regular y un triángulo equilátero tienen el mismo perı́metro, determine la
razón entre sus áreas.

6.- Dado un cı́rculo de radio R, determine el área del hexágono regular circunscrito y el área
del hexágono regular inscrito. Compare con el área de la circunferencia. Calcule estas áreas
cuando el polı́gono regular (inscrito y circunscrito) tiene n = 12, 24, muchos ladosÉ

7.- Tres cı́rculos de igual radio R se colocan tangentes entre sı́ como muestra la figura. Calcule el
área achurada que se forma en el centro.

8.- Un caracol requiere movilizarse en el menor tiempo posible desde el vértice 1 (inferior iz-
quierdo) hasta el vértice 2 (superior derecho) de la caja rectangular de la figura. Los lados de
esta caja son L > W > H . Como la rapidez (o lentitud) del caracol es constante, para minimi-
zar su tiempo de viaje debe utilizar la trayectoria más corta entre estos dos puntos. Encuentre
la trayectoria que debe seguir el caracol.
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9.- Suponga que la Tierra es una esfera perfecta de radio 6390 [km] y que sobre el Ecuador se
tiende una cinta que la rodea. Suponga que alguien desea levantar esta cinta de manera que
una persona de 2 m de alto pueda pasar justo bajo ella en cualquier lugar del Ecuador.

a) ¿En cuántos metros debe aumentarse el largo de la cinta?

b) Muestre que en el caso de una circunferencia y un triángulo se cumple que el área extra
que se añade es

Área adicional = Ph + πh2

donde P es el perı́metro de la figura. Este resultado es válido para cualquier figura cónca-
va cuyo contorno se extiende en un valor h.

10.- Suponga que, producto de la buena comida consumida en las fiestas de fin de año, debe aco-
modar su cinturón en el siguiente agujero. Calcule la superficie de tejido adiposo que agregó a
su cuerpo a la altura de su cinturón.
Indicación: Para hacer este cálculo puede modelar su cintura como una circunferencia de
perı́metro P , donde P es la longitud medida desde uno de los extremos de su cinturón a la
posición en que abrochaba su cinturón antes de las Fiestas. Puede suponer que el ancho del
cinturón es W y que la distancia entre los agujeros es d.

Figura I.21:

11.- Un cilindro de radio R se ubica sobre una canaleta caracterizada por los ángulos α y β señala-
dos en la Figura.

Suponiendo que el cilindro no se despega del fondo de la canaleta, determine el nivel necesario
de agua H para que permanezca completamente sumergida. Verifique su resultado para el caso
α = β. ¿Cambia la solución si usamos una esfera en lugar de un cilindro?

12.- Considere un triángulo isósceles cuyo ángulo del vértice es 120o. Se inscribe una circunferen-
cia de radio R en el interior de este triángulo. Calcule la altura de este triángulo en función
del radio R dado. ¿Es posible formar un triángulo equilátero con tres de estas baldosas? ¿Es
posible formar un cuadrado teniendo estas baldosas como unidades base?

13.- Una barra muy delgada de largo L cuelga del techo sostenida de sus extremos por sendos hilos
de largo d. Los hilos caen perpendicularmente a la barra.
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a) Calcule la altura h que se eleva la barra al hacerla girar en 90◦ .

b) Usando materiales a su alcance, compruebe experimentalmente su resultado. ¿Qué con-
dición debe cumplir d para que esta operación se pueda realizar?

Figura I.22:

14.- Se tiene el cuadrado 2ABCD de la figura junto con un triángulo equilátero4DEF, ambos de
lado a. Se traza la diagonal AF, calcule el área del triángulo4 GDH.

15.- Un cilindro recostado de radio R y largo L contiene lı́quido hasta una altura h como indica la
figura. Calcule la nueva altura del lı́quido cuando el cilindro se coloca en posición vertical.
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16.- Se tiene un conjunto de n cilindros de radioR alineados sobre una superficie plana y tocándose
con sus vecinos. Los cilindros no pueden moverse. Utilizaremos una cuerda inextensible de
largo L para colgar una masa m de uno de sus extremos, mientras el otro está conectado a una
superficie vertical en un punto de altura 2R con respecto a la superficie horizontal, tal como
lo indica la figura.

Ahora suponga que usted instala (n − 1) cilindros idénticos sobre la base formada por los n
cilindros, tal como se muestra en la figura. ¿Cuánto sube el extremo de la cuerda que tiene la
masa m con respecto a la situación inicial?

Indicación: Ud. puede resolver el problema como más le acomode, pero incluimos algunas
indicaciones que pueden ser útiles:

I) No se incomode con el dato de n o (n − 1) cilindros. En un comienzo sólo necesita
ver qué sucede con tres cilindros solamente: uno arriba y dos abajo. Resuelva este caso
primero y después extienda este resultado al de n cilindros.

II) La cuerda no tiene espesor y va pegada a los cilindros en la zona ocupada por ellos.

III) El orden es como sigue: la cuerda llega horizontal y tangente al primer cilindro (el de
más a la izquierda), después sigue el arco de ese cilindro hasta el punto de contacto con
el cilindro superior, desde allı́ se pega al superior hasta el siguiente punto de contacto
con el inferior y ası́ sucesivamente.

IV) Debe evaluar el arco de circunferencia en cada caso para determinar el camino recorrido
por la cuerda.
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17.- a.- Determine el ángulo α que subtiende la barra de largo L, que permanece en reposo en el
interior del cilindro de radio R de la figura.

b.- ¿A qué altura se ubica el punto medio de la barra L, medido a partir del piso? Dé su res-
puesta en función del ángulo θ, que suponemos conocido.

c.- Cuál es la relación entre el ángulo θ y α cuando la barra permanece horizontal?

Figura I.23:

18.- Dados dos puntos P (2,-3) y Q (1, 5), en el sistema cartesiano (x, y):

a) Encuentre la distancia entre ellos.

b) Encuentre la ecuación de la recta que pasa por ambos puntos e indique el valor de su
pendiente.

c) Escriba la ecuación de una recta perpendicular a PQ y que pasa por el origen.
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19.- Para calcular el ancho de un rı́o, se mide una distancia, AB (ver Figura), a lo largo de su
orilla, tomándose el punto A directamente opuesto a un árbol C, ubicado en la otra ribera. Si
el ángulo ∠ (AB C) es de 55◦ y la distancia AB de 10 m, ¿cuál es el ancho del rı́o?

Figura I.24:

20.- El mástil de un gran navı́o tiene una altura de 30 m sobre el nivel del mar. Lejos de allı́ , un
pescador en su bote, ve el mástil con un ángulo de 5◦ sobre la horizontal. Si el ángulo está en
un plano vertical: ¿a qué distancia se encuentra el bote?

(Desprecie la altura del bote y del pescador que está sentado en él.)

21.- Al observar dos torres desde el punto medio de la distancia que las separa, los ángulos de
elevación de sus extremos superiores son 30◦ y 60◦ respectivamente. Demostrar que la altura
de una de las torres alcanza el triple del valor de la altura de la otra.

22.- Al aproximarse una patrulla de reconocimiento a un fuerte (ver Figura) situado en una llanura
encuentra que, desde un cierto lugar, el fuerte se ve bajo un ángulo de 10◦, y desde otro punto,
200 m más cerca del fuerte, se ve bajo un ángulo de 15◦ ¿Cuál es la altura del fuerte y cuál es
su distancia al segundo lugar de observación?

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica



38 versión de 13 de marzo de 2016

23.- Con el fin de conocer la altura, h de un objeto, se ha medido la distancia entre dos puntos,
A y B, a lo largo de una recta que pasa por su base en un plano horizontal y resultó ser `
metros. Los ángulos de elevación de la punta del objeto desde A y B resultaron ser α y β
respectivamente, siendo A el punto más cercano a la base (ver Figura siguiente). Demostrar
que la altura está dada por la fórmula:

h =
`

cot β − cotα
, si A y B están del mismo lado, y por:

h =
`

cot β + cot α
, si A y B están en lados opuestos de la base del objeto.

Figura I.25:

24.- Una persona ubicada en el punto P de la Figura, observa dos montes con ángulos de elevación
α y β respectivamente.

Si el de la izquierda tiene una altura h y la separación entre ambos es D, calcule la altura del
monte opuesto.

Figura I.26:
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25.- En esta Figura se puede apreciar la diferencia entre un dı́a sideral y uno solar.

Para hacer la explicación más sim-
ple, supongamos que es posible ob-
servar las estrellas durante el dı́a.
En realidad las estrellas están allı́
y de hecho los radioastrónomos las
observan durante el dı́a.
Para un observador en el Ecuador,
el dı́a solar es el intervalo que trans-
curre entre dos pasos consecutivos
del Sol por el cenit (posición del
Sol justo sobre nuestras cabezas).
El dı́a sideral es el tiempo compren-
dido entre dos pasos consecutivos
de una estrella lejana por el cenit.
La diferencia que existe entre ambas definiciones se debe al movimiento de traslación de la
Tierra alrededor del Sol como se indica en la Figura que se acompaña.

Este desplazamiento no cambia la posición de la estrella lejana –precisamente por estar tan
lejana–, pero la posición del Sol en el cenit ocurre antes que la Tierra alcance a dar una vuelta
completa alrededor de su propio eje.

Determinar el valor del ángulo α definido en la Figura. Calcule la diferencia, expresada en
segundos, entre el dı́a sideral y el dı́a solar.

Figura I.27:

26.- Los dos discos de la figura están separados (centro a centro) por una distancia D. Los radios
de cada uno son R1 y R2, con uno mayor que el otro.
a.- Encuentre el largo de la polea que une ambos discos. (Este tipo de unión permite que los
discos giren en sentidos opuestos, en caso que exista rotación).
b.- Calcule el ángulo α y β que señala el arco que va desde el punto donde la cuerda toca al
disco hasta la vertical señalada en la figura. Los resultados deben quedar en función de los
datos conocidos.
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27.- Desde un puntoD, una persona puede observar una estatua con su pedestal en forma completa.

Conoce su altura y la del pedestal, que son 6 y 4 m, respectivamente.

El ángulo de elevación de la cabeza de la estatua con respecto al piso es el doble del ángulo
que subtiende el pedestal.

A partir de estos datos, calcule a qué distancia se encuentra este observador.

Figura I.28:

28.- Al incidir un rayo de luz sobre una superficie que separa dos medios diferentes, por ejemplo,
al pasar del aire al vidrio o viceversa, ésta sufre un cambio de dirección (ver Figura). Este
fenómeno se conoce con el nombre de refracción de la luz. La ecuación que describe este
fenómeno es la Ley de Snell:

senα
sen β

=
vaire
vvidrio

donde vaire y vvidrio, corresponden a la velocidad de la luz en el aire y en el vidrio respecti-
vamente. (Para el vidrio común se acepta el valor vaire/v vidrio ' 1,5).

Figura I.29:
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Introducción a la Mecánica 41

Supongamos que un haz de luz incide sobre un vidrio de caras paralelas y de 2 cm de espesor,
con un ángulo de incidencia α = 40◦. Determine el espesor d del vidrio para el cual el rayo
de luz emergente se encontrará paralelamente desplazado respecto al incidente. (Ver Figura).

29.- Considere ahora un rayo de luz incidiendo sobre un prisma en la forma como se muestra en la
Figura. Encuentre el ángulo β para α = 20◦, 40◦, 50◦ y 70◦.

¿Para qué valor del ángulo incidente α, el rayo de luz se propaga paralelamente a la cara
interior del lado opuesto al de incidencia del prisma?

Para valores de α mayores, el haz de luz se refleja especularmente en la superficie interior del
prisma. Este fenómeno se conoce con el nombre de reflexión total.

30.- Estimaciones del tamaño de la Tierra.

Los antiguos reconocieron la esfericidad de la Tierra a través de diversas observaciones:

a) En los eclipses de Luna la sombra de la Tierra sobre la superficie lunar es redonda.

b) La elevación de una estrella sobre el horizonte varı́a con la latitud.

c) Los barcos se pierden rápidamente de vista desapareciendo bajo el horizonte al alejarse.

Uno de los primeros valores para el perı́metro del globo terráqueo fue obtenido por Eratóstenes
(∼ 330 A. de C.).

Eratóstenes sabı́a que al mediodı́a del 22 de Junio el Sol caı́a verticalmente en Siena (actual-
mente Asuán): la luz solar que incidı́a sobre un profundo pozo se reflejaba en el fondo hacia
arriba. (Ver Figura). El mismo dı́a, a la misma hora, se midió en Alejandrı́a la sombra de un
alto obelisco. Eratóstenes encontró que los rayos del Sol formaban un ángulo de 7, 5◦ con la
vertical.

Figura I.30: El valor obtenido por Eratóstenes no resultó ser el correcto debido a la imprecisión
en la medida de las distancias.

Sabiendo que Alejandrı́a se encuentra a algo más de 800 Km. al Norte de Siena, estime el
valor del perı́metro y radio terrestres.
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31.- Estimación del alcance visual sobre el horizonte.

Suponga que un observador se encuentra a una altura h sobre el suelo en un terreno sin acci-
dentes . ¿A qué distancia `, se halla el lı́mite del horizonte?

(Use R = 6,400 km). Calcule ` para:

h1 = 2 m, (∼ estatura de una persona),

h2 = 20 m, (∼ vigı́a de un barco),

h3 = 300 m, (∼ altura del cerro San Cristóbal).

(Ver Figura)

Figura I.31:

32.- Masa de la Tierra.

La mayorı́a de los lı́quidos y sólidos constituyentes de nuestro planeta tienen densidades que
fluctúan entre 1 y 10 kg/lt. A partir de estos datos y usando R = 6,400 km para el radio de la
Tierra, estime un valor para su masa.

33.- Relación entre el diámetro de la Luna y su distancia a la Tierra.

Se intercala una moneda de un diámetro de 2 cm. entre el ojo y la Luna, ocultándola a la vista.
La moneda se aleja gradualmente, encontrándose que el borde de la Luna empieza a ser visible
cuando la moneda está a unos dos metros de la pupila.

Use estos datos para encontrar una relación entre el diámetro de la Luna y su distancia a la
Tierra.

34.- Tamaño de la Luna y distancia a la Tierra.

El tamaño de la Luna fue comparado con el de la Tierra por Aristarco (270 A. de C.), durante
un eclipse lunar. (Esto ocurre cuando la Tierra se interpone entre la Luna y el Sol). Aristarco
midió el tiempo que tardaba la Luna en cruzar la sombra de la Tierra, y encontró que el
diámetro de la sombra terrestre era dos veces y media el diámetro de la Luna.
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Sin embargo, la sombra de los planetas no es un cilindro, sino un cono. Durante una eclipse
solar (cuando la Luna se interpone entre el Sol y la Tierra), es sólo un poco más que el vértice
del cono de sombra de la Luna lo que alcanza a la Tierra.

Aristarco dedujo esto observando que durante el eclipse, la Luna cubre apenas el disco solar.
Argumentó que en un eclipse de Luna, la sombra de la Tierra se reduce en la misma razón que
en el caso de la Luna.

Con estos datos, deduzca que d = 2
7
D, donde d es el diámetro lunar y D, el diámetro terrestre.

Usando este resultado, el valor del radio terrestre y la relación entre el diámetro de la Luna y
su distancia a la Tierra, estime:

a) el diámetro lunar,

b) la distancia Tierra–Luna.

Figura I.32:
.

35.- Distancia Tierra–Sol.
La distancia de la Tierra al Sol es difı́cil de estimar. Aristarco notó que cuando hay media
Luna (es decir, se ve iluminada exactamente la mitad del disco lunar), los rayos del sol deben
caer sobre la Luna perpendicularmente con respecto a la lı́nea de visión del observador. En
ese momento es posible medir el ángulo α con que el Sol es visto desde la Tierra. Su valor es
muy cercano al de un ángulo recto: 90◦ − α ' 1◦.

(Aristarco, erróneamente, lo estimó en: 90◦ − α ' 3◦ ).

Use este resultado y la distancia Tierra–Luna, para estimar la distancia Tierra–Sol.

Estime, además, la rapidez (módulo de la velocidad) con que la tierra orbita alrededor del Sol.

36.- Nuevo método experimental para estimar la distancia Tierra–Luna.
Supongamos dos observadores A y B que están ubicados sobre el mismo meridiano terrestre
y dispuestos de manera tal, que los rayos de luz provenientes de la Luna forman, tanto para A
como B, un ángulo X con la vertical local, como se señala en la Figura.

Para calcular la distancia entre la Tierra y la Luna, debemos conocer el valor del ángulo Z.
Una forma de obtenerlo es midiendo la distancia entre A y B sobre la superficie terrestre.
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Figura I.33: .

En la antigüedad, la determinación de esta distancia resultaba difı́cil, prefiriéndose el método
siguiente: cada observador medı́a el ángulo que formaban los rayos provenientes de una es-
trella elegida previamente por ambos, y la vertical en el respectivo punto. Designando estos
ángulos como u para A y v para B, se puede demostrar que Z = u+ v.

Obtenga esta relación y justifique la suposición que los rayos que inciden en A son paralelos
con los que inciden en B.

Ahora, suponiendo conocidos: R,X y Z, calcule, en función de estas cantidades, la distancia
Tierra–Luna medida desde el centro de la Tierra. Suponga que la Luna es un objeto puntual.

¿Por qué ambos observadores deben ubicarse en un meridiano en lugar de un paralelo, por
ejemplo? Haga un diagrama para justificar su respuesta.

37.- Demuestre que si dos cuerdas en un cı́rculo se interceptan en ángulos rectos, entonces la suma
de los cuadrados de los largos de los cuatro segmentos formados es una constante y el valor
de esta constante es el cuadrado del diámetro: 4R2 = a2 + b2 + c2 + d2.

Ref.: Stephen Barr; 2nd Miscellany of Puzzles, New York, 1969 (Dover Publ. Mathematical
Brain Benders, 2nd Miscellany of Puzzles, 1982) - problem 9: The Pot on the Crosspieces.

Rob Johnson; http://www.whim.org/nebula/math/images/perpchord.gif
Una prueba corta se basa en el siguiente resultado: cuando se tienen dos cuerdas que se inter-
ceptan, los arcos opuestos formados en la circunferencia suman el doble del ángulo formado
por las dos cuerdas. En nuestro caso, dado que las cuerdas son perpendiculares (π/2), tenemos
que los dos arcos opuestos suman π (son suplementarios entre ellos). Desplazando estos arcos
junto con las cuerdas de manera que el punto de intercepción se ubique en la circunferencia,
podemos apreciar que entonces forman un triángulo rectángulo con el diámetro de la circun-
ferencia como la hipotenusa.
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Roger B. Nelsen;
Four Squares with Constant Area, Mathematics Magazine. 77:2 (April 2004) 135 Ver esta
revista para tener una prueba sin palabras (sólo usa el dibujo para insinuarla).
(Estas indicaciones son gentileza del Profesor Andrés Meza.)

Figura I.34: Prueba sin palabras de la cuerdas perpendiculares.

38.- Problema Desafı́o! Resolver usando sólo geometrı́a.

Divida una pizza de la siguiente forma: Toma un punto P arbitrario al interior de la pizza, que
no sea el centro de ella. A partir de dicho punto P, traza una cuerda arbitraria, que no sea,
por ejemplo, perpendicular a la recta que une P con el centro de la pizza. Por el mismo punto
traza otra cuerda perpendicular a la anterior. Con este procedimiento ya tiene cuatro pedazos
de pizza. Finalmente, bisecta los ángulos rectos que se han formado, mediante dos cuerdas,
que son necesariamente, perpendiculares entre sı́.
Demuestre que la persona que elige las partes sombreadas, (las que no son adyacentes) come
exactamente lo mismo que su compañero que consume las partes sin sombrear.

39.- Problema Desafı́o!

Demostrar que la suma de los ángulos interiores de un triángulo esférico (un triángulo dibuja-
do sobre una esfera de radio R) tiene el valor:

3∑
i=1

θi − π =
Area

R2
,
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Figura I.35:

Donde θi es cada uno de los ángulos interiores del triángulo esférico de la figura, R, el radio
de la esfera y el área es el área encerrada por el triángulo.

Calcule primero el área generada por una tajada con un ángulo θ. Puede usar la proporciona-
lidad entre el ángulo θ y 2π. Ver dibujo de la izquierda .

Con ese resultado, y considerando que el triángulo esférico genera tres cı́rculos máximos,
como se puede apreciar en el dibujo a la derecha de la figura, concluya (y calcule el resultado
pedido) que el área que generan las tajadas, al tomarlas de a pares desde cada vértice del
triángulo, cubren una vez la esfera y tres veces los dos triángulos (el superior y el reflejo en
las antı́podas). Con esto puede llegar al resultado pedido.

¿Qué ocurre si R 7→ ∞?

Figura I.36:

I.8. Bibliografı́a

1. La mayorı́a de los libros de Introducción al Cálculo contienen lo básico de geometrı́a y trigo-
nometrı́a.

I.8. BIBLIOGRAFÍA Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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2. Un libro de libre acceso se puede encontrar en: press.princeton.edu/books/maor/ qquad Ver el
capı́tulo 6: Two Theorems from geometry. Estudia casos simples de geometrı́a.

3. Selected Chapters of Geometry. Buscar bajo este tı́tulo en google. En el capı́tulo I aparece
una discusión acerca de uno de los problemas desafı́o propuesto.

4. www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/fun2/fun2.html#graphenwf
Contiene gráficos de funciones trigonométricas con ejercicios interesantes.

5. The shape of space, Jeffrey E. Weeks, Marcel Dekker, Inc. new York, 2002. Contiene diversos
tópicos acerca de la geometrı́a. Es una lectura adicional y entretenida. Está en la Biblioteca del
Departamento de Fı́sica y de la Biblioteca Central.

Ejemplo Resuelto

Un cilindro se ubica en el interior de una canaleta, como se indica en la figura adjunta. Encontrar
el nivel de agua medido desde el vértice de la canaleta para que alcance a cubrir el cilindro. ¿Cómo
cambia este problema si en lugar de un cilindro se coloca una esfera del mismo radio?

Solución

Los datos del problema son los dos ángulos α, β y el radio R del cilindro.
Además el centro O de la circunferencia inscrita es el punto donde se cortan las bisectrices de los
ángulos interiores del triángulo (ver I.13).

De la Figura se desprende que

sin β =
H

|AB|
=

H

(x + y)
, pero tan(β/2) =

R

x
⇒ x =

R

tan β/2
.

Por otra parte γ = π − (α + β), por el teorema de la suma de los ángulos interiores de un
triángulo.

Entonces
tan [π − (α + β)]/2 =

R

y
⇒ y =

R

tan[π − (α + β)]/2
.

De esta forma

H = sin β (x + y) = sin β ·
[

R

tan β/2
+

R

tan[π − (α + β)]/2

]
.

H = R sin β

[
1

tan β/2
+

1

tan[π − (α + β)]/2

]
.

2

Ejemplo Resuelto

Universidad de Chile Departamento de Fı́sica



48 versión de 13 de marzo de 2016

Figura I.37: Este problema está propuesto en la lista de ejercicios.

A partir de los datos y la geometrı́a del triángulo isósceles de la figura, calcule:
cos 18o, cos 36o, cos 54o, cos 72o, y las funciones seno de los mismos ángulos señalados.
NO DEBE USAR TABLAS, SOLO GEOMETRÍA.
Antes de empezar a calcular escriba (en tres lı́neas!) el procedimiento que usará. Por ejemplo,
qué calculará primero y porque y cómo desde ese cálculo obtendrá los resultados pedidos.
(Referencia: The College Mathematical Journal, Vol.33, N1

4
4, Sept. 2002)

Solución

A partir de los triángulos semejantes 4CBE ∼ 4ACB con vértice en C el primero y con
vértice A el segundo, se obtiene el siguiente valor para x

x =
−1 +

√
5

2
(ver apuntes Cap. I)

Si trazamos la alturaCD desde el vérticeC ( triángulo ubicado al centro de la figura) y definimos
BD ≡ y entonces, usando el teorema de Pitágoras, tenemos,

CD
2

= x2 − y2 (figura ubicada al centro.)
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Por otra parte, utilizando el triángulo rectángulo4ADC y el teorema de Pitágoras,

CD
2

= 1− (1− y)2 = 2y − y2

Igualando ambas cantidades obtenemos

y =
1

2
x2.

De aquı́ se obtienen la magnitud de todos los lados que se necesitan para definir los seno y
cosenos

AD = 1− 1

2
x2, BD =

1

2
x2 y CD = x

√
1− 1

4
x2.

Las expresiones buscadas son

cos 18o = sen72o =

√
1− 1

4
x2 =

√
5 +
√

5

2
√

2

cos 36o = sin 54o = 1− 1

2
x2 =

√
5 + 1

4

cos 54o = sen36o = x

√
1− 1

4
x2 =

√
5−
√

5

2
√

2

cos 72o = sen18o =
1

2
x =

√
5− 1

4
. 2

Ejemplo Resuelto

En el triángulo isósceles (|AC| = |CB|= 1, figura izquierda I.8 ) el valor del ángulo en el vértice
C es de 80o. A partir del vértice A se traza una recta que forma un ángulo de 40o con la base del
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triángulo. Lo mismo a partir de B, pero con un ángulo de 30o. Desde A el punto de intersección P,
de estas dos rectas, se traza una recta hasta el vértice C.
Encuentre el valor del ángulo α formado en el vértice P, que aparece en la figura (I.8).
NOTA: los ángulos no están dibujados a escala.

Solución

Prolongar el segmento , |AP| hasta alcanzar el lado , |BC| del triángulo parece buena idea (ver
Figura del centro I.8). Se forma un triángulo rectángulo y a partir de esa figura se pueden conocer
los valores de varios ángulos. Sin embargo no se logra determinar el valor de la división en los
ángulos del vértice C generada por el segmento |CP|, de forma que no parece ser útil para deter-
minar el ángulo α.

Si dibujamos un ángulo de 30o a partir de la base |AB| podemos construir un triángulo isósceles
al determinar el punto Q con la intersección del segmento |BP|, que coincide con la altura levan-
tada desde el vértice C. 1

Al insertar este segmento, surgen varias igualdades que serán relevantes en la resolución del
problema. Se puede demostrar -haciendo el álgebra de los ángulos interiores de un triángulo- que
|AP| es la bisectriz del ángulo asociado al vértice A y que |BP| es bisectriz del ángulo ∠ |AQC|.
Estas dos bisectrices se cortan en el punto P.

Como hemos demostrado que todas las bisectrices de un triángulo cualquiera -en este caso el4
AQC-, se cortan en un solo punto -P, en este caso-, la bisectriz trazada desde el vértice C DEBE
pasar por P. La recta |CP| es la bisectriz del ángulo ∠ QCA y por tanto |CP| es la bisectriz del
ángulo ∠ QCB. Con esto hemos determinado el valor del ángulo ∠QCP = 20o.

Considerando la suma de los ángulos internos del4QCP, tenemos

20o + α + 60o = 180o α = 100o.

Note que esta resolución depende exclusivamente de la elección del puntoP. Si los valores de los
ángulos dados (300 y 40o) cambia, no se cumple la relación para las bisectrices del 4 AQC que
permitió encontrar analı́ticamente el valor de α. Otros casos especiales ocurren cuando mantene-
mos el ángulo de 30o fijo y desplazamos el punto P a lo largo de la recta prolongada de BQ hasta
coindir con Q, o lo alejamos de Q hasta coincidir con el lado AC del triángulo. Encuientre cuánto
vale α en estos dos casos.
2

1Esta aproximación fue propuesta por el alumno Mario Ahumada Durán.

I.8. BIBLIOGRAFÍA Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas


