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1. Se dispone de un cordel de largo L, el cual se corta en

un punto escogido al azar (es decir, uniformemente).

a) Sea X el largo del trozo mayor. Muestre que X
es una variable uniforme en el intervalo [L/2, L].

b) {Cudl es la probabilidad de que el largo del tro-
70 mayor sea a lo més 4 veces el largo del trozo
menor?

. Sean X,Y variables aleatorias independientes, y sea
Z = min(X,Y). Calcule Fz en términos de Fx y
Fy. Sabiendo adicionalmente que X ~ exp(A) e Y ~
exp(u), calcule la densidad de Z.

. Para ir de la Facultad a su casa, usted tiene dos op-
ciones: puede esperar el bus de la linea A en el para-
dero correspondiente, o bien el bus de la linea B en
otro paradero. Los tiempos T4 y T (en minutos) que
tarda en pasar el siguiente bus de la linea respectiva
son variables aleatorias exponenciales independientes
de parametros A4 y Ap, respectivamente. Suponga que
usted escoge el paradero al azar, independiente de T4
y Tp. Sea T su tiempo de espera para abordar al bus.

a) Muestre que P(T4 < Tg) = Aa/(Aa + Ap).
b) Sialos ¢ minutos usted sigue en el paradero, jcuél
es la probabilidad de que esté esperando el bus

de la linea A? Suponiendo Ap > A4, jqué ocurre
cuando t es grande?

¢) Usted cambia su estrategia: se ubica a medio ca-
mino entre los paraderos, y apenas visualiza el
primer bus que viene llegando, usted corre al pa-
radero correspondiente y aborda el bus. ;Cual es
la distribucién de T' con esta estrategia?

a) Sea Z una variable geom(p). Muestre que P(Z >
k) = (1 — p)* para todo k € IN.

Se sabe que el evento en que un teléfono celular de la
marca A se rompe cuando cae al suelo tiene proba-
bilidad p, independiente de las otras caidas. Para un
celular de la marca B se cumple lo mismo, pero con
probabilidad ¢ de romperse, donde ¢ > p. Usted se
compra un celular y escoge al azar la marca, y des-
pués de k caidas aun funciona.

b) {Cudl es la probabilidad de que haya escogido la
marca A? ;Qué pasa cuando k es grande? Comen-
te. Indicaci’on: trabaje con la variable aleatoria
X del nimero de la caida en que el celular se rom-
pe. {Qué distribucién tiene X cuando la marca es
A?

¢) ;Cudl es la probabilidad de que su celular vuelva
a sobrevivir otras k caidas?

d) Suponga que su celular efectivamente es de la
marca A. Suponga también que la cantidad de
caidas que ocurren mensualmente es una varia-
ble Y con distribuci’on de Poisson con pardmetro
A > 0. Calcule la probabilidad de que su celular
sobreviva un mes mas. Indicacion: utilizando una
propiedad conocida, condicione en los posibles re-
sultados de Y. Puede suponer que las variables X
e Y son independientes.
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Sea F' la funcién de distribucién acumulada de alguna
variable aleatoria. Suponga que F' es invertible.

a) Sea X variable aleatoria tal que Fx = F. ;Qué
variable aleatoria es F'(X)?

b) Sea Y variable aleatoria uniforme en [0, 1]. ;Cuél
es la funcién de distribucién acumulada de la va-
riable aleatoria F~1(Y)?

. Una persona dispara con arco y flecha a un blanco. Si

la flecha llega a menos de 5cm del centro, se asignan
10 puntos; si estd a mas de 5cm y a menos de 15cm, se
le asignan 5 puntos; y si estd a mas de 15cm y menos
de 25cm, se le asignan 3 puntos. En otro caso, no se
asignan puntos. Calcule la cantidad esperada de pun-
tos que obtiene la persona, si se sabe que la distancia
de la flecha al centro del blanco se distribuye unifor-
memente entre Ocm y 50cm.

. El arancel mensual de una determinada carrera univer-

sitaria asciende a $60. Si el ingreso per capita mensual
de la familia de un estudiante es inferior a $50, se le
asigna 100 % de beca; si el ingreso per cépita estéd en-
tre $50 y $80, se le asigna 50 % de beca; y si estd entre
$80 y $100, se asigna un 25 %. En otro caso, no se asig-
na beca. Calcule el valor esperado de la beca mensual
asignada a un estudiante escogido al azar, suponien-
do que el ingreso per capita mensual de la familia se
distribuye uniformemente en el intervalo [$25, $175].

Calcule E(X) si X tiene densidad dada por

Lpe=2/2 £ >0
a)f@)={3
en otro caso,
c(l1—-2z%) -1<z<1
wfuﬂz{J :
en otro caso,
5/x2 = >5
c)f@)={ /
0 en otro caso.

Sea X ~ bin(n,p). Muestre que

E( 1 >:1—(1—p)"+1.

1+ X (n+1)p

a) Sea X variable aleatoria con densidad fx simétri-
ca, es decir, fx(z) = fx(—x) para todo =z € R.
Pruebe que la densidad de la variable aleatoria
|X]| es fix|(w) = 2fx(x)1[,00) ().

b) Sea X variable N'(0,0?). Calcule E(|X|).

Se tienen dos mazos idénticos con n cartas cada uno.
La persona A extrae k4 cartas al azar del primer mazo,
v la persona B extrae, independiente de A, kp cartas
al azar del segundo mazo.

a) Muestre que el ntmero esperado de cartas que
aparecen simultaneamente entre las escogidas por
Ay por B, es (kakp)/n.

b) Muestre que el ntmero esperado de cartas que
aparecen entre las escogidas por uno de ellos, pero
no ambos, es (nka +nkg — 2kakg)/n.

Indicacion: defina variables indicatrices adecuadas pa-
ra cada caso, y use linealidad de la esperanza.

Se dispone de una urna con N bolitas numeradas de
1 a N. Se extraen bolitas con resposicién de manera
independiente hasta que haya salido cada bolita al me-
nos una vez. Sea X la variable que denota la cantidad
total de extracciones realizadas, y sea X la cantidad
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de extracciones desde la vez kK — 1 que aparece una
bolita que no habia salido antes (excluyendo esa ex-
traccién) hasta la siguiente vez que aparece una bolita
que no ha salido antes (incluyendo esa extraccion), pa-
ra k=1,...,N. Deduzca la distribucién de cada Xy,
y obtenga una expresién para E(X).

Un grupo de n hombres y m mujeres se forman al azar
en una fila. Determine el niimero esperado de hombres
que tienen al menos una mujer al lado suyo. Indica-
cton: defina una variable indicatriz adecuada por cada
hombre.

Sea X wvariable aleatoria. Dado o € R, definimos
s(a) = E[(X — a)?]. Pruebe que para todo « se tiene
que s(a) > var(X) y que se alcanza la igualdad solo
cuando o = E(X).

La densidad de la variable aleatoria X es fx(z) =
(az + bz?)1 1)(x). Se sabe ademds que el valor espe-
rado de X es 0,6.

a) Calcule a y b.

b) Calcule Fx y P(X > 1/2).

¢) Calcule var(X).
Sea X ~ unif(—1,1) y sea Y = X2. Muestre que
cov(X,Y) =0, pero X e Y no son independientes. Ob-
servacion: recuerde que si dos variables son indepen-

dientes, entonces su covarianza es 0; este es un ejemplo
de que la implicancia reciproca es falsa en general.

Decimos que la variable aleatoria X tiene distribucion
de Pareto con parametros m,a > 0, si su densidad
esta dada por

F(@) = c(m/2)* L 00 (2)-

a) {Cudl es el valor de c?

b) (Para cudles « estd bien definida la esperanza
de X? Calcule E(X) para aquellos o que tenga
sentido.

¢) Para cudles a estd bien definida la varianza de
X7 Calcule var(X) para aquellos o que tenga sen-
tido.

d) {Cuél es la distribucién de log(X/m)?
Decimos que una variable aleatoria X tiene distribu-

cién de Laplace de pardametros u € Ry b > 0, si su
densidad esta dada por

1 7\95;#\
= —e€
2b ’

fx(x) Vo € R.

a) Muestre que la funcién generadora de momentos
de X es Mx(t) = et /(1 — b*t?) para |t| < 1/b.

b) Calcule la esperanza y varianza de X.

¢) Suponiendo u = 0, calcule la densidad de |X|.
(Qué variable conocida es | X|?

d) Sean Y7 ~ exp(\1), Ya ~ exp(A2) variables inde-
pendientes. Pruebe que A\1Y; — A\oY5 tiene distri-
bucién de Laplace con parametros p =0y b= 1.

Se dice que la variable aleatoria X tiene distribucién
log-normal con pardmetros uy o2 si Y = In(X) tiene
distribuciéon N (p, 02).

a) Pruebe que la densidad de X es

1 _ (n@)-m?

fx(x) = e 202 ]1(0700)(1’).
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b) Pruebe que para todo s € R, E(X®) =
ehsto’s?/2, Obtenga la esperanza y varianza de
X. Indicacion: utilice la funcion generadora de
momentos de una variable N'(u, 02).

¢) Pruebe que la f.g.m. Mx(t) no estd definida para
t> 0.

d) Sea U ~ N(p,0?), y sean a € R, 3 # 0. Prue-
be que V = a + SU tiene distribucién NM(a +
Bu, B%0?). Utilice esto para obtener la distribu-
ciéon de aX?®, donde a > 0y b # 0.

e) Sean X1, Xo variables aleatorias independientes
con distribucién log-normal de pardmetros y1, o3
y 2, 03, respectivamente. ;Cudl es la distribu-
cién de Z = XlXQ?

Sea X variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado
con n grados de libertad, anotado X ~ x?2, es decir, su
densidad esta dada por

1

- - n/2—1 71/2]1
o2 0(n/2)" €

fx(x) (0,00)(T),

donde I'(f) = [, e7*2%1dz es la funcién Gamma.

a) Muestre que la f.g.m. de X es Mx(t) = (1 —
2t)~"/2 para t < 1/2.

b) Calcule E(X) y var(X).

¢) Si Y es una variable normal estdndar, muestre
que Y2 ~ 2. Utilice el hecho que I'(1/2) = /7.

d) Concluya que si Xi,...,X, son normales estin-
dar independientes, entonces X7 + - -+ X2 tiene
distribucién x2. Indicacién: utilice las propieda-
des de la f.g.m.

Sean X e Y variables aleatorias independientes con
funciones generadoras de momentos dadas por

_et)2
C1—et/2
Pruebe que P(XY = 1) = 1/e%. Indicacion: recuerde

que la funcién generadora de momentos caracteriza la
distribucién de una variable aleatoria.

Mx(t) =e*' =2 y My(t)

Sean X, Y variables aleatorias con densidad conjunta

20+y) 0<z<l,0<y<z
0 en otro caso.

fX,Y(xay) = {

Calcule las densidades marginales de X e Y. ;jSon in-
dependientes? Explique. Indicacion: dibuje la regién
en que la densidad conjunta es estrictamente positiva.

Sean X e Y variables aleatorias con densidad conjunta
dada por
= ! > >
fxy(z,y) = acTyT rz>1ly=>1

Se definen las variables aleatorias U = XY,V = X/Y.

a) Calcule la densidad conjunta de (U, V).

b) Encuentre las densidades marginales de U y V.
Sean X e Y variables independientes con distribucién
normal estdndar. Determine la funcién de densidad
conjunta de U = X y V = X/Y. Muestre que X/Y
tiene distribuci’on de Cauchy, es decir, su densidad es

bt
7(1+22)’



