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PAUTA EXAMEN

P1. a) Hay 4 opciones: estan los 5 transformadores operativos ((g) = 1 forma), o bien hay 4 operativos
((3) = 5 formas), o bien hay 3 operativos ((3) = 10 formas) o bien hay 2 operativos ((3) = 10
formas). Luego, en total son 1 4+ 5 + 10 + 10 = 26 configuraciones tales que el Metro sigue
funcionando.

b) Sean Xji,..., X, variables exp(\) independientes, y sea Z = min(Xy,...,X,). Dado z > 0, es
claro que Z > z si y sélo si X; > z para todo ¢ = 1,...,n. Luego, por independencia, tenemos:

P(Z>z2z)=P(X1>2,...,Xp,>2)=P(X; >2) x--- xP(X,, > 2)
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Es decir, Fz(2) =1 —P(Z > z) =1 — 7™, lo cual significa que Z ~ exp(n)\).

¢) Por la propiedad de pérdida de memoria de la distribucién exponencial, una vez que ocurre
una falla, es como si cada transformador que queda operativo se reiniciara. Luego, si llamamos

XX
AR — 7{7
luego de la (i — 1)-ésima falla (considerados desde el instante de dicha falla), se tiene que éstas

son variables exponenciales independientes de pardmetro 1. Como S; = min(X {Z), o X éz_) (i_l)),

a los tiempos de falla de los 5 — (i — 1) transformadores que quedan operativos

por la parte anterior es directo que S; ~ exp((5 — (i — 1)) x 1) = exp(6 — 7).

d) Es claro que el instante en que el Metro deja de funcionar corresponde a T}, pues es el instante
en que falla el cuarto transformador (dejando solamente 1 operativo). Usando la linealidad de la
esperanza, y el hecho que la esperanza de una variable exp(A) es 1/, obtenemos:
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Para la varianza: sabemos que cov(S;, Sj) = 0 para i # j, por independencia. Luego, la varianza
de la suma de los S; es igual a la suma de las varianzas. Recordando que la esperanza de una
exp()) es 1/A?, tenemos:
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2/M7" eg la primitiva de g ?. Sabiendo que Fx(x) =

% fx(y)dy, se concluye que Fx(z) = e*(“/”_ﬁ]l[o,oo)(a;). Vemos lo otro: sea Y = X7 y

P2. ) Es directo ver que e (ﬁ)*(ﬁﬂ) e—(@/r)”
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usando el calculo previo, tenemos para y > 0:

P(Y >y)=P(X P >y) =P(X <y /%) = Fx(y /%)
_ VB r)h
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Luego, Fy (y) =1-P(Y >y)=1— e=""Y, lo cual significa que Y ~ exp(r?).

La funcién de verosimilitud es:
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Luego:

n

log L =nlog B+ nBlogr — Z[(ﬁ+ 1)log z; +Tﬂxfﬁ]-
i=1

Para maximizar lo anterior con respecto a r derivamos e igualamos a 0:

Odlog L
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es decir, 0 = n — 78 Yl x; =B, Despejando r y reemplazando los z; por la muestra, obtenemos

que el estimador de maxima verosimilitud es # = (2 7 | X~ ) 1/8,

Definimos Y; = X A Por la parte (a) sabemos que Yi,...,Y, es una m.a.s. con distribucién
comtin exp(r?). Por la LFGN, se deduce que 1/7% =Y converge casi seguramente a p := E(Y;) =
E(exp(r?)) = 1/r# cuando n — oco. Tomando (-)~1/#, esto equivale a que 7 — 7.

Escribamos Z en términos de la muestra Yi,...,Y,: sabemos que 7% =Y, y como cada Y; es
una variable exp(r®), también tenemos que p = E(Y1) = r7 y que 0% = var(Y;) = 2. Luego,
PP —r P Y —p

r=B/yn T a/yn’

es decir, Z es el estadistico que aparece en el TCL asociado a la muestra Y7,...,Y,. Para n
grande, el TCL asegura que Z posee distribucién aproximada A(0, 1).
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Imponemos el nivel deseado al estadistico Z, el cual posee distribucién aproximada N(0,1),
usando un intervalo simétrico respecto al origen:

l—a=P(—c<Z<c¢)=P(—c<N(0,1) <c)=1-2P(N(0,1) > ¢),

donde hemos usado la simetria de la distribucién A(0,1). Despejando, se obtiene P(N(0,1) >
¢) = «/2,y el valor de ¢ se despeja de una tabla o de un software estadistico (en catedra utilizamos
la notacién ¢ = z,/, pero acé lo dejaremos como ¢ simplemente). Con esto, obtenemos el intervalo
buscado para r:
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P3.

a)

La cantidad de datos es n = 50+73+87 = 210. Las probabilidades estimadas en base a la muestra
son p; = n;/n, donde ny = 50, ng = 73 y ng = 87 son la cantidad de clientes que prefieren el
envase A, By C, respectivamente. Las probabilidades de la hipétesis nula son equiprobables entre
las k = 3 posibilidades, es decir, p(])- =1/k =1/3, para j = 1,2,3. Con esto, calculemos el valor
observado en la muestra del estadistico A:

p nj n 2 ]{ k
Aghs =N Z — 4 = Z l E Z — n/k;
] j=1 k j=1
710 [(50 — 70)2 + (73 — 70)% + (87 — 70)?],

es decir, Agps = [400 4+ 9 4 289] /70 = 698 /70 =~ 10. El p-valor corresponde a la probabilidad, bajo
Hy, de obtener algo tan o mas extremo que lo observado en la muestra. Sabemos que bajo Hy, el
estadistico A tiene distribuciéon aproximada de una X%—l (con k —1 = 2), con lo cual obtenemos:

p-valor = P(A > Ags | Ho) = P(x3 > 10) = 0,005,

donde en el ultimo paso hemos utilizado la tabla de la distribucién chi-cuadrado (también es
valido obtener 0,01). Notemos que o = 5% > 0,5 % = p-valor, por lo tanto corresponde rechazar
la hipdtesis nula. Es decir, los clientes si poseen preferencia por alguno de los envases.
Claramente
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La matriz X estd compuesta por las potencias de los x;, incluyendo una columna de 1’s corres-
pondiente al coeficiente SBy. Especificamente:

1 = xi cee mz
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Sabemos que b corresponde a la covarianza muestral sobre la varianza muestral de x, es decir

_ LS 2y —7y _24-3x2 _ 36 _
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=2+ 3 x 3 =11. Luego, el valor aproximado del y asociado a

Ademés, sabemos que @ =7 —
b 1 —3x2=5.

r=2esy=a+br=a+br=



