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Llamemos Uy, Uz y Us a las alturas alcanzadas en los intentos 1, 2 y 3, respectivamente.
Debido a que siempre se supera la primera valla (pues U; > 195), es claro que X es una
variable discreta que toma los valores 195, 200, y 205, dependiendo cuél es la valla més alta
exitosamente superada. Tenemos:

px(195) = P(X = 195) = P(no supera la altura 200 en los intentos 2 y 3)
(Us < 200, U3 < 200)
(Us < 200)P(Us < 200)

1/9,

P
P

donde hemos usado la independencia de los U;, y el hecho que P(U; < 200) = (200—195)/(210—
195) = 1/3. Similarmente:

px(200) = P(X = 200) = P(supera los 200 pero no los 205)
= P (U, > 200,Us < 205) + P(Us < 200, Us > 200)
— (2/3) % (2/3) + (1/3) x (2/3)
= 6/9.

De lo anterior, es directo que px(205) = P(X = 205) = 2/9, pues es lo que falta para sumar
1 (también puede calcularse explicitamente con un procedimiento similar). Con la funcién px
podemos calcular E(X) :

E(X) = Z xpx(x)

r€ERx
=195 x (1/9) + 200 x (6/9) + 205 x (2/9)
= 1805/9
= 200 + 5/9.

1) El valor de C debe ser tal que fyy integre 1, luego C' = drea(T)~! = 2/3. Notemos que
T corresponde a la interseccion de los semiplanos

Sab:{(xay):yzo}
Sac ={(z,y) 1y <z +1}
Ste ={(z,y) 1y <1—x/2}.

Calculemos la densidad marginal de Y: dado y € R fijo, tenemos
fr(y) = / fxy(z,y)de = C/ Lr(z,y)dz.

Notemos que si (z,y) € Sgp entonces y > 0, y cuando (z,y) € Sae N Spe entonces y < 1.
Luego, para que (z,y) esté en T' = Sy, SN Spe es necesario que 0 < y < 1, lo cual implica
que la indicatriz dentro de la integral es siempre 0 cuando y ¢ [0, 1]. Para y € [0, 1], los =
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a)

tales que (x,y) € T son tales que se cumplen las desigualdades que definen los semiplanos
Sac ¥ Sep, es decir, y < x+1ley < 1—x/2. Luego, 1p(z,y) = 1siysdlosiz € [y—1,2—2y].
Por lo tanto:

2—2y

frl) =€ [ ar= Ol -2y~ (-1 = /B3] =22

En general, fy(y) = (2 — 2y)1Lj,1(1)-
2) Para y € [0, 1], calculemos la densidad condicional de X dado Y = y:

= 2 p— pu— 1
fX\Y(UC | y) Fr(y) 22y 3— 3y [y—1,2—2y] (z)
donde nuevamente hemos utilizado que 1p(z,y) = 1 si y sélo si x € [y — 1,2 — 2y].

Por lo tanto, condicional en Y = y, X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo
[y — 1,2 — 2y|. Como la esperanza de una variable uniforme en [a, b] es (a + b)/2, se tiene
que

y—1+2-2y 1-—y
2 2

Sabemos que E(X | Y') corresponde a evaluar la funcién recién calculada en Y, es decir,

E(X|Y =y) =

1-Y
E(X |Y)=——.

Calculemos la densidad de Y, para lo cual partimos calculando su distribucién acumulada:

Fy(y) =P(X?/(20°)) <y) =P (X < \/202)\y) = /0 Y fx(x)dx.

Derivamos usando el Teorema fundamental del calculo y la regla de la cadena:
V202N 202 hye 20"/ (20%)  \/952\
= 2 2)\ g . — )\ 7Ay.
fr(y) = fx (\/ o y> NG p NG e

Lo anterior vale para y > 0, mientras que para y < 0 es directo que fy(y) = 0. Por lo tanto,
fy(y) = Ae 1y o) (y). Es decir, Y ~ exp(X).

Veamos:

o8} xeiIQ/(zo'z) 602t2/2 S8 _ (zfo2t)2
Mx(t) = / et 5 dz = — / ze 202 du, (1)
0 o g 0

donde en el ultimo paso hemos completado el cuadrado de binomio dentro de la exponencial.
Haciendo el cambio de variable z = (z — 0t) /o, obtenemos:

242/2
=< 2/ /Oo (o0z + U2t)€_22/20'd2 = 7P/ {/Oo 6_22/2]
g —ot —ot

_ 602t2/2 |:efa'2t2/2 + \/%Ut@(o't)} ,

[e.9]

2o /2 + at/

—ot

donde en el dltimo paso hemos calculado la primera integral utilizado el hecho que —e=#/2
es la primitiva de ze‘z2/2, y en la segunda integral hemos usado que v27®(z) = [ e=%/2

(se prueba sabiendo que si Z es normal estdndar, entonces —Z también lo es). Obtenemos
finalmente My () = 1 4 2r0te” /20 (at).



¢) Derivamos My, usando que & (z) = e~**/2/ /27

dMx (1)
dt

=270 {e”QtQ/ZQJ(Ut) + 0'2t2602t2/2(1)(0't) + Jte"2t2/2<1>'(at)}
= V2ro(1 + o*2)e” ’2D(ot) + ot

Notar que ®(0) = 1/2. Evaluando en ¢t = 0 la expresién anterior, por las propiedades de la
f.g.m. obtenemos que el primer momento de X es E(X) = o4/7/2. Para el segundo momento,
derivamos nuevamente:

dzMX(t)

P V2ro [202te‘72t2/2<1>(0t) + o (t + 02t2)e‘72t2/2<1>(0t) +o(1+ Uzt)eg%z/Q(I)’(at)} + o2

=V2mo [30215 + U4t2} e"2t2/2<I>(ot) +20?% + o't

Evaluando en t = 0, tenemos que E(X?) = 202%. La varianza es entonces

4 —
var(X) = E(X?) - E(X)? =202 — n0?/2 = Tﬂaz_

uQ+v2
d) Sabemos que fyv(u,v) = fu(u)fy(v) =e 202 /(2mc?), por independencia de U y V. Utili-
zando la indicacién y pasando a coordenadas polares, tenemos:

MR(t) _ ( \/U2+V2t)

/ / e 2“2 dudv
27T0'

2T
e"te™/ ) rdrdg
2770'2

e”e*ﬂ/( Drdr.

020

Esta expresion es exactamente la misma de la primera igualdad de (1), con r en lugar de z
como variable de integracién. Luego, Mx (t) = Mg(t) para todo ¢. Como la f.g.m. caracteriza
la distribucién, necesariamente R tiene distribuciéon de Rayleigh de parametro o.

P3. a) 1) Setieneque (U,V) = g(X,Y), donde g(x,y) = (x,z/y). El teorema del cambio de variables
(método del Jacobiano) nos dice que

fU,V(U7 U) = fX,Y(gil(ua U))|det(<]gil(uv U)|

En nuestro caso es directo ver que g es su propia inversa, por lo cual g~ (u,v) = (u,u/v)
y

g (u,0) = [ 1}1} —uo/v2 ]

y luego |det(Jg~(u,v))| = |u|/v?. Como X e Y son normales estdndar independientes, su
densidad conjunta es el producto de las densidades marginales, es decir, (1/27)e™ (@ +y%)/2,
Reemplazando todo esto en la férmula que entrega el teorema, obtenemos:

" e~ HWVD/2 |y (141/0%)2
VA= 2 2 - 2mu?




2) Calculemos la densidad marginal de V:

00 —u“(14+1/v 00
/ fUV u, U)du _/ ”U,‘ F(14+1/0%)/2 du = 1 2/ ue—u2(1+1/02)/2du
22" Jy ’

00 2mu?

donde la ultima igualdad se debe a la simetria en u. Hacemos el cambio de variable w =
uy/1+ 1/v? y de lo anterior se obtiene

1 (oo we /2 dw —w?/2 1
WO =25 ), AT ize = 1+v2/ e T Tt e2)

donde la integral vale 1, pues corresponde a —e~%*/2 gyaluado en 0 e oo. Luego, V es una
variable con distribucién de Cauchy.

1) Sea Sj el instante en que se avista el k-ésimo pajaro, el cual sabemos que tiene distribucién
gamma(k, A). Claramente, el evento en que se avistan m o mas pajaros en 1 hora corres-
ponde a que el m-ésimo pajaro fue avistado antes del instante ¢t = 1. Luego, la probabilidad
buscada es

1 —Ax m—1
P(S,, < 1) :/ A

0 I'(m)
Alternativamente: si M; denota la cantidad de pajaros avistados hasta el instante ¢, sabe-

mos que M; es una variable con distribucién Poisson(At). Luego, M; ~ Poisson()\), y la
probabilildad buscada también corresponde a

o0

% \k
]PM1>m ZIP ):e_AkZﬁ

2) Llamemos N; a la cantidad de pajaros cazados en ¢ horas. Si se sabe que en ¢ horas se
avistaron m pajaros, entonces la cantidad de pajaros cazados corresponde a una variable
binom(m, p), pues cada pédjaro es cazado con probabilidad p e independiente del resto.
Notar ademas que para que se cacen k pajaros es necesario que se hayan avistado al menos
k. Siguiendo la indicacién:

P(N;=k)= > P(N;=k| M =m)P(M; =m)
m=0
_ mi::k <7Z‘> pk‘(l p)m ke—)\t ()7‘;)'
_ pkef)\t o (1 —p)mfk()\t)m
kK = (m—k)
_ P MOP & A -y
N k! o m!

Notar que la tltima sumatoria es igual a e(1=?)*_ Obtenemos entonces

e At M k‘e(l—p)/\t 7 2\t k

3) Lo obtenido en la parte anterior nos dice que IV; es una variable aleatoria de Poisson de
pardmetro pAt. Esto es un indicio de que la coleccién (INV¢)i>0 es un proceso de Poisson con
tasa pA.



