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MA2002-5 Calculo Avanzado y Aplicaciones.

Profesor: Rodrigo Lecaros L.
Auxiliares: Diego Marchant D., Manuel Suil J.. foni

Guia de ejercicios C1

1. Se definen las coordenadas parabdlicas (£, 7, ¢) mediante las relaciones:

x=¢Encos(¢), y=<Ensen(d), 2= %(n2 - &)

donde &, > 0y ¢ € [0,2n]. Calcule el gradiente y el Laplaciano en estas coordenadas.

//R-JS
A

R(:L'7 Y, Z) = (—xz, —Y=z, 22)

2. Calcule

donde

2

y A es la superficie del cono 22 = 22 + y? delimitada por z =1y z = 4.

3. Calcule
// H-dS
S
donde
H(z,y,2) = sen®(y + 2)i + e 75 + %k
y

S ={(z,y,2) €R3|z:z2+y2,0§z§3}

4. Calcule el flujo del campo F(z,y, z) = (zsen(z) + y2, 23 — y, 2% + cos(z)) a través de la superficie S formada por el
manto del cono z = y/22 + y2, z < 2 (orientado hacia afuera del cono) y el anillo 1 < 2% + y? < 4,z = 2 (orientado
hacia arriba).

5. Considere la superficie S definida por

(Va2 +y2 -3 +22=4, 2<1

que corresponde a parte de un toro con circulo central en el plano XY de radio 3 y radio menor que 2, orientada

segun la normal exterior. Calcule
/ / F-idA
s

F(z,y,2) = (72$yey2’ ey2 1 —Z‘yJ-ZzQ’x2 + IOg(m))

donde F es el campo

6. Considere el campo en coordenadas esféricas dado por F=r2+ rosen® §¢. Calcule (ﬁ ) en todo punto del dominio
de diferenciabilidad de F , vale decir, R3\ {eje Z}. Sea €2 la regién de la esfera unitaria 22 +y% + 22 < 1 que intersecta
al cono infinito z > /22 + y2. Defina Q(e) = {(z,y, 2) € Q|22 +y* > €} para € pequeiio. Bosqueje (¢) y encuentre
el valor de I = lim. o [[[o, FdV.
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7. Sea ¥ la superficie que se obtiene al intersectar el manto del cilindro 22 + y? = 4 y el volumen definido por las
desigualades: 22 + 22 <44+ y?, y > 0.
El propésito de este ejercicio es calcular usando el Teorema de Stokes, la integral:

donde F = (psen(0) + 2)p + %sen(@)é + (23 — pcos(0))k.

—

a) Calcule rot(F).

b) Muestre que, en coordenadas cilindrica, ¥ se parametriza como sigue:
G:D=1{(0,2):0¢€(0,7),-2v2sen(f) < z < 2v/2sen(d)} — R®
(0,2) — &(0,z) = (2cos(), 2sen(h), z)

¢) Use el Teorema de Stokes para concluir, explicando claramente por qué lo puede usar.

8. Calcule
/ G- di
r
donde
G(z,y, 2) = (tan(y) + 22%)i + (zsec®(y))] + (6222 + 22)k
y

I'={(z,y,2) e R*M4a? + 4> + 102> = 4.2z +y + 2 = 2,2,y,2 > 0}
que va desde el punto (1,0,0) al punto (0, 2,0).

9. Considere la siguiente identidad:

///V(vAuquv)dV://S [UZZUSZ] ds,

donde % = Vu-n y n es la normal exterior unitaria. Sea ahora una bola Br(Xj) de radio Ry centro Xo = (xo, Yo, 20)
y una funcién v armoénica en Br, Au = 0. Definamos

1
Vi@ =202+ (y — y0)> + (2 — 20)?

a) Verificar que v es arménica en Bg \ {(z0, Y0, 20) }-

v =

b) Usando la férmula de Green en el plano en el dominio Br(Xy) \ Be(Xo), para € > 0 y tomando limite € — 0,
demostrar

1
w(xo, Yo, 20) = ) //83 x )U(Jﬂ’yaz)ds
R 0

10. a) Sea v una curva simple suave por tramos, cerrada en R? y sea D la regién interior a . Demuestre que:

. 1
Area(D) = /ydx + 2zdy = /xdy = / —ydx = f/ —ydx + xdy
¥ ¥ ¥ 2Jy

b) Considere la funcién en R? dada por F(z,y) = zJ. Aplicando el teorema de Green a esta funcion, calcule el
area total encerrada por la curva de ecuacién /3 4 32/3 = 1.
Hint: Use en caso de que lo necesite las siguientes identidades

27 27 27 2
-1 -1
/ cos™ fsen™ 0 df = / cos™ fsen™ 2 6 df), / cos™0do ="~ / cos™ 26 df.
0 0 0 0

m-+n m
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11.

b)
)

Figura 1: Lemniscata de Bernoulli.

La curva representada en la Figura 1 es conocida como lemniscata de Bernoulli. Esta curva admite la parame-
trizacion
(t) = (sin(t), sin(t)cos(t)),t € [0, 2]

y su ecuaciéon cartesiana es

ot =22 2

Calcule el area que encierra la lemniscata.

Para el campo
" 1 p2a
F(f)=20+V2+ p2)p+ 56920 + (6% + log(1 4 2%))2

expresado en coordenadas cilindricas, calcule rot(ﬁ ).
Bosqueje la superficie S de ecuacién 22 +y2 =1,0< z <z, y > 0.

Calcule §,¢ F - dF donde F es el campo en la parte (a) y S la superficie en la parte (b) (85 estd orientada de
(1,0,0), a (0,1,0) a (1,0,1)).

12. El objetivo de este problema es demostrar el Teorema de Stokes a partir del Teorema de Green, en el caso
particular en que la superficie es el grafo de una funcién C?2.

Para ello, sean D C R? una regién en el plano que satisface las hipétesis del Teorema de Greeny f: D CR? - R
una funcién de clase C?. Sea S C R? la superficie definida por el grafo de la funcién f (S = {(z,v, f(x,y)) €
R3|(z,y) € D}) y F = (F1, F5, F3) un campo vectorial de clase C'!. Demostraremos que:

// rot(F)-d5 = [ F-ar
S o

donde S y 05 estén orientadas de forma compatible. Para esto se procederd de la siguiente forma:

a)

b)

¢)
d)

Pruebe que para todo campo G = (G1, G2, G3) continuo en R? se tiene:

//Sé-dﬁz//D (—giGl—ngg—l—Gg) dxdy (1)

Probar directamente de la definiciéon de integral de trabajo que:
/ F.df= | H-dF
oS oD

donde H es el campo vectorial en R? dado por

Pt o) + e S ).

—

(e.5) = (il fe.0)) + Faoy. fa)

Aplique el teorema de Green al campo H definido en la parte (b).
Aplique la igualdad (1) al campo G= mt(ﬁ ) y concluya.
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4.

5.

10.

11.

Resumen C1

A partir de ahora tomaremos f y F = (F1, F», F3), campo escalar y vectorial respectivamente, y & = (z1;z2;23) = @(u1; u2;us) = ().

Factor escalar: h; = H 6¢ (@) ||

Vector unitario del nuevo sistema ortogonal: 4; := hi g"’ (@)
’L

Operadores diferenciales:

a) Gradiente: Vf = grad(f) =

Lif
h1 Ou 1+ h2 8u2 + h3 8u3

b) Divergencia: V - F' = div(F) = h1hl2h3 8<th?F1) + a(hIZZFZ) + 8(h1h2F3))

—_ el haohz Of hihs Of 9 hihy Of
¢) Laplaciano: Af = V-V f = div(Vf) = h1h2h3 [Tm ( ilg 5U1) + 8u2 ( ha 8u2) + duz ( ;L32 %)]
Nota. Se define AF = (AF;, AF2, AF3)

. _ _ 1 O(hgF3) _ O(hoF2)\ » 1 O(hgF3) _ O(hiF1)\ » 1 O(hoFy) _ O(h1F1)\ A

d) Rotor: rot(F) =V x I = -0 ( duz  Ous )“1 ~ Pihs ( dui  Ous )“2+ h1ha ( dui | Oug )“3
hit1  hot, hat,
_ 1 _90_ _9_ _9_
" hihghs | Ouy Ous Ousg

h1F1  hoF> h3F3
Operadores diferenciales cartesianos:
a) grad(f) = 61 + 62 + az Ley
b) dl’U(F) 8F1 + BFQ + 6F3
a2 e
0 Af =54+ 54+ 54

i) rot) =V x £ = (- ) e - (S - ) ea (32 - ) s

Coordenadas cilindricas: ¢(p, 0, 2z) = (pcos(8), psin(0), z)

a) grad(f) = §Lp+ 2556+ 5Lk

1 0Fy

<9FZ
+; 59 T

b) div(F) =

10 af 1
sab (p5h) + el 692 + %4

I (pF, ~ OF, I(pF OF, »
wmwbﬂ%-%%w{%—»w+(%%-ﬁy

. Coordenadas esféricas: ¢¥(r, 0, @) = (rsin(p)cos(0), rsin(p)sin(0), rcos(p))

a) Se calcula de manera similar.

. Un campo vectorial se dice incomprensible, solenoidal o adivergente cuando su divergencia es nula.
. Un campo vectorial se dice irrotacional cuando su rotor es nulo.

. Un campo escalar se dice una funcién arménica si su laplaciano es nulo.

Una curva C' dada una funcién v, se dira:

a) Simple si v es inyectiva. Es decir, la curva C no se corta a si misma.

b) Cerrada si y(xo) = v(xs), es decir, la curva C parte y termina en el mismo lugar.

¢) Cerrada Simple si la curva solamente se corta en sus extremos.

d) Regular a trozos si 7/(t) es acotada y continua en todo el dominio de ~ salvo un ntimero finito de puntos.

Sea 7 : [a,b] — R3 la funcién que define una curva simple (o cerrada simple) y regular C'y sea f : R3 — R un campo escalar definido, a
lo menos, en ¥([a,b]) y tal que f(5(t)) = f(z(t),y(t), z(t)) sea continuo en [a,b]. Se define la integral de trayectoria de f a lo largo

de C como:
/fdl —/ FO®) ||| dt



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sea 7 : [a,b] — R3 la funcién que define una curva simple (o cerrada simple) y regular C'y sea F :R3 — R3 un campo escalar definido
y continuo, a lo menos, en ¥([a,b]) y tal que F = Fi(z,y,2)e1 + F2(z,y, z)é2 + F3(z,y, 2)€3. Se define la integral de linea de f a lo
largo de C como laa siguiente integral de trayectoria:

b
/ Fodl= / (F(y(t)) - /(1)) dt
C a

Un campo vectorial F :R3 — R3 se dice conservativo si proviene de un potencial, i.e., existe un campo escalar f de clase C! tal que
F=Vf.

a) Sea F:QCR3 5 R3un campo vectorial conservativo en 2. Entonces, si C' es una curva que une los puntos ; y Zy:
/F'dl=f(ff)*f(fi)
C
En otras palabras, la integral no depende de la curva en si, solamente depende del punto de inicio y de fin.
b) F es conservativo en un subconjunto conexo <= VI" cerrada y regular por pedazos se tiene que % F.dl=0

r
¢) Sea F : R3\ {0} — R3 un campo vectorial de clase C'. Entonces E es conservativo en R3 \ {0} <= rot(F) = 0 en R3 \ {0}
d) Sea F:Q CR3 - R3 un campo vectorial de clase C* en © un conjunto estrellado. Entonces F' es conservativo en € <= rot(ﬁ) =
{0} en ©
e) Q CR3 se dice estrellado si existe 7o € Q tal que V77 € Q, {\7o + (1 — M7\ € [0,1]} C Q

-

Dada una superficie S parametrizada en D C R? por @ = @(u,v) y el campo vectorial F:R3 5 R3 definido, al menos, sobre S, se define
el flujo de F sobre S como la siguiente integral:

- 5 (08 OF —» og  0g
//F-dS:// F. (ix —“")dudv:// Fon|22 xﬁHdudv
s D ou  Ov D ou  Ov
28 98
Donde n := W es el vector normal unitario (normal a la superficie).
ou X v

Teorema de la Divergencia de Gauss.
Sea Q C R? un abierto acotado cuya frontera 9§ es una superficie regular por pedazos, orientada segin la normal exterior. Sea
F :U CR3 — R3 un campo vectorial de clase C1 sobre un abierto U D Q = Q U Q. Entonces

// ﬁ.dﬁz///div(ﬁ)dv
a9 Q
Teorema de Stokes.

Sea S C R3 una superficie orientable y regular por pedazos, cuyo borde 85 es una curva cerrada, simple y regular por pedazos.
Si F: U CR?® — R3 un campo vectorial de clase C! definido sobre un abierto U D S U JS. Sea # : S — R3 un campo de vectores
normales que define una orientacién sobre S, de tal manera que 9S sigue la regla de la mano derecha con respecto a n. Entonces se

cumple:
}z{ F.di= // rot(F) - ndA
S S
Teorema de Green en el plano.

Sea S C R? una regién acotada tal que su frontera 9S es una curva simple, cerrada y regular por pedazos, orientada en el
sentido antihorario. Consideremos dos escalares M = M(xz,y) y N = N(z,y) ambos de clase C! en un abierto que contiene a SUJS.

Entonces
ON OM
% de+Ndy=// <—7 —) dxdy
a5 s ox oy

LO MAS IMPORTANTE. Al usar un teorema, no olvide corroborar si las hipotesis se cumplen.
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