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1. Resumen

Teorema 1 (Caracterización ε− δ). Sean f : A ⊆ R→ R y x̄ ∈ A. f es continua en x̄ ssi se cumple que:

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ A, |x− x̄| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(x̄)| ≤ ε.

Teorema 2 (Teorema de Weierstrass). Sea f : [a, b]→ R una función continua. Entonces f es acotada y

alcanza su mínimo y su máximo en [a, b].

De�nición 1. f : A ⊆ R → R se dice uniformemente continua si ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 tal que

∀x, y ∈ A, |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε
Teorema 3. Sea f : [a, b] → R con A cerrado y acotado. Entonces f es uniformemente continua ssi ella

es continua ∀x ∈ A.

2. Problemas

P1. El objetivo de esta pregunta es probar que toda función f : R → R continua y tal que ∀x ∈ R,
f(x) ≥ |x|, alcanza su mínimo en R (es decir, ∃a ∈ R tal que ∀x ∈ R, f(a) ≤ f(x)). Para ello

considere y0 = f(0) y el intervalo I = [−y0, y0].

(i) Demuestre que ∀x ∈ R \ I, f(x) > y0.

(ii) Concluya que f alcanza su mínimo en R en un punto de I.

P2. Sea f : R→ R una función que satisface las siguientes propiedades:

∀x, y ∈ R, f(x+ y) = f(x) + f(y)

f es continua en 0.

Demuestre que:

(i) f es uniformemente continua

(ii) ∀x ∈ R, f(x) = x · f(1).

P3. (i) Demuestre que la función f : [0, 1]→ R, de�nida por

f(x) =

{
1−cosx

x 0 < x ≤ 1,
0 x = 0

es uniformemente continua.

(ii) Demuestre que la función tan : (−π
2 ,

π
2 )→ R no es uniformemente continua.

P4. Sea f : [a, b]→ R continua.

(i) Pruebe que existen x̄, x ∈ [a, b] tales que f(x) ≤ f(x1) + f(x2)

2
≤ f(x̄), ∀x1, x2 ∈ [a, b].

(ii) Demuestre que dados x1, x2 ∈ [a, b] cualesquiera, existe β ∈ [a, b] tal que f(β) =
f(x1) + f(x2)

2
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