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Resumen series

. Una serie es un par ordenado (A4, (ay)) donde A es un subconjunto de R numerable y (ay,),>0 €s una numeracién

(ordenamiento) del conjunto A. La sucesién (a,) se llama el término general de la serie. A partir de (a,) definimos
la sucesién (sy) de las sumas parciales por s, = Y, ax. El valor de la serie existe cuando la sucesion (s,,) posee
limite. En tal caso decimos que la serie es convergente y su valor es el limite de (s;,).

Teorema (criterio de Cauchy). Sea (a,,) una sucesién y (s,,) la sucesién de sus sumas parciales. La serie Y aj converge
siy sélo si:

m
Ve > 0,IN € N,Vn,m > N,m >n = | Z ap| < e
k=n-+1

Teorema: Si la serie Y aj converge entonces (a,) — 0.
Teorema: Sean Y ap y Y. by dos series convergentes. Entonces:

a) > (ag + bg) es convergente y su valor (> ax) + (O bg)-
b) Para todo A € R, > (Aax) es convergente y su valor es A(>_ ax).

Teorema: Una series de términos no negativos converge si y s6lo si las sumas parciales son acotadas superiormente.

Teorema: Sean (a,) y (by) dos sucesiones no negativas de modo que existen ng y a > 0 tales que, para todo n > nyg,
an < aby,. Se tiene que si Y by < oo entonces Y . aj < 0.

Teorema: Sean (a,) y (b,) dos sucesiones tales que, para todo n > 0, 0 ja, , b, y supongamos que ¢ := Lim$=
existe. Se tienen las siguientes afirmaciones dependiendo del valor de c.

a) Caso ¢ =0. Si ) b, < oo entonces Y aj < 0.

b) Caso ¢ > 0. Se tiene que Y by < oo siy sblosi Y ar < 0.

An+1

. Teorema: Sea (a,,) una sucesién de términos positivos y supongamos que r := lim 22+ existe. Dependiendo del valor

Qn
se tienen las siguientes conclusiones.

a) Sir <1 entonces Y aj converge.
b) Sir > 1 entonces Y ay diverge.

¢) Sir =1 entonces Y a; puede converger o divergir, es decir, en este caso el criterio no nos ayuda a determinar
la convergencia de la serie.

.z 4, . . . 1 . .
. Teorema: Sea (a,) una sucesién de términos no negativos y supongamos que r := lim(a,)# existe. Dependiendo del

valor se tienen las siguientes conclusiones.

a) Sir <1 entonces Y aj converge.
b) Sir > 1 entonces Y ay diverge.

¢) Sir =1 entonces Y a; puede converger o divergir, es decir, en este caso el criterio no nos ayuda a determinar
la convergencia de la serie.

Sea f : [1,00) — RT una funcién decreciente. Se tiene que Y-, - f(n) < oo equivale a [, f(z)dz < oo.
Teorema: Sea (a,) una sucesién de términos no negativos y u, = (a,)7. Sea r := limsup u,,.

a) Sir <1 entonces Y aj converge.
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b) Sir > 1 entonces Y ay diverge.
¢) Sir =1 entonces Y a; puede converger o divergir.

Toda serie absolutamente convergente es convergente. Ademaés, una serie es absolutamente convergente si y sélo si
las series de sus términos negativos y la de sus términos positivos son convergentes.

Sea (a,) una sucesién decreciente y convergente a cero (luego a, es no negativa). Entonces la serie Y (—1)"a,, es
convergente.

Si la serie Y ay es absolutamente convergente entonces toda serie Y by, donde (by) es un reordenamiento de (ay) es
absolutamente convergente y su valor es igual a > ay.

Si > ay es condicionalmente convergente entonces para cualquier ntimero « € R existe f : N — N es biyectiva tal
que Y agp) = a

Sean Y ay y > by dos series absolutamente convergentes entonces (> ax)(d bx) es igual a > ¢ donde (cx) es
cualquier sucesién que contiene exactamente una vez cada uno de los productos a;b;, por ejemplo ¢ = Zf:o arbi_y.
Si la serie > arzk converge, se tiene que para cada a € (0, |xg|) y para todo z € [~a,a] la serie > arpx® converge
absolutamente.

Dada la serie de potencias Y arx” con intervalo de convergencia I, es posible definir naturalmente la funcién:
n
= 1l k 1
f(@) nggokz_oak:v (1)

Teorema: Sea > ax”® una serie de potencias con radio de convergencia mayor que cero. Definiendo la funcién f
como en (1), se tiene que ella es continua en int(Domf).

Sea Y apz® una serie de potencias de radio de convergencia R > 0. Entonces para todo p € Z, la serie > kPapa®

tiene radio de convergencia R.

Teorema: Sea Y apz® una serie de potencias, con radio de convergencia R > 0. Entonces la funcién definida como
en (1), es integrable en (—R, R) y

Vo € (—R,R) /OI f(t)dt = /OI(Z apth)dt = apx

k+1

E+1

Sea Y apx® una serie de potencias, con radio de convergencia R > 0. Entonces la funcién f definida como en (1), es
derivable en (—R,R) y

V€ (-R,R) f'(z)= Zk‘akxk_l

k>1

Dadas dos series de potencia 3. arz® y > bpa® convergentes para xo. Entonces la serie > (as + b)z" convergente
para todo x € (—|zo|, |zo|) y se tiene que Y (ax + bp)z* = S apa® + 3 brzF. Ademas, si ¢ = 32F a;jb_; la serie
3 exz® converge para todo x € (—|xol, |zo|) v se tiene que 3 crzk = (3 ara®) (3 ba®)



