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Capitulo 1

Ecuaciones Diferenciales de Primer

Orden

1.1 Definicion de la Ecuacién Diferencial

Definicion 1.1 Una ecuacion diferencial de primer orden es una expresion de la forma

dz(t)

“a f(t,z) (1.1)

donde f(t,z) estd definido en alguna region del plano (t,z) C R>.

Una solucién de la ecuacién (1.1) en un intervalo Z C R es una funcién derivable en 7 :

z:ZT — R
t — z(t)

Que satisface z'(t) = f(t,z(t)). Donde z'(t) = &

2t

Ejemplo 1.1.1 La funcidn z(t) = e** es solucidn de la ecuacion diferencial :

d
d—f =z +e? (1.2)
En efecto:
dz d(eZt) 2t 2t
% =—0 = 2e”* =z + e*.

Observemos que esta solucion esta definida en el intervalo T =R
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2 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

En general una (misma?) ecuacién diferencial puede tener mas de una solucién. Por ejemplo
en (1.2) se tiene que z(t) = e* + ¢' también es solucién. En efecto :

de

— =24t =g+

7 + +
Ms atn, se puede ver que :

z(t) = et + cet (1.3)
Es solucién de (1.2), para cualquier constante c en los reales.

Es decir, asociada a la ecuacién (1.2) hemos encontrado no solo una solucién, sino que una
familia de soluciones, las cuales dependen de un parametro c. Esta familia de funciones
corresponde a una familia de curvas que recorren cierta region del espacio. Supongamos que
nos interesa determinar si algina de estas funciones pasa por algun punto en particular de

R’

Ejemplo 1.1.2 Buscaremos una solucién de (1.2) que pase por el punto (0,3). Es decir,
que satisfaga la relacion z(0) = 3.

Sabemos que z(t) = e + ce' es solucién Ve € R. Imponiendo la condicién, obtenemos :

z(0)=3<=3=e"+ce®"=1+c=c=2.

Sustituyendo ¢ = 2, vemos que z(t) = e** +2e* es solucidn de (1.2) y pasa por el punto (0,3).
Observemos que la solucion esta definida para todo t € R.

Notemos que utilizando este mismo procedimiento podemos asociar a cada zo € IR una
solucién z(t) de (1.2) que satisfaga z(0) = zo. Méas atin, podemos encontrar una solucién de
(1.2) tal que z(to) = zo V (to,z0) € R>.

En efecto, despejando observamos que :

ro — eZto
w(to) = Tyg = w(to) = 62t0 + Ceto = —
eto

Luego, para cada punto del plano IR” hay una funcién de la forma (1.3) que pasa por él.
Por otro lado, también es facil ver que asociado a cada punto (tg, o), este elemento de (1.3)
es unico. Una vez que se especifica el valor de la solucién en un punto, la soluciéon queda
univocamente determinada. Entonces (1.3) corresponde a una familia de curvas que no solo
recubren todo IR?, sino que ademds no se intersectan entre si (;Por Que?). Por dltimo, cabe
preguntarse si hay soluciones de (1.2) que no sean de la forma (1.3). Para poder concluir

(Insertar dibujo)

Esta es una propiedad muy importante de algunas ecuaciones diferenciales, la cual gener-
alizaremos mas adelante. Sin embargo notemos que no siempre es cierta.
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Ejemplo 1.1.3 La ecuacién diferencial ' = z'/® sujeta a la condicidn z(0) = 0 tiene mds
de una solucion asociada.

En efecto : (t) =0Vt y 2(t) = (

%)3/2 - #3/2 son ambas soluciones.

En este caso no hay unicidad en la solucién. El problema, como estudiaremos mas adelante,
es que z'/® no es derivable en x = 0. Veremos que si f(z,t) satisface ciertas condiciones, se
tendra asegurada la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales asociadas
a ciertos puntos del espacio.

1.2 Ecuaciones Diferenciales de Variables Separables

Definicion 1.2 Una ecuacion diferencial de variables separables es una ecuacion diferencial
de la forma:

e’ = p(t)h(x) (1.4)

Resolucién :

=p(t)  (sih(z) #0)

Integrando, y tomando el cambio de variable u = z(t), obtenemos :
/ z'(t)dt du
h(z(t)) h(u)

Si lamamos H(u) a la primitiva de ﬁ y P(t) a la primitiva de p(t), vemos que :

H(xz(t)) = P(t) + ¢ (1.5)

Observacién 1.2.1 La expresidn (1.5) proporciona una relacion implicita entre  y t. Si
bien no siempre serd posible despejar x en funcion de t, permate describir el comportamiento
de x mediante un adecuado andlisis de funciones.

Ejemplo 1.2.1 Resolvamos la ecuacion diferencial :

dr 2t + tx
- 1.
dt 22+ 1 (1.6)

Claramente (1.6) es de variables separables. Basta notar que :
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2t—|—tw_t (2—|—w)
24+1 22 +1
Luego,
22 +1 22 +1 t?
dz =t dt / d :/tdt:—
372) % — ) 25z * g T¢
Por otro lado,
241 242 1-2 2z — 1
/w—l— de — w—l—w_l_ w:/wdw— T
24 24 24 24z
2 4 5
= /wdw— ;_:_w —|—/2+w:w2—2w—|—5ln|2—|—w|

. . . ./ .
Ast, obtenemos la relacion implicita :

2 — 2z + 5ln|2—|—w|:t2 + ¢

Observemos que la solucion esta definida en el intervalo T =R

1.3 Ecuaciones Homogéneas

Definicién 1.3 Una funcidn f(t,z) se dice homogénea de grado n si se tiene que:

Fkt, kz) = k™ - f(t,z) Vk > 0.

Definicion 1.4 Una ecuacion homogénea es una expresion de la forma:
M(t,z)dt + N(t,z)dze =0

Donde M(t,z) y N(t,z) son homogéneas del mismo grado.

Observacién 1.3.1

de  —M(t
M(t,z)dt + N(t,z)de = 0 — @ _ M

dt N(t,w) = f(taw) (17)

Observaciéon 1.3.2 En (1.7), f(t,z) es homogénea de grado cero, pues:

—N(kt,kz) —k"N(t,z)

fktshe) = 4 ka) — kMt 2)

:f(taw) :ko'f(taw)
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Observacion 1.3.3 Sit #0 :
1 z
f(taw):f(Z'ta_'w):f(laz) (18)

Resolucion :
Para t # 0 consideramos el cambio de variable z = %. Entonces : f(t,z) = f(1, 2).

Por otro lado,

de dz
=1 —=1- t-— = fl(t
T z:>dt z+ 7 f(t,z)
Luego,
dz dz  f(l,z) —z
bt =i = =T

Esto corresponde a una ecuacién de variables separables. Luego,
dz dt T
/f(l,z)—z /t T (t) ogltf + ¢

Ejemplo 1.3.1 Consideramos la ecuacion diferencial :

dr t+z

> 1.
dt t—= (1.9)
Claramente f(z,t) = i’—:’; es homogenea de grado 0, pues :
f(ka, kt) = kt + kz k(t + z) ttz ~ f(a,1)

kt—kz k(t—=2z) t—=
Para resolver esta ecuacion, consideremos el cambio de variables z = . Recordamos que :

do _d(zt) __, &
& d dt

Por otro lado, parat # 0 :

dw_t—l—w_l—l—w/t_l—l—z
d t—z 1 —z/t 1—2z

Luego,
dz_l—l—z _1—|—z—z—|—z2_l—l—z2
dt 1-—z 2= 1—2 1 -—2z
Entonces,
1—2 dt dz zdz

dz = —

1+ 22 t:> 1—|—z2_ 1+z2:10g|t|—|—c
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Obtenemos, entonces, la relacidn implicita :
1 9 x 1 T,
arctanz — §log(1 + 2°) =log |t| + ¢ <= arctan T §log(1 + (;) ) =log|t| + ¢

Por ltimo, notemos que la solucién esta definida en el intervalo' T = {lJ € R|t < x} o

T ={UeR|t>x}

1.4 Ecuaciones Exactas

1.4.1 Elementos Basicos

Para el estudio de las Ecuaciones Exactas es conveniente recordar algunos conceptos basicos
de calculo en varias variables.

Definicién 1.5 Dada una funcién de dos variables f(t,z) se define:

¢. — R
r — ¢.(t) = f(¢,2)

La derivada parcial de f(t,z) con respecto at estd definida como la funcion

af(taw) _ d¢m(t) — lim ¢’m(t + h) - ¢m(t) — lim
ot o dt o h—0 h o h—0

f(t—l_haw)_f(taw)
h

Ejemplo 1.4.1 La derivada parcial de f(t,z) = t3z® con respecto a t es:

6—f — 3222

ot

Andlogamente Mai’—ml = 23z

Definicién 1.6 El diferencial total de una funcidn de dos variables f(t,z) es:

0f(t2) , , Of(t,2),

df(t,z) = —, 9z

T

1Estos intervalos dependen del valor de z, luego deben ser interpretados como R? \ {(t,x) € R*|t = x}
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1.4.2 Familias de Curvas y Ecuaciones Diferenciales

Dada una familia de curvas F/(z,y) = ¢, podemos generar una ecuacién diferencial de primer
orden, calculando su diferencial total.

Ejemplo 1.4.2 La familia de circulos concéntricos estd representada por
F(w,y):w2—|—y2 =c
Esto define la ecuacion diferencial

dF (z,y) = 2zdz + 2ydy = 0 o equivalentemente zdz + ydy =0

Para ser consistentes con la notacién del texto, en lo que sigue usaremos las variables (¢,z),
a pesar de no ser las mas adecuadas para describir curvas.

Nos preguntamos si a partir de una expresién de la forma M (¢, z)dt+ N(¢,z)dz = 0, podemos
obtener una familia de curvas que describa la relacién entre ¢ y . Es decir, si la expresion
M(t,z)dt + N(t,z)dz = 0 corresponde al diferencial total de algin F(¢,z) tal que

dF(t,z) = M(t,z)dt + N(t,z)dz =0
Esto nos sugiere la siguiente definicion.
Definicion 1.7

Si 1F(t,z):R*> — R
(t,z) — F(t, ) tal que

OF(t,z) OF(t,z)
—— = M(¢ —— = N(t
ot (t,2) Oz (t,2)
Entonces se dice que la ecuacion:
M(t,z)dt + N(t,z)de =0 es exacta (1.10)

Si tenemos una ecuacién del tipo (1.10), entonces podemos escribir su solucién z(t) (si existe)
implicitamente como F(t,z) = c.

Ejemplo 1.4.3 La ecuacién:
xdt +tdz =0 es exacta (1.11)

En efecto, si definimos M(t,z) =z y N(t,z) =t, se tiene que:

(1.11) <= M(t,z)dt + N(t,z)dz = 0
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Observemos que F(t,z) =t -z satisface:

OF(t,x)
ot

OF(t,z)
Oz

=z = M(tz) =t=N(t,z)
Por lo tanto la ecuacion (1.11) es exacta, dado que representa el diferencial total de F(t,z) =
t-z.

Veamos que efectivamente si Mdt + Ndz = 0 es exacta, entonces la relacién F(t,z(t)) = c
define implicitamente la solucién.

En efecto:

Sea g(t) = F(t,z(t)), entonces g(t) = ¢ V¢ — j—i =0.

Llamemos z(t + h) — z(t) = Az, entonces, suponiendo F(¢,z) continua

glt+ k) — g(t) F(t+h,z+ Az) = F(t,2(t))

lim = lim
h—0 h h—0 h
. Flt+hze+Az)—F(t,e+Az) F(t,z+ Az)— F(t,z) Az
= lim + =2
h=0 h Az h
~ im F(t+ h,z + Az) — F(t,z + Az) +lim F(t,z + Az) — F(t,z) b
h—0 h h—0 Az
8F(t,z) 8F(t,z)
8t Bz
F(t F(t d
. oo 9fla) OF(e) de o it N(t2)de (1.12)
Ot Oz dt
—_— —
M(t,xz) N(t,z)

7/
Dado que es dificil saber si una ecuacién diferencial proviene de un diferencial total, necesi-
tamos un criterio sencillo que nos permita determinar cuando una ecuacién es exacta.

Lema 1.1 Sea una ecuacion de la forma M(t,z)dt + N(¢t,z)de = 0. Ademds se tiene que

dM(tz) ON(t . . .
M(t,z),N(t,z), #, % son continuas. Si la ecuacion es exacta
xT

OM(t,z) _ ON(t,z)

b ot (1.13)

Demostraciéon 1.1 Como M(t,z)dt + N(t,z)dz = 0 es ezacta, se tiene que IF tal que

OF(t,x)
ot

entonces por el teorema de Schwartz, se tiene que:

OF(t,z)
Oz

= M(t,z) = N(t,z)

O*F(t,z) O*F(t,z) ON(t,z) OM(t, =)
= 0 sea = O
Otoz Ozt Ot Oz
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1.4.3 Resolucion

Veamos ahora un método para resolver este tipo de ecuaciones. Sea M (t,z)dt+N(t,z)dz = 0.
Supongamos que existe F(t,z) tal que:

OF(t,z) OF(t,z)
5 M(t,z) 5% N(t,z)
Luego, por teorema fundamental del célculo
F(t,m):/aF(gi’ Vit + 4 2)= [ Mit,2)dt + g(a) (1.14)

Despejando
g(z) = F(t,w)—/aFéi’w)dt: Fit,e) — [ M(t,2)dt

Pero g(z) es una funcién de z, luego derivando se obtiene que

J(z) = BFat z) _/Mt ) N(t,z) — (%/M(t,w)dt

g

Por ultimo, integrando se llega a

g(w)z/(N(tw ——/Mtwdt)d

Reemplazando g(z) en la expresién (1.14) se obtiene que

Fl(t,z) = /M(t,w)dt+/<N(t,w)— (%/M(t,w)dt)dw (1.15)

La expresién anterior es muy importante, pues relaciona F(t,z) con las funciones M(¢,z) y
N(t,z), que son conocidas.

OF (t,x OF (t,x
Observemos que F(t,z)cumple que é(,i ) = M(t,z)y gi ) — N(t,z).

Observacién 1.4.1 Con el método expuesto antes se obtiene la reciproca del lema 1.1, pues
st M(t,z) y N(t,z) cumplen que

OM(t,z) ON(t,z)
oz ot

Entonces podemos construir F(t,z) como lo indica la ecuacién (1.15) cuyo diferencial total
es

M(t,z)dt + N(t,z)dze =0
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Ejemplo 1.4.4 Resolvamos la ecuacion diferencial:
(2tz — sec? t)dt + (t2 +2z)de =0
Veamos que cumple con las condiciones de una ecuacion exacta:

OM(t,z) ON(t,z)
ox 2t ot 2t

Como ya vimos que es exacta, encontremos la funcién F(t,z):

OF(t,x)

5 M(t,z) = 2tz — sec’ t

Integrando con respecto at

2

F(t,z) = / (2tz — sec’ t)dt + g(z) = 2w% —tant + g(z)

Por otro lado, tenemos que

OF(t,z) 8

42 _ _
N(t,z) =t"+ 2z = 52 _Bw(

t’z —tant - g(z)) = 24 g'(z)
Despejamos ¢'(z) para obtener g(z)
2 +2x =t +4'(z) =2z=4g(z) = g(z)= /2wdw
Por dltimo, como g(z) = z? 4 c entonces se tiene que
F(t,z) = «t’ —tant + z°

Notemos que :

OF(t OF(t
%:%w—sec%:M(t,w) %:ﬁ—l-?w:]\f(t,w)
La expresiéon F(t,z) = c caracteriza una familia de curvas que define impli’citamente la

solucion, en el caso del ejemplo an terior:
t2w(t) —tant + wZ(t) =c

Notemos que en este caso podemos despejar z(t), obteniendo la solucién

o(8) = —t2 4 /1! +24( tan(t) + c)
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1.4.4 Factor Integrante

Supongamos ahora que una ecuacion de la forma:
M(t,z)dt + N(t,z)dze =0 (1.16)

No cumple con las condiciones (1.13). Entonces es natural preguntarse, si existe alguna
forma de transformarla en una ecuacién exacta. Supongamos que existe un p(t,z), que
llamaremos factor integrante, tal que:

pM(t,z)dt + uN(t,z)dz =0
es exacta. Para esto debe cumplirse que:

AMl,2) BN sz) Oy

oM 0 ON
o = N(te) +ugs (L17)
Notemos que partiendo de una ecuacién diferencial ordinaria hemos llegado a un problema
que contiene derivadas parciales. Ahora bien, no necesitamos una solucién general de (1.17)
si no que cualquier solucién particular nos servird. Supongamos que (1.16) tiene asociado
un factor integrante que sélo es funcién de z. Entonces se tiene que Ou/0z = du/dz y
Op/0t = 0 luego podemos reescribir (1.17) como

OM(tz)  ON(tz)

1 d Oy dz
el 1.1
p de N(t,z) (1.18)

que es una ecuacion de variables separables. Resolviéndola obtenemos

dM(t,x) ON(t,z

By Bz

p(t,z) = e N(t.2)

Pero este razonamiento es obviamente reversible; si la expresién a la derecha en (1.18) es sélo
funcién de = entonces existe un factor integrante p(t,z) que solo depende de z y convierte a
(1.16) una ecuacién exacta.

En el ejemplo siguiente veremos otro caso de factor integrante y su forma de calcularlo.

Ejemplo 1.4.5 Resolvamos la ecuacion
zdt + (t’z — t)dz = 0 (1.19)

Solucién Primero veamos st la ecuacion es exacta

OM(t,z) Oz _ ON(t,z) O(t’z—1t)
Oz _Bw_l o ot = 2te—1
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Como ambas expresiones no son iguales, la ecuacion no es exacta. Pero, veamos si podemos
encontrar un factor integrante para la ecuacidn (1.19). Calculemos

LA 1—(2e—1) —20tz—1) 2

N(t,z)  tz—t  tlts—1) =

Que es funcioon sdlo de t. Por consiguiente

p(t) = of —(2/t)dt _ —2log(t) _ ;-2

E's nuestro candidato a factor integrante. A continuacion, veamos si t~2 es factor integrante
de la ecuacion (1.19). Efectivamente

es exacta, ya que

o(zt™?)  O((t*z —¢)t7%) 1

= = — 1.20
Oz ot t2 (1.20)
A modo de ejercicio, proponemos al lector resolver la ecuacion ezacta (1.20).
1.5 Ecuaciones Lineales de Primer Orden
Definicion 1.8 Una ecuacion lineal de primer orden es una expresion de la forma:
de
1 + P(t)z = Q(t) (1.21)

Donde P(t) y Q(t) son funciones continuas en un intervalo T C R.

Definicion 1.9 Definamos un espacio muy tmportantes en el estudio de las ecuaciones difer-
enciales.
Sea CYH(Z) = {f(t) : T — R | f'(t) es continua }, el espacio de las funciones con derivada
continua.

Observacién 1.5.1 Si z(t) es solucion de (1.21) entonces se tiene que z(t) € C'(I).

Demostraciéon
Del hecho de que z(t) tenga derivada, se desprende que es continua. Por otro lado, despejando
‘2—1” de la ecuacién (1.21) obtenemos que

de

— =Q(t) — P(t)x(t

" o - Pl
Notemos que el lado derecho de la igualdad es continuo, debido a que Q(t), P(t) y z(¢) son
continuas, luego se concluye que la derivada es continua.
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Observacién 1.5.2 Asociada a la ecuacidn (1.21) podemos definir el operador

dz

= =+ P(t)a(t)

se tiene que L es un operador lineal.en el sentido de que L(az + By) = al(z) + BL(y).
Diremos quex(t) es solucidn de la ecuacion (1.21) ssi L(z) = Q(t). Debido a lo anterior
decimos que la ecuacion es lineal.

Observacién 1.5.3 La expresion (1.21) es equivalente a :

(P(t) e —Q(t) ) dt+ 1 dz=0 (1.22)
M(m,t) N(m,t)

Resolucién :

Notamos que la expresién (1.22) no siempre es exacta. Sin embargo :

oM ON

E%E:m@ (1.23)

Depende solamente de ¢. Luego, de (1.18) tenemos que :

8N _8M
8t Bz

u(t) = ef (F3r=)de — [ PO (1.24)
es factor integrante. Multiplicando (1.22) por p(t), obtenemos :
e/ POt gy 4 e/ PO(P(t) z — Q(t))dt = 0 (1.25)

lo cual es una ecuacién exacta.

Para resolver (1.21) procederemos de una manera alternativa. Multiplicando (1.21) directa-
mente por u(z) obtenemos :

efP(t)dtC;_f 4 efP(t)dtP(t)w _ efP(t)dtQ(t)
(ef P(t)dtw)/ — ef P(t)dtQ(t)

(efP(t)dtw) — /efP(t)dtQ(t) 1+ C
Despejando, obtenemos la siguiente expresion expli’cita para z(t):

o(t) = ST ([ Qo)el POa 1 )
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Ejemplo 1.5.1 Encontremos la solucién de:

z' 4 2z = 3¢t (1.26)

Como P(t) = 2, multiplicamos (1.26) por u(t) = e2fdt = e?t, obteniendo :

d(e*z

e2te’ + 2% = 33— 7 ) — 3%

Integrando,

eth(t) = /3e3tdt +C = z(t) = e_Zt(3/ e3tdt + C) = et + Ce 2

Ejemplo 1.5.2 Resolvamos :
- — — — =1t cos(t) (1.27)

Para resolver (1.27) escribimos la expresion de forma estandard :

2
z — Tw = t2cos(t) (1.28)

Como P(t) = 2, multiplicamos (1.28) por u(t) = e~ Hdt = t=2, obteniendo :

dz

t2. i 2w 3 = cos(t)
(z - t_Z)' = cos(t)
— z(t) = t2sen(t) + ct?

Imponiendo z(n/2) =3 :
5 (/2)_<7r>2 <7r>_|_ <7r>2_772(+1):> 12 )
=e(r/2) = |5 ) sen {5 ely) =le c=
Luego, la solucion de (1.27) es :

12
z(t) = t?sent + (F - 1) 2
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1.6 Ecuaciones Especiales

Definicion 1.10 Una ecuacion de Bernoulli es una expresion de la forma

de

— 4+ P(t)z = Q(t)="

P =QU)
Notemos que esta ecuacion no es lineal y por lo tanto no se pueden usar los métodos antes
descritos.
Resolucion:

Tomemos el cambio de variables u(t) = z'~™(¢) para obtener una ecuacién diferencial cono-
cida. En efecto:

d d
il + P(t)z = Q(t)=" — 2 ™. ar + P(t)wl—n = Q(t)
dt dt

por el cambio de variable wu(t) = z'""(¢) se tiene que u'(t) = (1 —n)z™™- Z—f

u'()

-7

+ P(t)u = Q(¢)

Hemos llegado a una ecuacién lineal que se resuelve con el método anterior, luego basta
despejar z(t) para llegar al resultado final.

Reemplazando:

Ejemplo 1.6.1 Resolvamos la ecuacion de Bernoulli sujeta a una condicion inicial

dz 1
20T _ o4 _t
t 7 2te = 3z* con z(1) 5 (1.29)

Solucién Primero escribamos la ecuacion (1.29) en su forma estdndar

de 1 3 4

dt t t2
Ahora como hemos reconocido que n = 4, tomemos el cambio de variable u(t) = z'~"(t) =
z3(t). Luego, la ecuacidn se transforma en

uw'(t) 1 3 u(t) -9

t

. . . ./ . . . .
Resolviendo esta ecuacion con los métodos vistos en el capitulo e imponiendo la condicion
wnicial, obtenemos

9 49
23 (t) = u(t) = —gt_l + ?t_e

Por dltimo despejando z(t) se llega a la solucion final.
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1.7 Existencia y Unicidad Locales

I
Como ya se mencioné en el principio del capitulo, es necesario saber si la soluciéon que
hemos encontrado es la inica. Para resolver esta pregunta, el siguiente teorems entrega las
condiciones para asegurar la existencia y unicidad de la solucién.

Teorema 1.1 Sea (to,zo) un punto del plano. Sea T un abierto en R® , que contiene a
(to, o). Supongamos que f(t,z) y %(t,w) son continuas en Z. Entonces

Ccll_f = f(t,z) tal que z(to) = zo

Posee una dnica solucidn z(t), definida en un intervalo abierto, que contiene a t.

El teorema anterior nos entrega la existencia de la solucién en una regién del plano. Esto
motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.11 El abierto de R* mds grande donde existe la solucion z(t) es llamado
Region de Existencia.

Definicion 1.12 La solucién definida sobre la region de existencia, es llamada Solucién
Maximal.

Observacion 1.7.1 Para entender el teorema de existencia y unicidad, pensemos en la
stgutente interpretacion. Sean z(t) e y(t) dos soluciones de la ecuacidn diferencial (1.1) y
supongamos que ellas coinciden en un punto xo. Aplicando el teorema podemos decir que
z(t) = y(t), es decir, z(t) e y(t) coinciden en todos los puntos.

Observacion 1.7.2 Otro aspecto fundamental del teorema de existencia y unicidad, es el
hecho de que a cada punto (to,zo) de R? le puedo asociar una unica solucidn de (??) que
tenga como condicién inicial el punto (to,zo).



Capitulo 2

Ecuaciones Lineales de Segundo

Orden

2.1 Introduccion

Definicion 2.1 Una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden es una expresion de la
forma:

" +a(t)z +b(t)z = f(t) (2.1)

donde a,b, f son funciones continuas en algin intervalo T C R.

Ejemplo 2.1.1 Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es el oscilador armdénico, cuya ecuacion
es de la forma :
mz" = —kz —yz' 4+ f(¢)

En este ecuacion, m representa la masa del cuerpo, k la constante eldstica del resorte, v la
constante de roce y f(t) es la fuerza externa.

Ejemplo 2.1.2 Una ecuacidn sencilla de este tipo, es

Para resolver esta ecuacion, basta integrar dos veces, obteniendo

2(t) = // F(t)dt + ert + ¢ (2.3)

Esto corresponde una familia de ecuaciones dependiente de dos pardmetros.

Observacién 2.1.1 Si z(t) es solucion de (2.1), se tiene que z(t) € C*(I).

17
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Demostracién

Dado que z(¢) es solucién de (2.1), se tiene que es dos veces derivable. Esto implica que
z(t) € C(Z). Por otro lado, despejando, observamos que

z"(t) = f(t) — a(t)z' — b(t)z

Como z"(t) es suma, y multiplicacién de funciones continuas, se tiene que z"(t) es continua.

Luego z(t) € C*(Z).
Observacién 2.1.2 Asociada a la ecuacion (2.1), podemos definir el operador
L:C*(I) — C()
z(t) — L(z)=2"+a(t)z' +b(t)z
Se tiene que L es un operador lineal, en el sentido que Vo, € R L(az;+Pzs) = al(zr)+
BL(z2). Tendremos que z(t) es solucion de (2.1) ssi L(z) = f. Por esto decimos que (2.1)

es una ecuacton lineal.

rd
Veamos que £ es continua.

L(az; + Bza) = (azi + Pzs)" + a(t)(az + Pfzs) + b(t)(az, + )
= axy + Bzy + a(t)(axy + Bxy) + b(t)(azs + Bz)
= a(@) + a(t)r) + b(t)z1) + B(zy + a(t)z; + b(t)z2)
= al(z1) + BL(z2) D
Observacion 2.1.3 Aunque nuestro propdsito es encontrar soluctones reales, es conve-
niente para efectos de cdlculo considerar esta teoria en los numeros complejos. FEs decir,

suponemos que las funciones a,b, f estan definidas en I sobre €, y buscamos una solucion
z:71—C.

Ejemplo 2.1.3 La ecuacidn z" + x = 0 tiene {sin(t),cos(t)} como soluciones reales.
Notamos que también tiene las soluciones complejas, {e*, e}

Observaciéon 2.1.4 Sean a(t),b(t) funciones reales, y z(t) una solucidn compleja de
z"(t) 4 a(t)z'(t) + b(t)z(¢) =0 (2.4)
Si z(t) lo podemos escribir como z(t) = z1(t) + izs(t), donde z1,z2 son funciones reales,

entonces x1,z2 son soluciones de (2.4)

Demostracion Observacion 2.1.4
Definiendo £ como en la observacién (2.1.2), tendremos que z1,z, son soluciones de (2.4),

si L(z1) = L(z2) = 0. Pero,
L(z) = L(z1 +1z2) = L(z1) + 1L(2)
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Como ©1(t),z2(t),a(t),b(t) son reales, tenemos que L(z1), L(z3) son reales. Ademads, como
z(t) es solucién, tenemos

L(z)=0= L(z1)+iL(z2) =0
Por dltimo, igualando parte real e imaginaria a cero, obtenemos

L(z1) =L(z2)=0 O

Definicion 2.2 Una ecuacion diferencial lineal de seqgundo orden homogénea es una expre-
sion de la forma :

" +a(t)e +b(t)z =0 (2.5)

Observacion 2.1.5 Toda ecuacion lineal de sequndo orden

2"(t) + a(t)2'(t) + b(t)=(t) = (1)

tiene asociada una ecuacion homogenea.

Definicion 2.3 Dada una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden
2"(t) + a(t)z'(t) + b(t)a(t) = f(t) (2.6)

Si L es el operador diferencial asociado a (2.6), llamamos H(L) al conjunto de soluciones
de su ecuacion homogénea asociada. Fs decir,

H(L) = { =(t) | £(z) = 0} = Ker(L)
Andlogamente, llamaremos J (L) al conjunto de soluciones de (2.6). Es decir,
J(L)={=(t) | L(z) = f} =LT(f) (1)
Teorema 2.1 Consideramos la ecuacion diferencial
2"(t) + a(t)2'(t) + b(t)=(t) = (1) (2.7)
y su ecuacion homogénea asociada,
z"(t) 4 a(t)z'(t) + b(t)z(¢) =0 (2.8)

Sean ,(t),z,(t) soluciones de (2.7) (Las llamaremos soluciones particulares), y sea zp(t)
solucion de (2.8) (la llamaremos solucidn homogénea).

1. =, + zp es solucidn de (2.7).

2. x, — z, es solucion de (2.8).
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Demostracién Teorema 2.1

1. Por linealidad de £ se tiene que
L(zp, + z1) = L(zp) + L(zn) = f(t) +0 = L(z, + z4) = f(2)
luego , + x5, es solucién de (2.7).
2. Sea z(t) = (z, — z4)(t). Por linealidad de £ se tiene que

£(2) = L(ep — 20) = L(zg) — L(zg) = £(2) — £(2) = 0
Luego, z(t) es solucién de (2.8)

Lema 2.1 H(L) es espacio vectorial. Es decir, si z1(t),z2(t) € H(L), se tiene que az,(t)+

Demostracion Lema 2.1 Sean z;(t),z2(t) € H(L). Sean a,8 € €. Veamos que z(t) =
azi(t) + Bza(t) € H(L). En efecto,

L(azi(t) 4+ Baa(t)) = al(z1) + BL(z2) = 0.

Observacién 2.1.6 Del Lema (2.1), y de la observacion (2.1.1), tenemos que H(L) es
subespacio vectorial de C*(Z). Recordando que C*(I) es de dimension infinita, la pregunta
natural que sigue, es ;Cudl es la dimension de H(L)? Antes de respondernos esta pregunta
es importante recordar la nocion de dependencia lineal que se usa sobre los espacios de
funciones.

Definicién 2.4 Dada una familia de funciones { f;(t)}r_,, se dicen linealmente dependi-

=17
entes si eziste una familia de constantes {a;}*_, no todas nulas, tales que

zk:aifi(t) = 0 Vt

En caso contrario {f;(t)}%_, se dicen linealmente independientes.

Teorema 2.2 H(L) es espacio vectorial de dimension dos.

Esto quiere decir que existe un par de soluciones z(t),z2(t) € H(L), linealmente inde-
pendientes, tales que para toda funcién z(t) € H(L), existen a,3 € C tales que z(t) =

azi(t) + Bza(t)

Antes de poder demostrar esto, sera necesario demostrar algunos resultados previos. Es
importante notar, sin embargo, que el grueso de los resultados que veremos provienen de un
teorema muy importante cuya demostracién, por razones pedagégicas omitiremos' Este es
el teorema de Existencia y Unicidad para ecuaciones lineales de segundo orden.

Los interesados pueden consultar el apéndice.
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Teorema 2.3 (Existencia y Unicidad)
Consideramos la ecuacion diferencial lineal de sequndo orden

"+ a(t)z' +b(t)z = f(t) (2.9)

Donde f(t),a(t),b(t) € C(Z). Dado t, € I, y dados yo,y1 € R, ezxiste una unica solucion
z(t) de la ecuacion 2.1 definida en todo el intervalo I, tal que z(t,) = yo,y '(ts) = y1.

Observacion 2.1.7 Interpretacion del Teorema de Ezistencia y Unicidad

1. El Teorema de Ezistencia y Unicidad nos dice que st dos soluciones z(t),y(t) de (2.9),
son tales que z(to) = y(to),z'(to) = y'(to), para algin to € I, se tiene que z(t) =
y(t) Vt € I. Es decir, si z(t),y(t) coinciden en un punto, y sus derivadas tambien
coinciden en el mismo punto, entonces z(t) e y(t) coinciden en todos los puntos de T.

2. El Teorema de Ezistencia y Unicidad asegura que para todo punto (to,zo) de R?, existe
una solucion de (2.9), cuya trayectoria pasa por (to,zo). Es decir, existe z(t), tal que
w(to) = Zg.

Lema 2.2 Sea z(t) una solucidn de (2.5). Si ewxiste algun t, € T tal que z(t,) = 0, y
z'(t,) = 0, entonces z(t) =0 Vt e T.

Demostracién Lema (2.2)

Supongamos que existe z € H(L) tal que z(t,) =0, y z'(¢,) = 0.

Sabemos que la funcién trivial, z(¢) = 0 es solucién de (2.5). Ademaés es evidente que
z(t,) =0,y 2'(t,) = 0.

Como el Teorema de Existencia y Unicidad nos dice que sélo puede haber una solucién de
(2.5) que cumpla con ambas condiciones, sabemos que necesariamente se debe tener que

z(t) =x(t) Vt € Z. Luego z(t) =0Vt I O.

Definicién 2.5 Sean z1,z2 € H(L), definimos su Wronskiano como la funcion determi-
nante:

W(z1,z2)(t) =

Observacién 2.1.8 Notemos que si z1,25 € H(L) son linealmente dependientes, entonces
se tiene que W(z1,z2)(t) = 0Vt € I. En efecto:

Si x1,z2 son l.d. entonces existen a, 3 no ambos nulos tal que awz,(t) 4+ Bz2(t) =0 VteI.

Esto implica que necesariamente axz|(t) + Bzy(t) =0 Vi € I. Es decir,
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FEsto implica que Myw (t) es singular (i.e. Ker(Mw(t)) # {0} Vte T ), luego det Mw(t) =
0 VteI. Como W(zy,zs)(t) = det Mw(t)Vt € I, concluimos el resultado.

Teorema 2.4 Sean z1(t),z2(t) € H(L). Si existe t, € T tal que W (zy,23)(to) = 0, entonces
estas soluciones son linealmente dependientes.

Demostracién Teorema 2.4

Sean z1(t),z2(t) € H(L), y to € T tales que

W (21, z2)(t0) =

EeliHEH

azi(t,) + Bza(t,) =0 y azi(t,) + Bzy(t,) = 0.

Luego

Definiendo z(t) = az1(t) + Bz2(t), observamos que :
1. z(t) € H(L), pues H(L) es espacio vectorial cerrado.
2. z(to) =0,y 2'(to) = 0.

Luego del Lema (2.2) tenemos que z(t) = 0 V¢t € Z. Como encontramos «, 3 no ambos nulos,
t.q. azi(t) + Bzs(t) = 0 Vt € Z, concluimos que #1,z» son linealmente dependientes. O

Corolario 2.1 Sean z,(t),z2(t) € H(L).

1. Si existe t, € T tal que W(z1,23)(to) = 0, entonces W(zy,z2)(t) = 0 Vt € Z. Luego,
z1(t), z2(t) son l.d. ssi existe t, € T tal que W(z1,z2)(t0) = 0.

2. Si existe t, € T tal que W(z1,22)(to) # 0, entonces W(z1,22)(t) # 0 Vt € Z. Luego,
z1(t), z2(t) son Li. ssi existe t, € T tal que W(z1,22)(to) # 0.
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Teorema 2.5 Eristen z1(t),za(t) € H(L), tales que son linealmente independientes.

Demostraciéon del Teorema 2.5

Del Teorema de Existencia y Unicidad, sabemos que existe #;(t) solucién de (2.5) tal que
z1(t,) = 1y @ (t,) = 0. También sabemos que existe z,(¢) solucién de (2.5) tal que z2(¢,) = 0
y z5(t,) = 1. Para estas dos funciones se tiene que

W21, z2)(to) =

10

Como W (z1,zs)(to) # 0, sabemos que z1(¢) y z2(t) son linealmente independientes. 0.

El dltimo paso en la demostracién que #H(L) es un espacio vectorial de dimensién dos es el
siguiente.

Teorema 2.6 Sean z1,zy € H(L) linealmente independientes. Se tiene que para cada z(t)
existen a, 3 constantes tales que z(t) = ax1(t) 4+ Bua(t) Vt € .

Demostracion Teorema 2.6

Como @1(t),z2(t) son Li. en Z, sabemos que para t, cualquiera en Z se tenderd que
W(z1,22)(to) # 0. Como la matriz que define W(z1,z2)(to) es de determinante no nulo?,
sabemos que es invertible. Luego, existen constantes o, € R, no ambas nulas, tales que :

z1(to) xa(to) ] [ a] [ z(t,) ]
, : | * 2.10
ey | b R R (210
Si consideramos y(t) = az;(t) + Bza(t), es claro del Lema (2.1) que y(t) € H(L). Por
otro lado, de (2.10) tenemos y(t,) = z(¢,),y'(to) = #'(¢,). Como el teorema de existencia

y unicidad asegura que solo puede existir una funcién con esas caracteristicas, tenemos que
necesariamente ¢ = y = ax; + Bz, O

Observaciéon 2.1.9 De lo anterior es trivial concluir que la dimension de H(L) es dos, pues
de (2.5) sabemos que existe una familia l.i. de dos funciones en H(L) que genera, mediante
combincacion lineal, a todas las otras soluciones.

Definicién 2.6 Decimos que una solucion general de (2.1) es una expresion de la forma
z(t) = zp(t) + c121(t) + caza(t) (2.11)

En que {z1(t),z2(t)} es una base cualquiera de H(L), y z,(t) es una funcion cualgquiera de
J(L). En general, diremos que z,(t) es una solucion particular de (2.1), y que c1,cs son los
pardmetros de (2.11).

2A esta matriz le llamamos A(%o) anteriormente.
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Teorema 2.7 Sea {z1(t),z2(t)} una base cualquiera de H(L), y z,(t) es una funcion cualquiera
de J(L). Se tiene que para toda solucion x(t) de (2.1), existen constantes ci,cy, tal que

z(t) = zp(t) + crz1(t) + cama(t)

Demostracién

Sea z(t) una solucién de (2.1). Por ser {z(¢),z2(¢)} un conjunto linealmente independiente
de soluciones del problema homogéneo, se tiene que Wz, z,)(t) # 0 Vt € Z. Luego, para
a,b € R, se tiene que existen c;,c; € R tales que :

z1(t) @a(t) c1 a
= VteZT
l 2 (8) e(t) || e b| V€
Definimos y(t) = z,(t) + c1z1(t) + caza(t). Es facil ver que y(¢) es solucién de (2.1).

Sea to € Z, y tomemos a = z(to) — zp(to),b = z'(to) — z,(to). Notemos que

Y(to) = zp(to) + c1z1(to) + caza(to) = zp(to) + z(to) — zp(to) = z(to)-
Y'(to) = z,(to) + c1zy(to) + cazy(to) = z,(to) + ' (o) — z,(to) = #'(t0)-

Luego, como y(t), z(t) son soluciones de (2.1). Y como z(to) = y(to), z'(to) = y'(to), se tiene,
por Teorema de Existencia y Unicidad, que z(t) = y(¢) Vt € Z. Luego,

z(t) = zp(t) + c1z1(t) + caza(t).

Con lo que concluimos la demostracién del teorema.
Resolucion

De lo anterior se tiene que para determinar una solucién de
"+ a(t)z' +b(t)z = f(t) (2.12)
z(to) = yo, '(to) = ¥ (2.13)

Es necesario seguir los siguientes pasos

1. Encontrar dos soluciones z;(t),z2(¢) , linealmente independientes, de la ecuacién ho-
mogénea.

2. Encontrar una solucién particular z,(¢).
3. Escribir la solucién general z(t) = z,(t) + c1z1(¢) + caza(t)

4. Ajustar las constantes c; y c; para que la solucién general satisfaga las condiciones
z(to) = yo, '(to) = y1.
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Ejemplo 2.1.4 Consideremos la ecuacion diferencial lineal de sequndo orden :
" —z=e" (2.14)
Veamos que z1(t) = senh(t),z2(t) = €' son base de soluciones del problema homogéneo

' —z=0 (2.15)

1. z1(t) = senh(t) es solucidn de (2.14). En efecto,
(senh(t))" — senh(t) = senh(t) — senh(t) = 0 Vt.

2. x4(t) = €' es solucién de (2.14). En efecto,
()" — et =" — et =0 Vt.

3. z1(t) = senh(t),z2(t) = €' son linealmente independientes. En efecto,

senh(t) €

W (z1,22)(t) = cosh(t) &

= e'(senh(t) — cosh(t)) = e'(—e™*) = —1 #£ 0 Vt.

Veamos que x,(t) = Le? es solucién particular. En efecto,

3
(leZt)II _ leZt — éeZt _ leZt — eZt
3 .

3 3 3

Luego, una solucidn general de (2.15) seria la expresidn:
1
z(t) = §e2t + ci1senh(t) + cqet

Notemos que esta no es la unica.

Se puede demostrar que los conjuntos {e*, e} y {cosh(t),e™*} también son base de soluciones
del problema homogégeo.

Lo importante, es que si bien todas las soluciones generales de una ecuacion lineal de sequndo
orden son equivalentes, se tiene que hay diferentes formas de representarlas.

2.2 E.D. de Segundo Orden Lineales con Coeficientes
Constantes

Hasta ahora, hemos estudiado las ecuaciones diferenciales de segundo orden en forma ab-
stracta, sin especificar como obtener soluciones particulares y homogéneas.

En esta seccidon estudiaremos mas detalladamente un caso particular de ecuaciones difer-
enciales lineales de segundo orden. Para estas ecuaciones, estudiaremos como obtener las
soluciones del problema homogeneo asociado, asi como una forma de obtener una solucién
particular.
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Definicion 2.7 Una FEcuacion Diferencial Lineal de Segundo Orden a Coeficientes Con-
stantes es una expresion de la forma :

z"(t) + az'(t) + bz(t) = f(t) (2.16)

Donde a,b son constantes en €, y f(t) es una funcidn continua en Z.

Adoptaremos en esta seccion la siguiente notacion:

D'z = =z
Dz = 2
D2 r = :B”

En que D corresponde al operador que a una funcién le asigna su funcién derivada.

Utilizando esta notacién, podemos escribir la ecuacién 2.16 como :

D%z + Dax + bz = (D2 + Da+bjz=f (2.17)

Asociamos al operador diferencial (D2 + Da+b) el polinomio cuadratico P(A) = A2 +al+b.

Por el Teorema Fundamental del Algebra, si A1, A; son las raices P(A), sabemos que :
PO) = (A= M)A = Xa)

Lo que no resulta tan evidente es que los polinomios de operadores también heredan esta
propiedad.

Propiedad 2.2.1 El operador diferencial D* +aD + b se puede escribir como (D — A1 )(D —

Az), donde A1, Ay son las raices del Polinomio cuadrdtico asociado al operador diferencial.

Demostraciéon propiedad 2.2.1

(D—X)(D—=X)z = (
= (D —=X\)[z' — Aaz]
[

= :B” — )\2€BI — )\1€BI + )\1)\2€B
= :B” — ()\1 + )\2)€BI + )\1)\2€B
= (D2 +aD + b)z
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2.2.1 Meétodo de las Integraciones Sucesivas

Volvemos a considerar la ecuacion diferencial 2.16, esta vez escrita de la forma

(D = M)(D — Ma)e = f(t) (2.18)

Resoluciéon

Para resolver (4.14) resolvemos las dos siguientes ecuaciones lineales diferenciales de primer
orden :

(D = M)y(t) = £(t) (2.19)
(D~ Aa)e(t) = () (2.20)

Observemos que (4.17) es equivalente a la ecuacién lineal de primer orden :

y'(t) — Auy(t) = f(¢)

Utilizando los métodos vistos en el capi’tulo 1, es facil verificar que :

y(t) = eM’ </ e M f()dt + cl>

La ecuacién (4.18), luego, es equivalente a :

() — Aa(t) = et < [ rat + c1>

Como esta también corresponde a una ecuacion lineal de primer orden, sabemos que :

z(t) = eret </ [e_k"“t <e>‘1t/e_>‘1tf(t)dt + cl>] dt + c2>

_ e)\2t/ |:e(>\1—>\2)t </ e—>\1tf(t)dt>:| —|—Cle>\2t/e(>\1_>\2)tdt—|—C2e>\2t

Hay dos casos posibles :

1. Si A; # A, tenemos que :

_ € ] -~
016>‘2t / Qi) gy 016>‘2t = Mt — Cle>‘1t

€
(Ar—A2) (A=)
Luego,

w(t) _ ekzt/ |:e(>\1—>\2)t </ 6_>\1tf(t)dt>:| T cleklt 4 C26>\2t.
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2. Si A\; = A, tenemos que :
clexzt/e(xl_x"“)tdt = clexzt/dt = c,e™'t.

Luego,

CB(t) _ eAzt/ |:e(>\1—>\2)t </ e_Altf(t)dt>:| T Cltekzt T c2e>‘2t.

Teorema 2.8 La base del conjunto de soluciones asociada a la ecuacion

z'(t) +az'(t) +bz =0 (2.21)

Es {eMt Mt} s )\} £ Xy, y es {eMt te} si A\ = )y, donde A1,y son las raices del
polinomio caracteristico asociado.

Demostracién

1. Primero consideramos el caso en que A; # A,.

Si \; es raiz del polinomio caracteristico asociado a (2.21) se tiene que :

(ekit)" + a(em)' + b(exit) =(\) et + a); et + betit = ekit(()\i)2 +aX+b)=0

A

Luego, e es solucién.

Por otro lado,

A1t At

€ €
)\16>\1t )\2e>\2t

W($1,€B2)(t) == ‘ == ()\2 — )\1)6(>\1+>\2)t 7£ 0 Vt € R

Luego {e*1t,e*2t} son Li. y base.

2. Consideramos el caso en que A\; = Ay = A.

A

De lo anterior es claro que e’ es solucién.

Por otro lado, tenemos que :
(text)" + a(tekt)' + b(text) = text()\2 +aX+0b)+ e>‘t(2)\ +a) = e>‘t(2)\ +a)
Pero, como sabemos que 2\ = —a, tenemos que :

e>‘t(2)\ +a)=0= te* es solucién.
Por tlimo :

e>\t tekt

W(w17w2)(t) = et )\tekt—l— et

=M LOVEER

Luego, {e*t,te’} es base.
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Observacién 2.2.1 Del Teorema anterior observamos que la solucion de (2.16) dada por
el método de las integraciones sucesivas es una solucion general.

Ejemplo 2.2.1 Encontremos las soluciones generales de :

1. 2"+ 52" — 6z =0

2. 2" —2¢'+2=0

1. 2" +52' — 6z =0 <= (D*+5D —6)z=0=P(A) =N +51-6=(A+6)(A—1)
Luego, la solucién general es z(t) = c1e™® + cyet.

22" —2'+e=0+= (D’ -2D+ )z == P(A) =X -2 +1=(A-1)(A - 1)

Luego, la solucidn general es z(t) = ci1e* + cote.

Observacién 2.2.2 Si a,b son reales, tenemos que si A = a + i3 es raiz compleja, X =
a—1i3 también lo es. Veamos que a partir de las soluciones complejas {e*+Pt, =P} podemos
construir dos soluciones reales que sean linealmente independientes.

Efectivamente, como e**P* es solucidn, L(e*1P') = 0. Luego,

L(e*TP) = L(e™(cos(Bt) + isen(Bt))) = L(e*cos(Bt)) + iL(esen(Bt)) =0

Iqualando parte real e 1maginaria, obtenemos
L(e*cos(Bt)) =0 L(e*sen(Bt)) =0

Luego, {e**cos(0t), e sen(Bt)} son soluciones.

Por otro lado,
W (e**cos(Bt), e**sen(Bt))(t) = Be*™ £ 0

luego, son linealmente independientes.

Ejemplo 2.2.2 Ejemplo del péndulo.

2.2.2 Meétodo de los Coeficientes Indeterminados

2.2.3 Meétodo de Variacion de Parametros

Consideramos una ecuacién diferencial de la forma :

2 () + a(t)'(t) + b(t)e(t) = F(1) (2.22)
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Donde f(t),a(t),b(t) son continuas, y a(t),b(t) no son necesariamente constantes.

Sean z(t),zt) soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea

z"(t) 4 a(t)z'(t) + b(t)z(¢) =0 (2.23)
asociada a (4.19)

En esta seccion estudiaremos un método que nos permitird obtener soluciones particulares
para ecuaciones lineales de segundo orden a partir de z;(t), z(t).

El método que estudiaremos es muy robusto, en el sentido de que a partir de un conjunto
li. @1(t),za(t) de soluciones homogéneas, e independiente de la forma de a(t), b(t) siempre
proporcionara una solucién particular.

Lamentablemente, solo sabemos determinar soluciones para (4.20) en el caso de que a(t), b(¢)
sean constantes. Esto constituye una serie limitante para la resolucién de (4.19) utilizando
este método.

El método que estudiaremos se llama Método de Variacion de Parametros, y consiste en
construir una solucién particular de (4.19) que tiene la forma :

zp(t) = ui(t)e1(t) + ua(t)za(t) (2.24)
Resolucién

Suponemos que existe una solucién particular de la forma (4.21), y buscamos condiciones
que nos permitan determinar u;(t),us(t).

Derivando z,(t) en (4.21), obtenemos :
wh(t) = W (s (t) + b ()aa(t) + s ()2 (1) + us(t)ah(2)
Tmponiendo w/(¢)z1(t) + uh()zs(t) = 0, obtenemos : a'(t) = us(£)z(t) + ua(t)ah(t)
Luego, derivando nuevamente obtenemos
Z2(t) = ul (£)4(1) + uh(t)h(t) + ua(t)a(t) + ua(t)el(t)
Remplazando en (4.19),

f(t) = z,(t) + a(t)z,(t) + b(t)zy(t)
= w1 (t)(}(t) + a(t)z
)

Notamos que por ser z;(t), z2(t) soluciones del problema homogéneo :
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~~

—
o~

S
I

uy ()21 (t) + w5 (8)z5(t)

Para que uy(t)z1(f) + ua(t)z2(t) sea solucién particular de (4.19), u1(t), u2(t) deberdn satis-
facer las dos condiciones impuestas :

uy (H)za(t) + ua(t) a(t) = 0
ur(t)a(t) + us(t)as(t) = f(2)

Es decir,

[ zigg z'zg; ] [ Zigg ] - [ fﬂ(i) ] (2.25)

Luego,

Ry
0= W00

L af
)= | e, ) 0)

dt + k;

dt + k,

Como buscamos soluciones particulares, suponemos k; = ky = 0. Finalmente, remplazando
en (4.21), obtenemos :
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2p(t) = (1) § 2l dt + (1) f IS

Ejemplo 2.2.3 Encontremos la solucién general de la ecuacion diferencial :

" +z = tan(t)

Notamos que esta ecuacion es de coeficientes constantes, pero que el método de los coeficientes
indeterminados no sirve para encontrar una solucion particular.

Consideramos primero la ecuacion homogénea :
' (t)+z(t)=0= PA) =X +1=(A—13)(A+3)

Luego la base de H(L) es {cos(t), sen(t)}.

El método de variacion de pardametros nos dice que existe una solucion particular de la forma:

zp(t) = u1(t)cos(t) + ua(t)sen(t)

Donde ity [ —sen(®tan(®), () [ sOran(®)
W(z1,22) (1) W(z1,22) (1)
Como :
W (cos, sen)(t) = ‘ cos(t) — sen(t) ‘ — cos?(t) + sen?(t) = 1

—sen(t) cos(t)

Resolviendo, obtenemos :

ui(t) = /—sen(t)tan(t)dt: —/ S:ZZ((:))dt - /%dt = —In(|sec(t) + tan(t)|) + sen(t)
us(t) = /sen(t)dt = —cos(t)

Luego la solucion general es :

zy(t) = cicos(t) + casen(t) — In(|sec(t) 4 tan(t)|) + sen(t)cos(t) — sen(t)cos(t)
= c¢ycos(t) + casen(t) — In(|sec(t) + tan(t)|)

Ejemplo 2.2.4 Consideremos la ecuacion :

z"(t) 4 a(t)z'(t) + b(t)z(¢) =0 (2.26)

Supongamos que z1(t) es una solucion no trivial de (4.23).
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Encontremos una seqgunda solucidn, linealmente independiente de z1(t) de la forma z,(t) =
v(t)zy(t).
Soluciéon

Sea z(t) = v(t)z1(t). Tenemos que :

z(t) = v(t)z(t)
'(t) = v'(t)z.(t) +v(t)zi(t)
2'(t) = v(t)z(t) +v(t)2)(t) + v (t)zy(¢) + v (t)zy (¢)

Luego, sustituyendo en en (4.23) :

0 = 2"(t) +a(t)z'(t) + b(t)2(?)
= v(t)(21(t) + a(t)z ( ) + b(t)z1(2)) + v'() (221 (F) + a(t)21(¢)) + 0" (2)z1(¢)
= V(1) (22 (t) +

Luego, v(t) satisface la ecuacion diferencial :

v (t)(22(t) + at)za(t)) _

z1(t)

’U”(t) _I_

Definiendo w(t) = v'(t), observamos que w(t) debe satisfacer la ecuacidn de primer orden :

w'(t) + h(t)w(t) =0

Resolviendo, obtenemos que

w(t) = cle_fh(t)dt = v(t) = /cle_fh(t)dtdt + ¢y

Puesto que nos interesa una solucion particualr cualquiera, imponemos ¢; = 1,co = 0.
Entonces,

(2= (t)+a(t)ﬂ?1(t)) 22 (t)

t) _ /e—fh(t)dtdt :/ - = —a® / - = % ()t g4
Pero,
22 (¢) 1®
e_f % _ 2f a:i(t) dt = ¢~ 2n(z(8)) _ 21
1 ()

Luego,



34 CAPITULO 2. ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

e—fa(t)dtd e—fa(t)dtd
t)= | ————dt t) = t ——dt
v(t) / 22(2) — () Ccl()/ 23(t)
Ejemplo 2.2.5 Resolvamos la ecuacion
tz’ + (1 —2t)2'(t) + (¢t — 1)z(¢) = te* (2.27)

Primero, resolvamos la ecuacion homogenea.

Es fdcil ver que z1(t) = €' resuelve la homogénea. Efectivamente,

te) +(1—2t)(e") +(t—1)(e) =€t +1—-2t+t—1)=0

Para encontrar una sequnda solucion, que sea linealmente independiente a z1(t), procedemos
como en el ejemplo anerior. Escribimos (4.24) de forma estandard :

1- 2t
wll_l_( t )wl(t)‘l‘

Luego,

~[is2ta — [ tdt+ [ 2dt 2t
zy(t) = et/ S P et/e—dt = et/ te—dt = e'ln(t)
e

eZt

Dado que tenemos resuelto el problema homogeneo, podemos usar el método de variacion de
pardmetros para resolver (4.24).

Se tiene que

Wm0 =| & o e | =5
Luego, definiendo :
u(t) = %Ch /%dt - —/ln(t)tdt - —%ln(t) +tZ
_ z1(t)f(t) e'e't P
us(t) = Wc{t [ = [udt=7

Obtenemos la solucion general :

2

t
cret + caefln(t) + ui(t)e’ + ua(t)efln(t) = cre’ + caelln(t) + Zet
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2.2.4 La Ecuacién de Euler

Definicion 2.8 La Ecuacién de Fuler de sequndo orden es una expresion de la forma :
22" (t) + atz'(t) + bz (t) = f(t) (2.28)

Donde a,b son constantes.

Resoluciéon

Para resolver la Ecuacién de Euler hacemos el cambio de variable ¢ = e®, y definimos v(s) =
z(e®). De este modo :

v(s) = e’
'(e*)e® = z'(e®) = v'(s)e™*
Il(es)eZs _I_ w'(es)es E— w"(es) — 6_23(1)”(3) _ ’UI(S))

»
|
8

T
T

Si z(t) satisface (??), necesariamente v(t) deberd satisfacer :

v"(s) + (a — 1)v(s) + bu(s) = f(e*) (2.29)

Para resolver (4.25), basta resolver (4.26), y aplicar la transformada z(t) = v(In(t)), para
obtener una solucién.

Ejemplo 2.2.6 Resolvamos la ecuacion diferencial :

t2z"(t) — 2tz'(t) + 2z(t) = t?e* (2.30)

Consideramos primero el problema homogéneo.

Mediante el cambio de variables v(s) = z(e®) obtenemos la expresion :

v"(s) + —3v(s) +2v(s) =0 (2.31)

PO =X-324+2=(A-2)(A—-1).
Luego H(L) es generado por las funciones {e**,e*}.

Notamos que como vy(s) = €2*, y vi(s) = e son soluciones de (4.28), entonces z,(t) =
et =42y z,(t) = (V) =t son soluciones del problema homogéneo asociado a (4.27).

Consideramos, ahora, el problema no homogeneo.
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W(t,t*)(t) = Yy =t
Luego, definiendo :
_ [ —=)fF) e s
w®) = [ o= /Tdt_—/t dt
z1(t)f(t) tte™t o, L,
ua(t) Wc{t / T /t e tdt

Obtenemos la solucion general

z(t) = crt + cot® + us(B)t + ug(t)t? = eyt + cot’ — t/t3e_tdt + 2 /t2e_tdt



Capitulo 3

Formas Normales y Teoremas de
Comparacion

3.1 Definicion de Una Solucién Oscilatoria
En este capi’tulo consideraremos ecuaciones del tipo :

" +q(t)z =0 (3.1)

en el intervalo [1, 00).
Definicién 3.1 Llamaremos cero de una funcién f a todo punto to tal que f(to) = 0.

Definicién 3.2 Una solucion z(t) de (3.1) se dice solucion oscilatoria si tiene infinitos
ceros, y el conjunto de ceros es no acotado.

Definiciéon 3.3 Sean to y t; ceros de z(t), diremos que t; es el sucesor de to st Vt € (to,t1)
se tiene que z(t) # 0.
Ademds si t; es sucesor de ty diremos que son ceros sucesivos.

Ejemplo 3.1.1 Notemos que " + & = 0 tiene como solucidn a la funcion z(t) = sen(t).
FEsta solucidon es claramente oscilatoria, pues su conjunto de ceros es {km}ren el cual es
infinito, y no acotado (es decir, no existen a,b constantes en los reales tal que kn € [a,b] Vk).

37
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3.2 Caracterizacion de los ceros de una E.D. Lineal

Consideremos la ecuacién :

" +a(t)e +b(t)z =0 (3.2)

con a(t),b(t) continuas en un intervalo Z. Nos interesa entender el comportamiento de los
ceros de una solucién no-trivial (no-nula) de (3.2) en términos de las propiedades de los
coeficientes a(t) y b(t).

Definicién 3.4 Sea to un cero de la funcion z(t). Diremos que to es aislado si existe § > 0

tal que YVt € Jto — 6,t0 + 6[\{to} = =(¢) # 0.

Teorema 3.1 Sea z(t) una solucidn no trivial de (3.2). Se tiene que todos los ceros de z
son aislados.

Demostracion 3.1 Supongamos lo contrario, es decir, que existe to un cero no aislado de
una solucion z(t) de (?7). Entonces, se tiene que

Ve >0,3a € Jto—c,to+ ¢ tal que z(a) =0

Eligamos una sucesion

th<ta<...<tp<... talque z(t;)=0V: ytal que li_)m t, = to
Por el Teorema del Valor Medio ( ¢ Teorema de Rolle)

Vn s, € Jtnytny1|  tal que 2'(s,) =0

Como s, — to, y &'(t) es continua se tiene que z'(s,) — z'(t0) = z'(to) = 0.
Luego, hemos encontrado una solucién z(t) de (3.2), tal que z(to) = 0, y z'(to) = 0. Sin
embargo, la solucidn trivial &(t) = 0 (es decir, Z(t) constante e igual a cero) también es
solucion de (3.2) con las mismas condiciones iniciales, luego por el Teorema de Ezistencia y
Unicidad, que nos asegura que solo existe una solucion de la ecuacion diferencial que cumpla

con las condiciones z(tg) = 0 z'(to) = 0, se tiene que z(t) debe ser la solucion trivial, es
decir, z(t) = 2(t) = 0 lo cual contradice las hipdtesis del teorema.

Antes de seguir con el estudio de los ceros de la ecuacién (3.1), veamos una propiedad til
de las soluciones oscilatorias.

Propiedad 3.2.1 Sea z(t) una solucion oscilatoria de (3.1), entonces se tiene que:
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1. Todos los ceros de z(t) tienen un sucesor (ver definicion 3.3).

2. La familia de los ceros no tiene puntos de acumulacion.

Demostraciéon 3.2 1. Sea tg un cero de z(t). Por hipdtesis, la solucidn es oscilatoria
entonces tiene infinitos ceros y la familia de ceros es no acotada. Por lo tanto, stempre
puedo encontrar un cero a la derecha de tq. De lo anterior, se tiene que la unica
posibilidad de que to no tenga sucesor en la familia de los ceros es que

Ve >0 31t¢€ (to—e,to+¢) tal que (i) =0

Es decir, to es un punto de acumulacion en la familia de los ceros. Por lo tanto, basta
probar el préozimo resultado.

2. Del teorema 3.1 se tiene que los ceros son aislados. Luego si existe un to punto de
. . ./ . .
acumulacion en el conjunto de los ceros de z(t) tendriamos una contradiccion con el
teorema.

Teorema 3.2 (Teorema de los Ceros Alternados)

Sean ©1(t), z2(t) dos soluciones linealmente independientes de (3.2), entonces se tiene :

1. Los ceros de 1 y 5 nunca coinciden

4
2. Entre dos ceros de x1, existe exactamente un cero de x5, y reciprocamente entre dos
ceros de x5, existe un cero de .

Demostracién 3.3

1. Sea W(z1,z2)(t) el wronksiano de z1 y z2. W(z1,22)(t) = z2(t)z)(t) — 2| (¢)z2(t). St
to fuese un cero comun de z; y x entonces tendriamos que W(xz1,22)(to) = 0 = 24
y &y son l.d. (Contradiccion).

2. Observemos que st z1(a) = 0 = z/(a) # 0
En efecto, si z1(a) = 0 y z1(a) = 0, aplicando el Teorema de Ezistencia y Unicidad,
se tiene que z1(t) = 0.

Tomemos ahora a,b € R ceros consecutivos de ;. Sin pérdidad de generalidad, pode-
mos suponer que z1(t) >0 Vt € (a,b). Luego, se cumple que zi(a) > 0 y z1(b) < 0.
Supongamos que z2(t) no se anula en ningun punto de (a,b), y ademds que z5(t) > 0

en (a,b)

= W(z1,25)(a) = z1(a)zy(a) — 21 (a)zs(a) = —z3(a)za(a) < 0
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Andlogamente

Wz, z2)(b) = —2}(b)z2(b) > 0

Como W(z1,z2)(t) es continuo en [a,b] concluimos que existe un ¢ € (a,b) tal que
W(z1,23)(c) =0 = z1 y 2 son l.d. lo que contradice las hipotésis del teorema.

Ejemplo 3.2.1 Notemos que z1(t) = sen(t) y z2(t) = cos(t) son dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacion " + ¢ = 0. (HACER DIBUJO). Es fdcil ver del dibujo que

los ceros nunca coinciden, y que van alternando.

Teorema 3.3 Consideremos la ecuacion =" + Q(t)x = 0 con Q(t) continuo en T.
Si Q(t) < 0 en Z, entonces = tiene a lo mds un cero en T.

Demostracion 3.4 Razonemos por contradiccion, es decir, supongamos que existen dos
ceros a,b sucesivos de ¢ en I. Podemos suponer ademds que z(t) > 0 en (a,b).
Por lo visto en el teorema anterior : z'(a) > 0 y 2'(b) < 0. Por otro lado se tiene que

"= —-Q(t)z >0 en (a,b) = z' es creciente en (a,b) = z'(a) < z'(b)

Lo cual es claramente una contradiccién.

Teorema 3.4 Supongamos que z(t) # 0 satisface
"+ Qt)z=0 Vte[l,o0) conQ(t) >0 en[l,00)

Si [° Q(t)dt = 400 entonces z(t) posee infinitos ceros en [1,00).

Ejemplo 3.2.2 Veamos que la condicion [° Q(t)dt = + oo es importante

Esta ecuacidn cumple con que Q(t) > 0 Vt > 1. Sin embargo, su solucidn : z(t) = t-%l’ es

claramente no oscilatoria.
Con esto queda claro que no basta con que Q(t) sea positivo para asegurar la ezistencia de
soluctones oscilatorias.

Demostracién 3.5 Definamos w(t) = ==. Se tiene que

ol 12 =/
w’(t):LZw@w': ® +w? = w' = Q(t) + v’
L L

(3.3)
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Supongamos que existe r > 0 tal que z(t) no se anula en [r,00) y z(t) > 0 en [r,00). De
(3.3) se tiene que

[ wdu= [ Quidu+ [(w(wdu = w(t)=w(r) + [ Qu)du+ [ w?w)d(u)

t t
pero tli}m/ Qu)du =0 y /wZ(u)duZO

Es decir, existe algun to tal que

—z'()
z(t)

Por otro lado, analicemos el comportamiento de z(t)

w(t) >0Vt > tg =

>0= —2'(t) >0=2'(¢t) <0 V>t

' =—-Q(t)z <0 en[r,o0) = z(t) es cdncavo Vt > to = z(t) < z(to) + z'(to)(t — to)
Como z'(tg) < 0, para t suficientemente grande se tendrd z(t) < 0. Pero habiamos supesto

que z(t) > 0. Con lo cual llegamos a una contradiccion.(La demostracion es andloga si se
supone z(t) < 0 en [r,00))

3.3 Teorema de Compacion de Sturm

Teorema 3.5 Sean Q(t) y R(t) continuas en T tales que Q(t) < R(t) en I.
Sean z(t),y(t) soluciones de :

1. 2"(t) + Q(t)e(t) = 0

2. 4 (1) + R()y(t) = 0
entonces entre dos ceros de z(t) debe haber al menos un cero de y(t). Es decir

z(a) =0=2(b) = dc€ (a,b) tal que y(c) =0

Demostracion 3.6 Razonemos por contradiccion. Antes de empezar la demostracion, note-
mos que el teorema no especifica si los ceros son sucesivos, luego basta tomar este caso par-
ticular y llegar a una contradiccion.

Supongamos que a y b son ceros consecutivos de z(t) y que no hay ceros de y(t) en (a,b).
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Podemos suponer ademds que z(t) > 0 en (a,b) y también que y(t) > 0 en (a,bd).
), entonces

)
Definamos w(t) = =(t)y'(¢) — ='(¢t)y(¢
w'(t) = ')y () +z(t)y"(t) — (=" (O)y(t) + 2'(1)y'(t) = =(t)y"(t) — 2" (t)y(t)
—z(t)R(t)y(t) + =(t)Q(t)y(t) = =(t)y(¢)(Q(¢) — R(t)) <0

pues z(t)y(t) > 0, Q(t) — R(t) <0 en (a,b)
= w(t) es estrictamente decreciente en (a,b) = w(b) < w(a)

pero w(b) = —z'(b)y(b) > 0 yw(a) = —z'(a)y(a) < 0 = w(a) < w(b)

Con lo cual llegamos a una contradiccion

Ejemplo 3.3.1 Analicemos la ecuacion

() + Q(t)a(t) = 0 (3.4)

Si suponemos que Q(t) > k* k > 0, entonces la distancia entre ceros consecutivos de la

solucion z(t) es a lo mds T

En efecto, sea a cualquier cero de x. Debemos probar que existe ¢ € (a,a+7) tal que z(c) =0
Comparemos las soluciones de (3.4) con las soluciones de la ecuacion

y"(t) + ky(t) = 0
Notemos que una solucion de la ecuacion anterior es y(t) = sen(k(z—a))(HACER DIBUJO,

MARCOS) que tiene ceros en a y en a+7, luego usando el Teorema de comparacion de Sturm
y recordando que Q(t) > k*, se tiene que z(t) debe tener un cero en algin ¢ € (a,a+ 7).

3.4 Formas Normales

Queremos establecer conclusiones para el problema mas general :
"+ P(t)z'+ Q(t)z =10 (3.5)
con P(t) diferenciable.

Definicién 3.5 La Forma Normal de la ecuacion (3.5) es una ecuacion equivalente expre-
sada como

u' +q(z)u=0 (3.6)

Observacion 3.4.1 La forma normal es equivalente a la ecuacion (3.5), en el sentido de
que puedo obtener z(t) desde u(t) a traves de algin tipo de transformacion. Este proceso se
estudiard a continuacion.
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Es natural preguntarse si siempre existe la forma normal de una ecuacién del tipo (3.5). A
continuacién veremos como se construye esta ecuacién equivalente. Supongamos que z(t)
puede escribirse como z(t) = v(t)u(t)
— z'(t) = ' (H)u(t) + v(t)u'(t) = 2"(t) = v"(t)u(t) + o' (t)u'(t) + ' (t)v'(2) + u(t)v"(¢)
De donde obtenemos
"+ P(t)z' + Q(t)z = vu" + (20" + P(t)v)u' + (v + P(t)v' + Q(¢)v)u =0

P@)v

5 =0 obteniendo

Vamos a imponer que 2v' 4+ P(t)v = 0 <= v' +
’U( )_e 2fP(tdtO
A su vez, la ecuacién para u(t) queda :

W(t) + g(t)u(t) = 0
donde ¢(t) queda definido de la siguiente manera :
" !
V(1) + P (0) + Q(0)o(t) L L

" ZQ(t)—Z

q(t) =

Ejemplo 3.4.1 La ecuacién lineal de sequndo orden :
22" +ta' 4 (t2 — p2)w =0 t>0 (3.7)

es conocida como la Ecuacion de Bessel . Aunque resolver esta ecuacién no resulta nada
sencillo, veamos que al llevarla a su forma normal y usando los teoremas de Sturm, podemos
estudiar el comportamiento de sus soluciones.

Primero reescribamos (3.7) como

1 p?
" 1 _ v — 0
'+ = T '+ ( t2)
Para llevarla a su forma normal, impongamos que z(t) = v(t)u(t) con v(t) = e~3J dt, como
lo vimos en el desarrollo anterior. Luego, se tiene que v(t) = e_%l"t —t3
1 3 1 1
— 2(t) =t u(t) = 2/(t) = —§t%u+t—%u' — 2"(t) = Zt—3u+—§t—%u'+—§t—%u'+t—%u”
1 2 3 1
— 2"+ a4 (1~ Zt)—Z)w = 5" 4 u'(0) + u(zt_% - §t‘% F (- pA)t ) =0
3 1
— u// _I_ (_t—Z _ _t—2 _I_ (tZ _pZ)t—Z)u — 0
4 2
14+1 - p?
— u" + ‘tl72u =0 (3.8)

Como tenemos la ecuacion de Bessel en su forma normal, analicemos el comportamiento de
las soluciones u(t), para luego interpretar los resultados en la solucidon original z(t).
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1. Probemos que para todo p la solucidon u(t) es oscilatoria. Para esto debemos probar dos
cosas:

(a) Debemos mostrar que Q(t) > 0 (ver teorema 3.4). En este caso basta ver que

Q(t)=1+ 1;33’2 > 0 sit es suficientemente grande. En efecto

1 —4p?

1 1
e >0<:>p2—1<t2<:> p? — = <t

1
+ 4

Observemos que si p* —% <0 = 1—4p? > 0 luego, la condicidon se cumple para
todo t.

(b) Debemos probar que [ Q(t)dt = +o0, con to tal que Q(t) > 0 Vt > to. Pero esta
condicion se satisface facilmente, pues [>° 1dt = +oo.

Como hemos probado ambas condiciones, se tiene que la ecuacion (3.8) es oscilatoria.

2. Probemos que la distancia entre los ceros sucesivos de una solucion de la ecuacion (3.8)
tiende a .
Es decir, S10 < t; <ty < tz3 < t4 < ... son ceros sucesivos, entonces lim, e (tn —
tn—l) =T.
Para probar este resultado usaremos el Terorema de comparacion de Sturm, para lo
cual necesitamos comparar la ecuacion (3.8) con otra adecuada.
Primero notemos que

1 —4p?
4¢2

1—4p* _

t)y—1| =11
(1)~ 1 =1+ .

1] <

an

Es fdcil ver que lim,,_ ., a, = 0. Ademds
Q) — 1| <an<=1—-a, <Q(t) <an+1 en[th_1,tnt1]

Por dltimo comparemos la ecuacidn (3.8) con

v"(t) + (1 + a,)v(t) =0
Notemos que una solucion de la ecuacion anterior es v(t) = seny/1+ an(t — tnh_1).
Aplicando el Teorema de Sturm, se tiene que debe haber al menos un cero de v(t) entre
tn—l Y tn.

vy
= —— <1l —ln1

Vv1+a,

Por qltimo, comparamos la ecuacion (3.8) con

w'(t) + (1 —ap)w(t) =0
Con lo cual obtenemos que t, —t, 1 < \/1’:—% Teniendo ambas cotas para (t, — t,_1)
se concluye que la distancia entre los ceros tiende a 7.
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Después de haber analizado la ecuacion (3.8) nos interesa saber si los comportamientos de
u(t) se heredardn a z(t). En efecto, como z(t) = t_%u(t) se tiene que los propiedades
oscilatorias de u(t) se traspasan a z(t).
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Capitulo 4

Ecuaciones Lineales de Orden n

4.1 Introduccién

Definicion 4.1 Una ecuacion diferencial lineal de orden n es una expresion de la forma:
™(t) + ar ()" (t) + aa(B)z" () + ...+ an_ 1 (B)2(t) + an(t)z(t) = f(2) (4.1)

donde a,b, f son funciones continuas en algin intervalo T C R.

Observacién 4.1.1 Si z(t) es solucion de (4.1), se tiene que z(t) € C*(I).

Demostraciéon

Dado que z(¢) es solucién de (4.1), se tiene que es n-1 veces derivable. Esto implica que
z(t) € C(Z). Por otro lado, despejando, observamos que

" = —ay; ()" —ay(t)z" — ... — a1 (B)2 — an(t)z + f(2)
Como z"(t) es suma, y multiplicacién de funciones continuas, se tiene que z"(t) es continua.
Luego z(t) € C*(I).

Observacién 4.1.2 Asociada a la ecuacion (4.1), podemos definir el operador

L:CMI) — C(IT)
z(t) — L(z)=2z"(t)+ ...+ a.(t)z(t)
Se tiene que L es un operador lineal, en el sentido que Vo, € R L(az;+Pzs) = al(zr)+

BL(z2). Tendremos que z(t) es solucion de (4.1) ssi L(z) = f. Por esto decimos que (4.1)
es una ecuacion lineal.

47
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Observacion 4.1.3 Aunque nuestro propdsito es encontrar soluciones reales, es conve-
niente para efectos de cdlculo considerar esta teoria en los nimeros complejos. Es decir,
suponemos que las funciones a,b, f estan definidas en I sobre €, y buscamos una solucion
z:71—C.

Observaciéon 4.1.4 Sean a(t),b(t) funciones reales, y z(t) una solucidn compleja de
z"(t) + al(t)wn_l(t) + aZ(t)wn_Z(t) + vt an_1(B)2' () + an(t)z(t) (4.2)
Si z(t) lo podemos escribir como z(t) = z1(t) + izs(t), donde z1,z2 son funciones reales,

entonces x1,z2 son soluciones de (4.2)

Demostracion Observacion 4.1.4
Definiendo £ como en la observacién (4.1.2), tendremos que z1,z» son soluciones de (4.2),

si L(z1) = L(z2) = 0. Pero,
L(z) = L(z1 +1z2) = L(z1) + 1L(2)

Como ©1(t),z2(t),a(t),b(t) son reales, tenemos que L(z1), L(z3) son reales. Ademads, como
z(t) es solucién, tenemos

L(z)=0= L(z1)+iL(z2) =0
Por dltimo, igualando parte real e imaginaria a cero, obtenemos

L(z1) =L(z2)=0 O

Definicion 4.2 Una ecuacion diferencial lineal de orden n homogénea es una expresion de
la forma :

z"(t) + al(t)wn_l(t) + aZ(t)wn_2(t) 4.t an1(B)E'(8) + an(t)z(t) = 0 (4.3)
Observacion 4.1.5 Toda ecuacion lineal de orden n
™(t) + ar(B)z" 1 (t) + ax ()2 73(E) + .o+ a1 ()2 (2) + an(t)z(t) = f(2)

tiene asociada una ecuacion homogenea.

Definicion 4.3 Dada una ecuacion diferencial lineal de orden n
z(t) + a1 ()2 M (t) + az(t)z" 2 (t) + ..+ an1 ()2 (E) + an(t)z(t) = f(2) (4.4)

Si L es el operador diferencial asociado a (4.4), llamamos H(L) al conjunto de soluciones
de su ecuacion homogénea asociada. Fs decir,

H(L) = { o(t) | £(z) = 0} = Ker(L)
Andlogamente, llamaremos J (L) al conjunto de soluciones de (??lin22). Es decir,

J(L)={=(t) | L(z) = f} =LT(f) (1)
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Teorema 4.1 Consideramos la ecuacion diferencial
z™(t) + a1 ()" () + ax(B)z"72(E) + .o F an_ 1 ()2’ (8) + an(t)z(t) = F(2) (4.5)
y su ecuacién homogénea asociada,
z™(t) + ar1(t)z" () + ax ()" (E) + .o+ an 1 ()2 (2) + an(t)z(t) = 0 (4.6)

Sean ,(t),z,(t) soluciones de (4.5) (Las llamaremos soluciones particulares), y sea xp(t)
solucion de (4.6) (la llamaremos solucidn homogénea).

1. =, + z es solucidn de (4.5).

2. x, — z, es solucion de (4.6).

Demostracién Teorema 4.1

1. Por linealidad de £ se tiene que
L(zp + zn) = L(zp) + L(z) = f(t) + 0 = L(zp + z1) = f(t)
luego z, + 25 es solucién de (4.5).
9. Sea z(t) = (z, — ,)(t). Por linealidad de £ se tiene que
£(2) = L(ep — 20) = L(zg) — L(zg) = £(2) — £(2) = 0

Luego, z(t) es solucién de (4.6)

Lema 4.1 H(L) es espacio vectorial. Es decir, si z1(t),z2(t) € H(L), se tiene que az,(t)+

Demostracion Lema 4.1 Sean z;(t),z2(t) € H(L). Sean a,8 € €. Veamos que z(t) =
azi(t) + Bza(t) € H(L). En efecto,

L(azi(t) 4+ Baa(t)) = al(z1) + BL(z2) = 0.
Observacién 4.1.6 Del Lema (4.1), y de la observacion (4.1.1), tenemos que H(L) es

subespacio vectortal de C*(I). Recordando que C™(I) es de dimension infinita, la pregunta
natural que sigue, es ;Cudl es la dimension de H(L)?

Teorema 4.2 H(L) es espacio vectorial de dimension n.
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Esto quiere decir que existe una familia de soluciones z1(t),...,z,(t) € H(L), linealmente
independientes, tales que para toda funcién z(t) € H(L), existen ¢;,...,c, € R tales que

z(t) = ciz1(t) + ... cnzalt)

Antes de poder demostrar esto, sera necesario demostrar algunos resultados previos. Es
importante notar, sin embargo, que el grueso de los resultados que veremos provienen de un
teorema muy importante cuya demostracién, por razones pedagégicas omitiremos' Este es
el teorema de Existencia y Unicidad para ecuaciones lineales de segundo orden.

Teorema 4.3 (Existencia y Unicidad)
Consideramos la ecuacion diferencial lineal orden n

z™(t) + a1 (t)z" M (t) + a2(t)z" 2 (t) + ... + an1(B)2'(8) + an(t)z(t) = f(2) (4.7)
Donde f(t),ai(t),...,an(t) € C(I). Dado t, € I, y dados yo,...,yn € R, existe una tunica
solucion z(t) de la ecuacion 4.1 definida en todo el intervalo I, tal que

w(to) = Yo, w'(to) = Y1, ey ;Bn(to) = Yn.

Observacion 4.1.7 Sobre el Teorema de Ezistencia y Unicidad

El Teorema de Ezistencia y Unicidad nos dice que si dos soluciones z(t),y(t) de (4.7), son
tales que z(to) = y(to),z'(to) = y'(t0),...,2™(to) = y"(to), para algin to € I, se tiene que
z(t) = y(t) Vt € Z. Es decir, si z(t),y(t) coinciden en un punto, y sus derivadas tambien
coinciden en el mismo punto, entonces z(t) e y(t) coinciden en todos los puntos de T.

Lema 4.2 Sea z(t) una solucion de (4.8). St existe algin t, € T tal que z(t,) = 0,2'(t,) =
0,...,2"(to) = 0, entonces z(t) =0 Vt € I.

Demostracién Lema (4.2)
Supongamos que existe z € H(L) tal que

CB(to) = 07 CCI(to) = 0, N ccn(to) = 0.
Sabemos que la funcién trivial, z(¢) = 0 es solucién de (4.3). Ademaés es evidente que
Z(to) = 07 zl(to) - 0, PP ,Zn(to) = 0

Como el Teorema de Existencia y Unicidad nos dice que sélo puede haber una solucién de
(4.3) que cumpla con ambas condiciones, sabemos que necesariamente se debe tener que

z(t) =x(t) Vt € Z. Luego z(t) =0Vt I O.

Definicién 4.4 Sean zi,...,z, € H(L), definimos su Wronskiano como la funcion deter-
minante:

wl(t) €B2(t) wn(t)

zi(t)  w5(t) 2, (t)

Los interesados pueden consultar el apéndice.
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Observacién 4.1.8 Notemos que st {@1(t),...,za(t)} € H(L) son linealmente dependi-
entes, entonces se tiene que W(z1,...,2,)(t) =0Vt € Z. En efecto:

Si {z1(t),...,zn(t)} son ld. entonces existen constantes {ci1,...,cn} no todas nulas tales

que c1z1(t) + ...+ caza(t) =0 VteT.

Esto implica que necesariamente clng)(t) it cnzW () =0 VteZ, Vje{l,...,n}. Es
decir,

wll(t) w?(t) w7(t) c1 0
A0 0 0| e | o)
z7(t) x3(t) za(t) 1 L cn 0

My (t)

FEsto implica que Myw (t) es singular (i.e. Ker(Mw(t)) # {0} Vte T ), luego det Mw(t) =
0 VteI. Como W(xiy,...,2,)(t) = det Mw(t)Vt € I, concluimos el resultado.

Teorema 4.4 Sean {z1,...,z,} € H(L). Si existe t, € I tal que W(z1,...,2,)(to) = 0,
entonces estas soluciones son linealmente dependientes.

Demostracién Teorema 4.4

Sean {z1,...,2z,} € H(L), y to € I tales que

wl(t) €B2(t) wn(t)
zy(t) (¢ z, (¢
W(:Bl, .,wn)(to) = ( ) ( ) ( ) = 0
i (t) x5(t) zn(t)
My, (t)

z1(t) z2(t) zn(t) c1 0
#i(t) w4l) o () | e | |0
a(t) o) .. )] le] Lo

Luego

c1zi(to) + ...+ cnzn(to) =0 y clng)(to) +...+ cnwg)(to) =0Vj5edl,...,n}.

Definiendo z(t) = ciz1(t) 4 ... + can(t), observamos que :
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1. z(t) € H(L), pues H(L) es espacio vectorial cerrado.
2. z(te) =0, z'(te)=0 ,..., z(™(t,) =0.
Luego del Lema (4.2) tenemos que z(t) = 0 V¢t € Z. Como encontramos {ci,...,¢c,} no

todas nulas, t.q. c1z1(t) + ... + chzn(t) = 0 V¢t € Z, concluimos que {z1(t),...,z,(t)} son
linealmente dependientes. O

Corolario 4.1 Sean {zi(t),...,z,(t)} € H(L).

1. Si existe t, € T tal que W(zy,...,2,)(to) = 0, entonces W(zq,...,z,)(t) =0 Vt eT.
Luego, {z1(t),...,za(t)} son L d ssi existe t, € I tal que W(wl, ,wn)( 0) =

2. Siexistet, € T tal que W(zy,...,z,)(to) # 0, entonces W(wl, z,)(t)(t) 0Vt e T.
Luego, {®1,...,2,} son Li. ssi existe t, € T tal que W(zy,.. )( 0) # 0.

Teorema 4.5 Ezisten {z1(t),...,z.(t)} € H(L), tales que son linealmente independientes.

Demostraciéon del Teorema 4.5

Del Teorema de Existencia y Unicidad, sabemos que existe z;(¢) solucién de (4.3) tal que

En general, sabemos que existen soluciones de (4.3) {z1(¢),...,za(t)}, tales que

zi(t) =0, (t)=0 ,..., 29 =1 ..., s =0Vje{l,...,n}

z1(to) z2(to) zn(to) 1 0 . 0
Wz, en) (k) = wl(:tﬂ) wZ(StO) z (:to) _ 0 1 . 0 _1
7 (to) z3(to) ... z2(to) 00 ... 1

Como W (z1,...,2,)(to) # 0, sabemos que {z1(t),...,z,(t)} son linealmente independientes.
O.

El dltimo paso en la demostracién que H(L) es un espacio vectorial de dimensién n es el
siguiente.

Teorema 4.6 Sean {z1(t),...,z,(¢t)} € H(L) linealmente independientes. Se tiene que para
cada z(t) existen constantes {ci,...,cn} tales que z(t) = c1z1(t) + ... + cazn(t) VE € T.
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Demostraciéon Teorema 4.6

Como {z(t),...,z,(t)} son Li. en Z, sabemos que para ty cualquiera en Z se tenderd que
W(z1,...,2,)(to) # 0. Como la matriz que define W(zy,...,2,)(to) es de determinante no
nulo?, sabemos que es invertible. Luego, existen constantes {c;,...,c,} € IR, no todas nulas,
tales que :

:Bl(t()) €B2(t0) wn(to) C1 w(to)

ot eltn) . whlto) | [ || <) s

z7(to) z%(to) ... z2(to) Cn w(")(to)

Si consideramos y(t) = c1z1(t) + ...+ chza(t), es claro del Lema (4.1) que y(t) € H(L). Por
otro lado, de (4.8) tenemos

y(to) = z(to),  y'(ts) ='(to), -, ¥V (to) = 2™ (to).

Como el teorema de existencia y unicidad asegura que solo puede existir una funcién con
I
esas caracteristicas, tenemos que necesariamente z =y = c;21(¢) + ... + chza(t) O

Observaciéon 4.1.9 De lo anterior es trivial concluir que la dimensidn de H(L) es n, pues
de (4.5) sabemos que existe una familia l.i. de n funciones en H(L) que genera, mediante
combincacion lineal, a todas las otras soluciones.

Definicién 4.5 Decimos que una solucion general de (4.1) es una expresion de la forma
z(t) = zp(t) + crz1(t) + - . . + cun(t) (4.9)

En que {z1(t),...,z.(t)} es una base cualquiera de H(L), y z,(t) es una funcion cualquiera
de J(L). En general, diremos que z,(t) es una solucién particular de (4.1), y que {c1,...,cn}
son los pardmetros de (4.9).

Teorema 4.7 Sea {z1(t),...,z,(t)} una base cualquiera de H(L), y z,(t) es una funcion
cualquiera de J(L). Se tiene que para toda solucidn z(t) de (4.1), existen constantes
{c1,...,¢cn}, tales que

z(t) = zp(t) + crz1(t) + - . . + cun(t)

Demostraciéon

Sea z(t) una solucién de (4.1). Por ser {z(t),...,z,(¢)} un conjunto linealmente indepen-
diente de soluciones del problema homogéneo, se tiene que W(z1,...,2,)(t) # 0 V¢ € T.
Luego, para {ai,...,a,}, se tiene que existen {c;,...,c,} € R tales que :

2 A esta matriz le llamamos M, anteriormente.
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wll(t) w?(t) . w7(t) c1 o
wl‘(t) w2‘(t) . wn‘(t) 0‘2 _ o§2 deT
e (t) z3(t) ... zl(¢) Cn Qp

Definimos y(t) = z,(t) + c1z1(t) + ... + cazn(t). Es facil ver que y(¢) es solucién de (4.1).

Sea tg € Z, y tomemos
ay = z(to) — p(to)
Qg = wl(t()) — :B;(t())

o, = w(")(to) — wz(,")(to)

Notemos que

y(to) = zp(to) + c121(to) + - - - + cnalto) = zp(to) + z(to) — zp(to) = z(to)
y'(to) = z,(to) + c1zi(to) + ... + cazy(to) = 25 (to) + 2'(to) — (o) = 2'(to)
y(jf(to) = 20(to) + c12P(to) + ... + caz(to) = 210) (to) + 219)(to) — 210)(to) = 219)(¢o)

yM(to) = z{(to) + arel™ (to) + ... + ez (to) = 2{V(to) + 2™ (o) — &M (to) = 2™ (to)

Luego, como y(t), z(t) son soluciones de (4.1). Y como,
z(to) = y(to), '(t) =y'(te) ..., 2™ (to) =y (ko)
se tiene, por Teorema de Existencia y Unicidad, que z(t) = y(¢) Vt € Z. Luego,
z(t) = zp(t) + crza(t) + .. . + cuma(t).

Con lo que concluimos la demostracién del teorema.
Resolucion

De lo anterior se tiene que para determinar una solucién de
z(t) + ar()™ () + a2()x 2 (t) + ...+ anci (B)2'(E) + an(t)z(t) = f(2) (4.10)

z(to) =yo, z'(to) =y1, ..., z"(to) = yn (4.11)

Es necesario seguir los siguientes pasos

1. Encontrar n soluciones {z1(¢),...,%,(t)}, linealmente independientes, de la ecuacién
homogénea.
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2. Encontrar una solucién particular z,(¢).
3. Escribir la solucién general z(t) = @,(¢t) + c1z1(f) + ... + cazn(t)

4. Ajustar las constantes {c;,...,c,} para que la solucién general satisfaga las condiciones

(4.11).

4.2 E.D. de Segundo Orden Lineales con Coeficientes
Constantes

Hasta ahora, hemos estudiado las ecuaciones diferenciales de segundo orden en forma ab-
stracta, sin especificar como obtener soluciones particulares y homogéneas.

En esta seccidon estudiaremos mas detalladamente un caso particular de ecuaciones difer-
enciales lineales de segundo orden. Para estas ecuaciones, estudiaremos como obtener las
soluciones del problema homogeneo asociado, asi como una forma de obtener una solucién
particular.

Definicion 4.6 Una Ecuacion Diferencial Lineal de Orden n a Coeficientes Constantes es
una expresion de la forma :

z"(t) + alwn_l(t) + a2wn_2(t) + oot an12'(t) + anz(t) = f(¢) (4.12)

Donde {a1,...,an,} son constantes en R, y f(t) es una funcidn continua en Z.

Adoptaremos en esta seccion la siguiente notacion:

D'z = =z
Dz = 2
Dz = z(
D'z = z

En que D corresponde al operador que a una funcién le asigna su funcién derivada.

Utilizando esta notacién, podemos escribir la ecuacién 4.12 como :
Dz + D" 'ajz+...4+ Da, 1z + a,z = (D™ + D 'a+ ...+ Da,_; + az)e =f (4.13)

Asociamos al operador diferencial (D™ + D™ 'a + ...+ Da,_; + a,) el polinomio P(\) =
A"+ X la 4 .o+ Aan1 + an).

Por el Teorema Fundamental del Algebra, si A1, Az,..., A, son las raices P()), sabemos que
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PO) = = A)A—=A2) ... (A= An)

Lo que no resulta tan evidente es que los polinomios de operadores también heredan esta
propiedad.

Propiedad 4.2.1 El operador diferencial (D™ + D 'a+...+Da,_1+ a,) se puede escribir
como la composicion de operadores,

(D= M) (D = \g)...(D - \)

donde A1, Ao, ..., A, son las raices del Polinomio asociado al operador diferencial.

La demostracién de esta propiedad es andloga a la demostracién de la propiedad (?7).

4.2.1 Meétodo de las Integraciones Sucesivas

Volvemos a considerar la ecuacion diferencial 4.12, esta vez escrita de la forma

(D —=X)(D—=A3)...(D— )z = f(¢) (4.14)
Resolucién

1. Supongamos que A; # A; si ¢ # 7.

it es solucién V5 € {1,...,n}.

Veamos que e
En efecto,

e*t es solucién ssi

D"(eo‘t) + D"_lal(eo‘t) . Dan_l(eo‘t) + an(eo‘t) =0
<= a"(eo‘t) + a"_lal(eo‘t) + ...+ aan_l(eo‘t) + an(eo‘t) =0
<= eo‘t(an +a" a4+ ...+ aa, 1+ a,) =0
< e*P(a)=0

Por otro lado, es facil ver que {e*?, ..., e*t} es linealmente independiente. En efecto,

W(eM,...,e)(t) =

Luego
8o {eklt eknt}
yeees

es conjunto fundamental del problema homogéneo.
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2. Supongamos ahora que tenemos raices repetidas, digamos
)\1, e ,)\3 s<n

raices distintas. De lo anterior, tenemos que necesitamos n — s soluciones mas para
completar la base. Supongamos que

PO = (A = A)™ (A — Xg)™ .. (A= \,)™

conmy +mgs+ ...+ m,=n.

Podemos escribir (??) como

(D =A™ (D — A)™ ... (D — A\,)™)z = 0

Estos factores conmutan. En efecto, podemos escribir (??) como

(D =A™ ... (D — A\)™](D — \;)™z =0

(sin m;)

De este modo, si z satisface (D — A;)™ z = 0, entonces & es solucién de (?7?).

Consideremos, entonces, la ecuacion
(D—-X)"z=0 (4.15)
con A €€, m > 1.
Propiedad 4.2.2 Las funciones {e,te, ... ,t™ 1M} son soluciones de ({.15).
Demostraciéon
Comprobaremos este resultado por induccién.
(a) Sim =1, claramente se tiene
(D — \)eM = 0.

(b) Supongamos que el resultado es vélido para m, y comprobemos que es cierto para
m + 1. En efecto, basta probar que

(D= X" =0V0<j<m

Pero,
(D = \)™Htier = (D — \)™[(D — M)tieM]
= (D = N"[D(te*) — Atie?
= (D= N"[jt7 1Y) + At — M
(D AfEe)
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Pero, por hipétesis inductiva
(D= A1) = 0

I
Asi, n soluciones se obtienen como :

e>\1t, te>\1t, .. ,tml—leklt
e>\2t te>\2t tmz—le>\2t
) P .
n soluciones..
e)xnt, teknt, . ,tms—lekst

Estas n funciones constituyen una base de las soluciones de (4.15). Para comprobar
esto, basta ver que son linealmente independientes.

Demostracién

Para ver si estas soluciones son l.i. debemos ver que si Py,..., P, son polinomios tales
que

Py(t)eMt + Py(t)et + ... 4 P,(t)eMt ==
entonces P;(¢t) =0 Vj € {1,...,n}.

Procedemos por induccién en s.
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s=1
Es facil ver que Py(t)eMt =0 = P,(t) = 0.
s = 2 (Suponemos A; # Az).

Suponemos que

Pi(t)eMt + Py(t)eM =0 (4.16)
Veamos que Pi(t) = P(t) = 0.

Claramente (4.16) se puede escribir como
Py (t) 4+ Py(t)eP2 )t =
Si d es el grado de P;, derivamos d + 1 veces la expresion, obteniendo
(B (6)441) 4 (By(8)eloe0)(40) — 0 1 (By(t)elamalyerd =
Pero de la propiedad (X), tenemos que,
(Py(t)eP22)8(@4D) = o — Py(t) = 0
Luego, (4.16) queda como
P (t)eM =0 = Pi(t) = 0.
j— i+l

Suponemos que

Pi(t)eMt + ...+ Py (t)ed+tt =0
Lo cual es equivalente a,
Pi(t) 4 Py(t)eP2 )t 4 P (#)ePinmN)t =g
Si d es el grado de P;i(t), derivamos d + 1 veces obteniendo,
(Py(£)ePr NIy (Byyy (1)eon2)dtt = o

Como (P;(t)eP2=21)t)d+1 — @ (#)e(Pa=M1)t Y0 < 4 < §, para algin polinomio Q;(t),
tenemos que

Qa(t)el= M 4 Qs ()i —4) =

Luego, por hipodtesis inductiva, tenemos que @;(t) = 0 V0 <7 < j. Entonces,
Qi(t) = 0 = Q;(t)eP ™M)t = 0 = (Py(t)eP2 M) = 0 —= P(t) = 0

Con lo que concluimos nuestro resultado.
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Propiedad 4.2.3 Sea p(t) un polinomio de grado m. a € C, d € N, 0 < d < m. Se tiene
que :

Ejemplo 4.2.1 Resolvamos la Ecuacion diferencial
2"(t)+2"(t)—2'(t) —z(t) =0

Solucién

El polinomio caracteristico asociado a esta ecuacidn es
PA)=X+XN-A-1=0.
Inspeccionando nos damos cuenta que A = 1 es raiz. Luego, dividiendo P()\) obtenemos
MAX—A—1:A-1=X+21+1

Es decir,
PN = —-1)(A+1)%

Luego, las soluciones {e*,e™t,te™*} son base del espacio de solucion. Entonces, la solucion
general, queda
z(t) = cre’ + cae™t + cate™

Ejemplo 4.2.2 Resolvamos la ecuacion diferencial
2@ (t) + 223 (t) + z(t) = 0
El polinomio caracteristico asociado a la ecuacidn es
PA) =X 4224 A=A+ 12 =2+ =)= A+ X —1)?

Luego, obtenemos la base de soluciones compleja {€*, te?, e " te™*}. Para construir una
base de soluciones reales, notamos que

et = cos(t) + isen(t)
Luego, sen(t),cos(t) son soluciones reales. Por otro lado,
te’t = tcos(t) + ttsen(t)

Luego, tsen(t),tcos(t) son soluciones reales. Concluimos, entonces, que la solucion general
es :
z(t) = cicos(t) + casen(t) + catcos(t) + catsen(t)
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Para resolver (??) resolvemos las n siguientes ecuaciones lineales diferenciales de primer
orden :

(D - \)y(t) = £(2) (4.17)
(D~ Aa)e(t) = () (4.18)

Observemos que (4.17) es equivalente a la ecuacién lineal de primer orden :

y'(t) — Auy(t) = f(¢)

Utilizando los métodos vistos en el capitulo 1, es facil verificar que :

y(t) = e’ </ e M f(t)dt + cl>

La ecuacién (4.18), luego, es equivalente a :

2(£) = Ap(t) = e < [ sty + c1>

Como esta también corresponde a una ecuacion lineal de primer orden, sabemos que :

z(t) = et </ [e‘k"“t <e>‘1t/e_>‘1tf(t)dt + cl>] dt + c2>

_ eht/ |:e(>\1—>\2)t </ e—xltf(t)dtﬂ _I_clexzt/e(xl—xz)tdt_I_C2exzt

Hay dos casos posibles :

1. Si A; # A, tenemos que :

_ € ] -~
016>‘2t / Qi) gy 016>‘2t = Mt — Cle>‘1t

€
(A= Az) (A= Ag)
Luego,

z(t) = e’\2t/ [e(’\l_’\"“)t </ e_’\ltf(t)dt>] + it 4 cpett,
2. Si A\; = A, tenemos que :
clek"“t/e(kl‘xz)tdt = clek"“t/dt = c1e™t.

Luego,

z(t) = ekzt/ [e(h—w </ e_’\ltf(t)dt>] + erte™ + cpe’?t,
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4.2.2 Método de los Coeficientes Indeterminados

4.2.3 Método de Variacién de Parametros

Consideramos una ecuacién diferencial de la forma :

2 () + a(t)'(t) + b(t)e(t) = (1) (4.19)

Donde f(t),a(t),b(t) son continuas, y a(t),b(t) no son necesariamente constantes.

Sean z(t), z(t) soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea

z"(t) + a(t)z'(t) + b(t)z(t) = 0 (4.20)
asociada a (4.19)

En esta seccion estudiaremos un método que nos permitird obtener soluciones particulares
para ecuaciones lineales de segundo orden a partir de z;(t), z(t).

El método que estudiaremos es muy robusto, en el sentido de que a partir de un conjunto
li. @1(t),za(t) de soluciones homogéneas, e independiente de la forma de a(t), b(t) siempre
proporcionara una solucién particular.

Lamentablemente, solo sabemos determinar soluciones para (4.20) en el caso de que a(t), b(¢)
sean constantes. Esto constituye una serie limitante para la resolucién de (4.19) utilizando
este método.

El método que estudiaremos se llama Método de Variacion de Parametros, y consiste en
construir una solucién particular de (4.19) que tiene la forma :

zp(t) = ui(t)e1(t) + ua(t)za(t) (4.21)

Resoluciéon

Suponemos que existe una solucién particular de la forma (4.21), y buscamos condiciones
que nos permitan determinar u;(t),us(t).

Derivando z,(t) en (4.21), obtenemos :

zp(t) = uy(H)za(t) + uy(t)za(t) + ua () () + ua(t)zs(t)
Imponiendo u/(t)z1(t) + uy(t)z2(t) = 0, obtenemos : w;(t) = uy(t)z)(t) + wa(t)zh(t)
Luego, derivando nuevamente obtenemos

2, (t) = wy (8)2y(8) + up(t)2s(8) + ua(t)27(F) + ua(t)2s(t)
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Remplazando en (4.19),

fit) = =z,
= wu(¢)
t

z1(t) + a(t)z1(t) + b(t)za(t) = 0
z5(t) + a(t)z5(t) + b(t)zs(t) = 0
Luego,
F(8) = wi () (t) + up(t)25(t)

Para que uy(t)z1(f) + ua(t)z2(t) sea solucién particular de (4.19), u1(t), u2(t) deberdn satis-
facer las dos condiciones impuestas :

uy (H)za(t) + ua(t) a(t) = 0
uy () () +uy(t)zsy(t) = F()

Es decir,
zi(t) @a2(t) [ | wi(®) | _| 0)
lww) w'z(t)HU’z(t)]_[f(t)] (422)
Resolviendo este sistema usando la Regla de Cramer, obtenemos :
0 ()
ul(t) = ‘f(t) z5(t) ‘ _ —za(t) f(?)
W0 @) ‘ W(es,0)(0)
zi(t) w5(t)
z1(t) 0
u(t) = zi(t) f(t) ‘ _a®)f()

Luego,
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_ [ () f()
u(t) = Wc{t + k
us(t) = %Cﬁ + ks

Como buscamos soluciones particulares, suponemos k; = ky = 0. Finalmente, remplazando
n (4.21), obtenemos :

eplt) = 21(t) f 72 g1 4 (1) f 2O
Ejemplo 4.2.3 Encontremos la solucién general de la ecuacion diferencial :
" +z = tan(t)

Notamos que esta ecuacion es de coeficientes constantes, pero que el método de los coeficientes
indeterminados no sirve para encontrar una solucion particular.

Consideramos primero la ecuacion homogénea :

2'(t)+z(t)=0= PA) =X +1=(A—-9)(A+1)

Luego la base de H(L) es {cos(t), sen(t)}.

El método de variacion de pardametros nos dice que existe una solucion particular de la forma:

zp(t) = u1(t)cos(t) + ua(t)sen(t)

Donde : w(t) = —sen(t)tan(t)dt ws(t) = cos(t)tan(t) il
W (21, 2)(t) W (21, 2)(t)
Como :
W (cos, sen)(t) = ‘ cos(t)  sen(t) ‘ = cosZ(t) + sen2(t) =1

—sen(t) cos(t)
Resolviendo, obtenemos :

ui(t) = /—sen(t)tan(t)dt: /
us(t) = /sen(t)dt = —cos(t)

sen2(t)

cos(t) N / Mdt = —In(|sec(t) + tan(t)]) + sen(t)

cos(t)

Luego la solucion general es :

zy(t) = cicos(t) + casen(t) — In(|sec(t) 4 tan(t)|) + sen(t)cos(t) — sen(t)cos(t)
= c¢ycos(t) + casen(t) — In(|sec(t) + tan(t)|)
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Ejemplo 4.2.4 Consideremos la ecuacion :

z"(t) 4 a(t)z'(t) + b(t)z(¢) =0 (4.23)

Supongamos que z1(t) es una solucion no trivial de (4.23).

Encontremos una seqgunda solucidn, linealmente independiente de z1(t) de la forma z,(t) =
v(t)zy(t).

Soluciéon

Sea z(t) = v(t)z1(t). Tenemos que :

z(t) = v(t)zi(t)
'(t) = v'(t)z.(t) +v(t)zi(t)
2'(t) = v"(t)za(t) +o(t)z(t) + v'(t)2L(t) + v (t)z(2)

Luego, sustituyendo en en (4.23) :

0 = 2"(t) +a(t)z'(t) + b(t)2(?)
= v(8)(21(8) + a(t)z1(t) + b(t)z (1)) + 0'(£)(221(¢) + a(t)2a(2)) + 0" (E)aa ()
= v'(8)(223() + a(t)za(t)) + v"(¢)21 ()

Luego, v(t) satisface la ecuacion diferencial :

v'(2)(223(¢) + a(t)za(t))

z1(t) =0

’U”(t) +

Definiendo w(t) = v'(t), observamos que w(t) debe satisfacer la ecuacidn de primer orden :

w'(t) + h(t)w(t) =0
Resolviendo, obtenemos que
w(t) = cle_fh(t)dt = v(t) = /cle_fh(t)dtdt + ¢y

Puesto que nos interesa una solucion particualr cualquiera, imponemos ¢; = 1,co = 0.
Entonces,

(22! () +a()e1 (1) 201 (1)
:/e—fh(t)dtdt:/ e e dt g t_/ S dt — [ a(t)ds gy

Pero,
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J?&znﬂhﬁﬁ_(wm»:j
1 (1)
Luego,
v@:/iéigﬁ:mMQZMM/iiigﬁ
zi(t) =i(t)
Ejemplo 4.2.5 Resolvamos la ecuacion
tz" + (1 —2t)z'(t) + (¢t — Dz(t) = te* (4.24)

Primero, resolvamos la ecuacion homogenea.

Es fdcil ver que z1(t) = €' resuelve la homogénea. Efectivamente,

te) +(1=2t)(e") +(t—1)(e) =€ (t+1—-2t+t—-1)=0

Para encontrar una sequnda solucion, que sea linealmente independiente a z1(t), procedemos
como en el ejemplo anerior. Escribimos (4.24) de forma estandard :

CU”‘|‘ (1 _t 2t)wl(t) + (t — 1)w(t) — ¢t

Luego,
- [ 152t — [ tdt+ [ 2dt
zy(t) = et/ S P et/e—dt = et/ te—dt = e'ln(t)
e

et et

Dado que tenemos resuelto el problema homogeneo, podemos usar el método de variacion de
pardmetros para resolver (4.24).

Se tiene que

t ¢ 2t
. 4 e etln(t) _er
W00 = | & e | = 5
Luego, definiendo :
—z2(t) f(2) —etln(t t? t?
t = ﬁ:/ :—/ltW:——lt -
ul( ) W(w]_, ) e2t n( ) 2 n( )—I_ 4

(t)
uy(t) = W(M,%;E dt:/ et —/tdt

Obtenemos la solucion general :
2

cret + caefln(t) + ui(t)e’ + ua(t)efln(t) = cre’ + caelln(t) + Zet



4.2. E.D.DE SEGUNDO ORDEN LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES67

4.2.4 La Ecuacién de Euler

Definicion 4.7 La Ecuacién de Fuler de sequndo orden es una expresion de la forma :
22" (t) + atz'(t) + bz (t) = f(t) (4.25)

Donde a,b son constantes.

Resoluciéon

Para resolver la Ecuacién de Euler hacemos el cambio de variable ¢ = e®, y definimos v(s) =
z(e®). De este modo :

v(s) = e’
'(e*)e® = z'(e®) = v'(s)e™*
Il(es)eZs _I_ w'(es)es E— w"(es) — 6_23(1)”(3) _ ’UI(S))

»
|
8

T
T

Si z(t) satisface (??), necesariamente v(t) deberd satisfacer :

v"(s) + (a — 1)v(s) + bu(s) = f(e*) (4.26)

Para resolver (4.25), basta resolver (4.26), y aplicar la transformada z(t) = v(In(t)), para
obtener una solucién.

Ejemplo 4.2.6 Resolvamos la ecuacion diferencial :

t2z"(t) — 2tz'(t) + 2z(t) = t?e* (4.27)

Consideramos primero el problema homogéneo.

Mediante el cambio de variables v(s) = z(e®) obtenemos la expresion :

v"(s) + —3v(s) +2v(s) =0 (4.28)

PO =X-324+2=(A-2)(A—-1).
Luego H(L) es generado por las funciones {e**,e*}.

Notamos que como vy(s) = €2*, y vi(s) = e son soluciones de (4.28), entonces z,(t) =
et =42y z,(t) = (V) =t son soluciones del problema homogéneo asociado a (4.27).

Consideramos, ahora, el problema no homogeneo.
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W(t,t*)(t) = Yy =t
Luego, definiendo :
_ [ —=)fF) e s
w®) = [ o= /Tdt_—/t dt
z1(t)f(t) tte™t o, L,
ua(t) Wc{t / T /t e tdt

Obtenemos la solucion general

z(t) = crt + cot® + us(B)t + ug(t)t? = eyt + cot’ — t/t3e_tdt + 2 /t2e_tdt



Capitulo 5

Sistemas Lineales de Primer Order

5.1 Introduccion

Consideraremos el sistema sgte. en las funciones z;(t), za(t), ..., z.(¢)

(t) = an(t)zi(t) + arza(t) + . . . + a1nlt)zalt) + b1(¢
(t) = as1(t)z1(t) + azaza(t) + . .. + az2n(t)za(t) + ba(t

(AN

BN~ =~

w;(t) = an1(8)21(t) + an2@a(t) + - .. + Gun(t)za(t) + ba(t)

Este se llama un Sistema Lineal de Primer Orden , y tiene n incégnitas, y n ecuaciones.

Definamos :
z1(t) bi(t) i (t)
ai(t) ... a(t) ;
#(t) cc2s(t) g(t) _ b2§t) A(t) = ( ) #(t) = €C2S(t)
2n(t) bat) an1(t) ... Gun(t) 2! (1)

Ejemplo 5.1.1 Reduccion de Orden de Una Ecuacién Lineal

Una ecuacidn lineal de orden n :

69
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"+ al(t)wn_l + a2(t)wn_2 + ...t an(t)z = f(¢t)

Se puede re-escribir como un sistema de ecuaciones de primer orden.

Definamos :
r1(t) = z(t)
nlt) = 2() = @) =) = o)
T = zy(t) = 2"(t) = z3(t)

Por dltimo,

wmplica,
,(t) = —an(t)z(t) — an122(t) — ... — ax(t)za(t) + (1)
Luego,
0 1 0 0 0
z1(t) 0 0 1 0 0 z1(t) 0
z5(t) , 25(t) .\ 0
0 0 0 0 ... 1 ;
zn(?) —Qp —Qp_1 —Gp_2 —Qp_3 ... —a3 zn(?) 1(¢)

Observacion 5.1.1 Con esta misma metodologia un sistema de orden mayor también se
puede re-escribir como un sistema de primer orden.

Ejemplo 5.1.2 Considere el sistema de ecuaciones de seqgundo orden :

a(t)z + b(t)y
c(t)e + d(t)y

wll
n
Y

Hacemos el siguiente cambio de variables:

1 = @&

r, = 20 = zi=2'=u,

3 = y — zp=2a" =a(t)z,+ b(t)zs
g, = Yy = zp=y =4



5.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD 71

Por dltimo,
y"' =c(t)z + d(t)y = z, = c(t)z1 + d(t)z3

Representando este nuevo sistema matricialmente, obtenemos

z1(t) 0 1 0 0 z1(t)
z(t) _ | a® 0 b)) 0 z(t)
24 (t) 0 0 0 1 z3(t)
zy(t) c(t) 0 dt) 0 za(t)

Con lo cual nuestro problema se reduce a un sistema de ecuaciones lineales de primer orden.

5.2 Existencia y Unicidad

Teorema 5.1 Teorema de Ezistencia y Unicidad
Consideremos:

—

7(t) = A(t)Z(t) + b(t) (5.1)

Si A(t) y Z(t) tienen coeficientes continuas en I. Entonces, dado o € R" y tg € T existe

—

una unica solucion de 5.1 en I, tal que &(to) = o.
(La demostracién de este teorema se incluye en los apéndices)

Consideraremos a continuacién la ecuacion homogénea :
Z'(t) = A(t) - Z(¢) (5.2)

Buscamos probar que el conjunto de soluciones de (5.2) es un espacio vectorial de dimensién
n. Es decir, la soluciéon de 5.2 siempre puede escribirse como :

:E(t) = lel(t) + C2£2(t) + ...+ Cnfn(t)

donde ¢;,...,c, € Ry #,...,&, son soluciones linealmente independientes de 5.2

Definiciéon 5.1 Las funciones #1(t),...,Z,(t) se dicen linealmente dependientes en I si
existen constantes ci,...,c,, no todas nulas, tal que

lel(t) + C2£2(t) +...+ Cnfn(t) =0 Vt € A
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Ejemplo 5.2.1

Demostracion : En efecto :

Ejemplo 5.2.2

Demostracion En efecto :

t t
o(7)ree (1) =(5) v
E—
c1 +et =0Vt
En particular,
(t=0)(c1+ct=0)=¢;=0
(t=1)(c1+cat=0)=¢c2=0
= c; =cy = 0 = son L1

Definicién 5.2 Sea {zi,...,2,} una familia funciones vectoriales. Se define su Wron-
skiano, como la funcion determinante :

wlyl(t) €B1’2(t) [ wlyn(t)
. . . . €B2’1(t) €B2’2(t) [ €B2’n(t)
Wizi,...,2,)(t) = det[{z1,...,2,}] = ] ) .
Tn1(t) zna(t) ... @aal(t)
Teorema 5.2 Sea {z1,...,2,} un conjunto de soluciones de (5.2). Se tiene que {@1,...,Z,}

es linealmente independiente en T si y solo si W[z1,...,2,](t) #0 Vt € T.

Demostracién

Si {z1,...,%,} son soluciones linealmente independientes en 7 del sistema homogéneo (5.2)

se puede aplicar el Teorema de Existencia y Unicidad para probar que Wizy,...,z,)(t)
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nunca es cero en Z. Supongamos lo contrario.Es decir, suponemos que existe ty € Z, tal que

Wizi,...,Zn)(te) = 0.

Puesto que W{z1,...,%,](to) corresponde a un determinante, se debe tener que las columnas
de la matriz

:Bl’l(t()) $1’2(t0) e wlyn(t())
€B2’1(t0) €B2’2(t0) [ €B2,n(t0)
wnyl(to) wn’2(t0) e wn’n(t())
son linealmente dependientes. Es decir, existen constantes cy,...,c,, no todas nulas, tal que

lel(to) + ...+ Cnfn(to) = 0.

Como se tiene que ¢;Z1(t) + ...+ c,Zn(t) y €l vector cero son soluciones de (5.2), y coinciden
en el punto ¢y, de acuerdo al Teorema de Existencia y Unicidad, estas soluciones deben ser
idénticas en Z. Es decir,

lel(t) + ...+ Cnfn(t) =0 Vt € A

Pero esto contradice la hipétesis de que el conjunto {71, ...,#,} es linealmente independiente

en Z. Luego W{z1,...,2,](t) #0 Vt € I.

Teorema 5.3 Eziste una familia linealmente independiente de soluciones {z1,...,z,} de

(5.2).

Demostracién

Por el Teorema de Existencia y Unicidad, sabemos que Vi € {1...n} existe Z;(¢), solucién
de (5.2), tal que #;(to) = €;. Ademads, tenemos que :

:Bl’l(to) $1’2(t0) e wlyn(to) 1 0 . 0
. . €B2’1(t0) €B2’2(t0) . €B2,n(t0) 0 ]_ . 0
Wig,...,55](to) = : : : =|. . | =Hl=1
wnyl(t()) wn’2(t0) [ wn’n(to) 0 0 o1
Del Teorema (5.2), sabemos que es suficiente encontrar un punto en que W{z3,...,2,](t) # 0
para asegurar independencia lineal. Como Wzi,...,#,](t0) = 1, tenemos que {#1,...,Z,}

es un conjunto linealmente independiente, con lo que concluimos la demostracién del teorema.



74 CAPITULO 5. SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDER

Teorema 5.4 Sea {z1,...,%,} una familia de soluciones linealmente independiente en I de
(5.2). Se tiene que toda solucion Z(t) de (5.2) puede escribirse de la forma

z(t) = a1Zi(t) + ... + cnZnlt)

para alguna familia de constantes {ci,...,c,}.
Demostraciéon
Sea {#1,...,%,} una familia de soluciones linealmente independiente en Z de (5.2). Como
Wizi,...,Z,|(t) # 0, necesariamente se tiene que la matriz
$1,1(t0) $1,2(t0) wl,n(tﬂ)
€B2’1(t0) €B2’2(t0) e €B2,n(t0)
wnyl(to) wn’2(t0) e wn’n(t())

es invertible, para cada to € Z. Luego, se tiene que existe una familia de constantes
{c1,...,¢n}. tal que el sistema

:Bl’l(t()) $1’2(t0) e wlyn(to) C1 :Bl(t())

€B2’1(t0) €B2’2(t0) [ €B2,n(t0) Co _ €B2(t0)

wnyl(t()) wn’2(t0) e wn’n(to) Cp, w"(to)
tiene solucién. Es decir, se tiene que existe {c,...,c,} tal que

lel(t()) + ...+ Cnfn(to) = f(to)

Como ¢1Z1(t) + ...+ cnZa(t) y la funcién Z(¢) son soluciones de (5.2) en Z y coinciden en
to, por el Teorema de Existencia y Unicidad, estas dos funciones deben ser idénticas en 7.
Luego,

QL) + ...+ eaBla(t) = E(t) V2 € T.

Con lo que concluimos el teorema.

Definicién 5.3 Un conjunto de soluciones linealmente independiente {z1,...,2,} de (5.2)
en I se llama conjunto fundamental de soluciones de (5.2)

Definicién 5.4 Si{zi1,...,2,} es un conjunto fundamental de soluciones de (5.2), decimos
que
z(t) = a1Zi(t) + ... + cnZnlt)

es la solucién general que (5.2).
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Definicién 5.5 Consideramos una matriz X (t) de la forma

z11(t) z12(t) 21 ()
X(t) = za1(t) wl?(t) 3 (1)
Tn1(t) @n2(t) ... @pal(t)

Si las columnas de X(t) son un conjunto fundamental de (5.2), decimos que X(t) es una
matriz fundamental de (5.2).

Observacién 5.2.1

1. Z(t) es solucion general ssi existe X (t) matriz fundamental, tal que z(t) = X (t)cC.
2. Si X(t) es matriz fundamental, se tiene que X'(t) = A(t)X(¢) Vt € T.
3. Si X(t) es matriz fundamental, y {z1,...,2,} son sus columnas, entonces |X(t)| =
Wigh...52)(t) £ 0.
Ejemplo 5.2.3 Insertar un ejemplo.

Propiedad 5.2.1 Principio de Superposicion

Sea L(Z) = & — AZ, y sean #1(t),Za(t) soluciones, respectivamente, de los sistemas no
homogéneos

L(Z1) =g L(Z3) = g2
Entonces c1%1(t) + c2@2(t) es solucion de

L(Z) = c1g1 + 292

Teorema 5.5 Sea Z,(t) una solucion particular del sistema no homogéneo

—

#(t) = A1) + 11 (5.3)

en el intervalo I, y sea {1, ...,%,} un conjunto fundamental de soluciones en I del sistema
homogéneo correspondiente &'(t) = A(t)Z(t). Entonces, toda solucion de (5.8) en T se puede
expresar en la forma :

Z(t) = Z,(t) + CL@1(t) + ... + cafin(t).

Donde {c1,...,c,} es una familia de constantes.
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Demostracién

Claramente se tiene que #(t) = &p(t) + c181(¢) + - . . + cnZn(t) es solucién de (5.3), pues :
L(Z(t)) = L(Zp(t)) + L{aZi(t) + ...+ ca@ult) = fF+0=f
7

Por otro lado, consideremos una solucién Z(t) de (5.3) que satisface z(t9) = o, y veamos

que se puede representar de la forma #(t) = Z,(t) + c1Z1(¢) + ... + cpZn(t). Por Teorema
de Existencia y Unicidad, por ser {zi,...,%,} conjunto fundamental, sabemos que existe
{c1,... ¢} tal que c1@1(t0) + ... + cnZn(to) = To — Tp(to). Luego se tiene que

fp(t()) + 0151 (to) + ...+ Cnfn(to) = f(to)

Como Z,(t) +c1Z1(t) +. ..+ ca@n(t) y la funcién #(t) son soluciones de (5.2) en Z y coinciden
en tg, por el Teorema de Existencia y Unicidad, estas dos funciones deben ser idénticas en

7. Luego,

F(t) = Z,(t) + c11(t) + ... + cain(t) VE € T.

5.3 Sistemas a Coeficientes Constantes. Caso Diago-
nalizable

En esta seccién estudiaremos la ecuacién

Z'(t) = AZ(t) (5.4)
Donde A es una matriz (real) de n X n constante, y diagonalizable.
Notamos que por ser A una matriz diagonalizable, se tiene que :

A=PT'DP

Donde P es una matriz ortonormal (PPT = I), cuyas columnas corresponen a los vectores
propios, {U1,...,U,}, de A, y D es una matriz diagonal, cuyas componentes corresponden a
los valores propios, {A1,..., A, }.

Definimos y(t) = PZ(t), y notamos que
#'(t) = PTDP#(t) — P#(t) = DP#(t) <= (PZ(t)) = D(PZ(t)) < ¢'(t) = Dy(t)

Pero

yO)=Dyt) = | 7" =] . . : .| =
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Como las ecuaciones son independientes unas de otras, tenemos que

yi1(t) = creMt
Ya(t) = cae?t
Yn(t) = cpett
Para calcular Z(¢) recordamos que #(t) = Py(t). Como las columnas de P corresponden a
los vectores {v1,...,U,},
e et
At
= - . = c2€ Atz Aot Ant
Z(t) = Py(t) = (V1|Va] ... |Vn) . = 1" + o™y + ... e’ U,
cpent

De la deduccién de #(t) se tiene que claramente es solucién de (5.4). El siguiente teorema
confirma que es soluciéon general.

Teorema 5.6 Sea A una matriz (real) de n X n constante, y diagonalizable. Sea {vy,...,v,}
su base de vectores propios, y sea A; el valor propio correspondiente a v;. Entonces

Art Ant
{eMYy, ..., e,

es un conjunto fundamental de soluciones de (5.4) en (—o0,00). Por consiguiente, la solu-
cion general de (5.4) es

Z(t) = 1T + coe’tTy + ... c e,
Donde {c1,...,c,} son constantes arbitrarias.
Demostracion

Veamos que Z(t) = e*i*v; es solucién de (5.4) Vi € {1,...,n}. En efecto,

f’(t) = (ekit’l_))i)l = )\i(ekit’l_))i) = ekit()\i’l_))i) = ekitA’l_))i = A(ekit’l_))i) = ACE

Veamos que el conjunto {e**%y,...,e**,} es linealmente independiente en todo R. En
efecto,
- - _ Atz Antz 1 OatdateAAn)t g gz =
Wlai,...,2,)(t) = det[eMtd, ..., e te,] = et Ydet[vy, Vs, ..., )]
Como {%7,¥s,...,U,} es un conjunto linealmente independiente tenemos que det[v;, vy, . . ., U,] #

0 = W[z1,...,2,|(t) # 0. Luego {eM'%y,...,e*t0,} es Li.
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Corolario 5.1 Siuna matriz constante A de nxn tiene n valores propios distintos {\1,...,\.},
entonces :
{eM, ..., et

es un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo &'(t) = AZ(t)

Demostracién

El resultado es directo si recordamos que si una matriz constante A de n X n tiene una familia
de m valores propios distintos {A;,..., A}, se tiene que si v; es el vector propio correspon-
diente a A;, entonces {vy,...,VU,} es una familia de vectores linealmente independiente.

5.3.1 Valores Propios Complejos

Propiedad 5.3.1 Sea A una matriz constante de n X n, con coeficientes en IR. Si A es un
valor propio complejo de A, se tiene que X (El conjugado de \) también es valor propio.
Mds ain, si U es el vector propio correspondiente a \ se tiene que U es el vector propio
correspondiente a X.

Dado que este resultado corresponde a un resultado de Algebra Lineal, dejaremos los detalles
de su demostracion al lector.

Propiedad 5.3.2 Si una matriz real A tiene valores propios conjugados A = a + i3, A =
a—1if3, ysi v = a+1b, y v = a—1b son, respectivamente, sus vectores propios correspondientes,
entonces dos soluciones vectoriales de &'(t) = AZ(t) linealmente independiente, son :

Z1(t) = e®*cos(Bt)d + eatsen(ﬂt)g Zy(t) = e®*cos(Bt)d — eatsen(ﬂt)g

Demostraciéon
Sabemos que {e*v), eﬁg’} son soluciones de AZ(t) = &'(¢). Notamos que :

—

wl(t) = My = e°‘+iﬁt(c_i—|—ig):eo‘t(cos(ﬂt)—I—isen(ﬂt))(c_i—l—j)
*(co

o

-

s(Bt)d — sen(Bt)b) + ie**(sen(Bt)d + cos(Bt)b)
2(t) + 1#1(2)

1 (b

&

Puesto que w;(t) es solucién de AZ(t) = £'(t), entonces

FL(t) + i@ (t) = WL(t) = Awy(t) = AT,(t) + iAZ(2)

Igualando partes reales e imaginarias, se obtiene :
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z(t) = AZ1(¢) Zo(t) = AZy(t)

Por consiguiente, {z7(t),Z,(t)} son soluciones vectoriales reales de AZ(t) = #'(t). Puesto

que d,b no son simultdneamente cero, se puede demostrar que {#}(t),Z5(¢)} son linealmente
independientes en (—o0, +00). La demostracién de esto iltimo se deja al lector.

5.4 Variacion de Parametros

En el capi’tulo 2 estudiamos el método de variacién de parametros para una ecuacion lineal
de segundo orden. Expuesto en forma sencilla, la idea es que si una soluciéon general de la
ecuacién homogénea tiene la forma z,(t) = ci21(t)+caza(t), donde z;(t), z2(¢), son soluciones
linealmente independientes de la ecuacion homogénea, entonces una solucién particular de
la ecuacién no homogénea tendria la forma zp(t) = ui(t)z1(t) +uz(t)z2(t), donde uq(t), ua(t)
son ciertas funciones de t. Se puede emplear una idea muy similar para los sistemas.

Sea X(t) una matriz fundamental del sistema homogéneo
z'(t) = A(t)x(t)

Donde ahora las componentes de A pueden ser funciones continuas arbitrarias de . Puesto
que una solucién general del problema homogéneo estd dada por la X(t)c, donde ¢ es un
vector constante, se busca una solucién particular del sistema no homogéneo

—

#(t) = A1) + 11

De la forma #,(t) = X (t)u(t). Donde %(¢) es una funcién vectorial de ¢ por determinar. Para
tener una férmula de u(t), primero derivamos Z,(t) obteniendo :

Z(t) = X()d'(t) + X'(t)u(t) = X(t)d'(t) + A() X (¢)u(¢t)

p

Como nos interesa que #,(t) sea solucién del problema no homogéneo, imponemos

—

&, = AO)F(1) + (1)

Luego,

— —

X(t)a'(t) + A(t) X ()u(t) = A(t)Zp(t) + f(t) = X (1)u'(t) = f(¢)
Como det(X(t)) # 0, sabemos que X (t) es invertible, luego

() = X)) f(t) = alt) = [ X () ()t

Por consiguiente, una solucién particular del problema no homogéneo es

&(t) = X(t) [ X 0)]18)
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Entonces, tenemos que la solucion general estd dada por la expresion

—

#(t) = X(1)+ X(t) [ X (O F)

Observacién 5.4.1 Dada una condicion inicial (to) = 2o, despejando ¢ se obtiene fdcilmente

#(t) = X()X (o) + X (1) [ X2 (t)F(t)

to

Observacion 5.4.2 Para aplicar las férmulas de variacion de pardmetros es necesario primer-
amente determinar una matriz fundamental X (t) del sistema homogéneo. En el caso de que
la matriz A es constante, ya se han considerado métodos para encontrar X (t). Sin embar-
go, si las componentes de A dependen de t, la determinacidn de X (t) puede ser sumamente

dificil.

Ejemplo 5.4.1 Encontremos la solucion del problema de valor inicial

5/(t):(? :g)i(t)Jr(el”) cE(O):(—Ol)

Primero consideramos el problema homogéneo.

. . ./ . . .
Sabemos que el polinomio caracteristico asoctado a la matriz A esta dado por

p()\):‘ AP ‘:(2—)\)(—2—>\)+3:)\2—1:(A—l)(A+1)

Luego los valores propios asociados a A son {1,—1}.

El vector propio asociado a A\; = 1 es solucion de la ecuacion :

()= (2

Andlogamente, el vector propio asociado a Ay = —1 es solucion de la ecuacion :

(1) (8

Luego, se tiene que :
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y por consiguiente, obtenemos el conjunto fundamental

cuya inversa, corresponde a

Recordamos que la solucion particular dada por el método de variacion de pardmetros es

a0 =xt) [xoio- (% ) [(% 2 ) (T )

2 2

o

De la observacion (5.4.1) tenemos que la solucion del problema de condicion inicial estd
dada por la expresion

z(t) =

5.4.1 El Sistema de Cauchy-Euler

Definicion 5.6 Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden de Cauchy-FEuler
es una expresion de la forma

t'(t) = AZ(t) (5.5)
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En lo que sigue supondremos que la matriz A es constante, y diagonalizable.

Resolucion
Sabemos que A tiene n valores propios {A1,...,A,} (no necesariamente distintos), y n vec-
tores propios linealmente independiente {v},...,v,} asociados.

Para resolver (5.5) basta encontrar n soluciones linealmente independientes.

—

Sea ¥ un vector propio de A, y sea A su valor propio asociado. Veamos que #(t) = t*¥ es

solucién de (5.5).

En efecto,
t(Z(t)) = t(#*0) = tA I = (W) = P AT = A(t) = AZ()
Por otro lado, veamos que el conjunto de soluciones {t*%1,...,t*v,} es Li.
En efecto,
Wzt,...,2](t)(t) = P2t Andet[v),. .. Ty
Como {v},...,V,} es linealmente independiente, concluimos que
Wldi,...,@l(t)() £0 Ve 0
Luego

{tM7y,. .., ™0, }

es conjunto fundamental de (5.5) en (—o0,0) U (0, +00).

Observacion 5.4.3 StA = a—l—zﬂ es valor propio complejo, notamos que X = a—if también
lo es. Sean ¥ = @ + b yv=a-— ib sus vectores propios asociados respectivamente. Para
encontrar dos soluczones l.i. que sean reales, observamos que

> = potiB — qoyiB _ pagnt _ yaif(int) _ t*(cos(Blnt) + isen(Bint))

Luego,
7 = t*(cos(Bint) + isen(Bint))(d@+ ib) )
= t*(cos(Bint)d — sen(BInt)b) + it*(cos(BInt)b + sen(Blnt)d)
Entonces,
Z1(t) = t*(cos(BInt)@ — sen(Bint)b) Z5(t) = t%(cos(BInt)b + sen(BInt)d)

Son soluciones de (5.5).

Demostrar que #;(t),#2(t) son efectivamente linealmente independientes y solucién se de
dejan como ejercicio al lector.
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5.5 La Matriz Exponencial
En esta seccion estudiaremos como resolver el sistema

Z'(t) = AZ(t) (5.6)

Donde A es una matriz (real) de n X n constante, no necesariamente diagonalizable.

Es decir, estudiaremos el caso en que A tiene un nimero menor que n de vectores propios
linealmente independientes.

Ejemplo 5.5.1 Estudiemos el sistema lineal &'(t) = AZ(t), donde
1 -1
()
Veamos que A no es diagonalizable. En efecto,

p(A):‘ 11—\ -1

L 3.3 ‘:(1—)\)(—3—)\)+4:)\2+2)\+1:()\+1)2.

Es decir, A = —1 es valor propio de multiplicidad dos.

Los vectores propios de A satisfacen la ecuacion

(5 ) ()= ) ()= (6)
() ()= (8) == () <((2))

Como A no tiene dos vectores propios distintos que sean linealmente independientes, no

Pero,

podemos aplicar los resultados anteriormente vistos para encontrar un conjunto fundamental.

Definicién 5.7 Sea A € M,x,(R). Definimos la matriz exponencial de A ent € R, como

tA
e = Z k!

k=0

t2 3
:I+tA+§A2+EA3+...

thak
k!

Observacion 5.5.1 Recordemos que en R, e** =3 7°
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Propiedad 5.5.1 Sea D € M,x,(R) una matriz diagonal. Se tiene que

A0 ...00 M0 ... 0
A2
D_ 0 )\2 0 D 0 e't 0
0 0 ... A 0 0 ... et
Demostracion :
Se tiene que
X0 ... 0 EXe 0 .0
0 X ... 00 o gkpk | 0 EXE 0
k 2 k72
_D = . . . :}Z kl :Z : : :
. . . k=0 : k=0 . . .
0 0 ... A 0 0 ... B)k
Luego,
20 BN 0 0 Mt 0 ... 0
itka_ 0 YR BN L 0 o0
im R : s : P ;
0 0 D S L 0 0 ... M

Propiedad 5.5.2 Sea A € M, x,(R) una matriz diagonalizable. Se tiene que

A=PDP! — ¢4t = pePtpt
Demostracion :

A=PDP ' — A?=PDP'PDP' = PD?’P~' — A* = pD*p~!

Luego,
) tkAk o tkPDkP_l o tka
At _ _ -1 _ Dt p—1

Teorema 5.7 W(t) = e4’ es una matriz fundamental del sistema #'(t) = AZ(t).

Demostracion :

Para que W (t) sea matriz fundamental basta verificar las siguientes dos propiedades.
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1. Cada columna de debe ser solucién de (5.6).

2. El conjunto de columnas debe ser linealmente independiente.
1. Veamos que W (t) verifica W'(t) = AW (t). En efecto,

2 A
W(t):eAt:I+tA+§A2+EA3+...

Luego,

! d t2 2 t3 3
Wit) = J(I+tA+ A+ A+

t2
= (0+A+tA2+§A3+...)

t2 3
= A(I—I—tA—I— §A2+EA3+"‘)
= AW(t)

Luego todas las columnas de W (¢) son solucién de (5.6).

2. Las columnas de W (t) son linealmente independientes. En efecto, si {w;(¢),...,w,(¢)}
son las columnas de W (t), entonces

Wi, . .., w,)(0) = det(W(0)) = det(I) = 1 # 0.

Luego, puesto que existe to tal que Wwy,...,w,](to) # 0, concluimos que {w?,...,w,}
es un conjunto linealmente independiente.

Propiedad 5.5.3 Propiedades de la Matriz Exponencial

eA(t—I—s) — eAteAs

e~ At = (eAt)-1

e(A+B)t — At Bt (Si AB = BA).

pAt _ At (A=)

Demostracién

1. Directo.



86 CAPITULO 5. SISTEMAS LINEALES DE PRIMER ORDER

2. Sean W (t) = et H(t)=W(t+s)—W(Et)W(s).

Se tiene que H(t) satisface las siguientes propiedades :

(a) H(0) = W(s) — IW(s) = 0.
(b) H'(t) = W'(t + 5) — W'(t)W(s) = AW (t + s) — AW(£)W ()0 = AH(t).

Luego, cada columna de H(t) es solucién de (5.6), y coincide con el vector cero en
t = 0. Luego, por teorema de existencia y unicidad se debe tener que cada columna es
identicamente cero, con lo que concluimos

H(t) = 0Vt = W(t+s) = W)W (s)

3. Por el resultado anterior, tenemos que :

oAt At A(—t) At

=e edt = Alt-)

Luego, e~ 4t = (e4t)71.
4. Propuesto.

5. Usando la propiedad anterior, se tiene que :
At — ((A-ADFANE _ It (A=)

Alt

Pero, dado que Al es matriz diagonal, se tiene que e** = Ie*, luego

gAt — At H(A-AT)

Observacion 5.5.2 A partir de los resultados anteriores, la formula de variacién de pardmetros
toma una forma mds simple. Mds aun, toma la misma forma que se tiene la solucion de
una ecuacion lineal de primer orden. La solucion de &'(t) = AZ(t), sujeto a &(to) = Zo se
puede expresar como

t —
Z(t) = eAlt-to) g, 1 eA(t_s)f(s)ds

to

Definicién 5.8 Se dice que una matriz B € M, x,(IR) es nilpotente, si existe m € IN,m > 0,
tal que B* = 0 Vk > m.

Lema 5.1 St A € M,y,(R) tiene un valor propio Ao de multiplicidad n, se tiene que :

n—1
edt = ot (I+(A—AOI)t+...+(A—>\OI)”—1 ! )
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Demostracion :

Si A tiene un valor propio A¢ de multiplicidad n, se tiene que su polinomio caracteristico es
p(A) = (A — Ao)". Recordamos que el teorema de Cayley Hamilton establece que una matriz
siempre satisface su propia ecuacion caracteristica. Luego se tiene que

p(A) =0<= (A— )" =0= (A — Aol ) =0VEk>n.
Luego, concluimos que :

> th(A — )\OI TItR(A - )\OI > (A - )\OI)

eAt — >\0t t(A Xol) >\0t Z >\ t Z >\ t Z

n—1
+0 =€ [T+ (A= DD}t +...+ (A—Aof)n_lti
(n—1)!

n— 1tk A— )\OI)k

— Aot Z

Definicion 5.9 Si A es un valor propio de A, decimos que U es un vector propio gener-
alizado de A, asociado a A, si existe m € N,m > 1, tal que (A — AI)™7 = 0.

Observacion 5.5.3 Los vectores propios de una matriz también son vectores propios gen-
eralizados.

Teorema 5.8 Fristencia de vectores propios generalizados

Sea A € Mpxn(R). Se tiene que :

1. 51 X es un valor propio de A de multiplicad m, entonces existen m vectores propios
generalizados, linealmente independientes, asociados a A\. Mds ain, si {vUy,...,Vy,} son
estos vectores, se tiene que {U1,...,Un} C Ker((A — AI)™).

2. FEzxisten n vectores propios generalizados de A, linealmente independientes, tales que
st A es un valor propio de A de multiplicidad m, entonces hay m, y sélo m vectores
propios generalizados asoctados a A.

La demostracion de este teorema es extensa, y escapa los topicos que pretende cubrir este
texto. Se deja el estudio de este teorema propuesto al lector.

Observacién 5.5.4 Sea A € M, y,(R), y sea A un valor propio de A de multiplicidad m.
Para calcular los vectores propios generalizados asociados a A se procede como sigue :

Se resuelve el sistema (A— AU = 0. Si el nimero de vectores v que resuelven dicho sistema
es menor que m, se procede a resolver el sistema (A — AI)?0 = 0. Si nuevamente se tiene
que el numero de vectores v que resuelven dicho sistema es menor que m, sequimos con
(A—AI)*0 = 0, hasta llegar al sistema (A—AI[)™0 = 0. Es decir, en a lo mds m iteraciones
habremos encontrado m vectores propios generalizados que sean linealmente independientes.

Es importante notar que si U es tal que (A — X )*v = 0, entonces se tendrd que (A — A )7 =
0VIi>k.
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Lema 5.2 Sea A € M,y,(R). Sea A un valor propio de A, y sea ¥ un vector propio
generalizado de A, asociado a A. Se tiene que

m—1
A5 — et [T+ (A—AD)t+ ...+ (A 2D ).
(m —1)!

Donde m es la multiplicidad de A.

Demostracion :
Recordemos que et = e*tetA=2) Tuego
> th(A — )" > th(A — M)k
Atz _ At t(A-M)> _ A S5
ety = eMell )v:et(;T v:et;T

Pero (A — A[)™v = 0 = (A — M )*¥ = 0 Vk > m. Entonces,
" tR(A — AI)kT

6At17: e>\t (Z k'

k=0

):e” (I+(A—)\I)t—l—...—l—(A—)\I)’”‘le__ll)!).

Observacién 5.5.5 El Lema (5.2) es de gran utiidad, pues proporciona un método me-

diante el cual se puede calcular etV en un nimero finito de pasos, y sin conocimiento de

6At .

Teorema 5.9 Sea A € M,x,(R), y sea {¥1,...,U,} un conjunto de vectores propios gen-
eralizados linealmente independiente de A. Se tiene que
{e*7y,..., e}

FEs conjunto fundamental del problema &'(t) = AZ(t).

Demostracién

Puesto que e’ es matriz fundamental, se tiene que todas sus columnas son solucién de

#'(t) = AZ(t). Como e corresponde a una combinacién lineal de columnas de e#, se
tiene que necesariamente también solucién de Z'(t) = AZ(t) (El espacio de solucién de
Z'(t) = AZ(t) es espacio vectorial).

Definamos #;(t) = e4'v;. Para ver que {z},...,%,} es linealmente independiente, basta

observar que

W(zi,... 20 (t)(t) = det[{e*,...,e* T} = det(e? (01]T2| ... |0,)) = det(e*)det((v:|T] . ..

At

Como {v},...,V,} es linealmente independiente, y puesto que e** es matriz fundamental se

tiene que
Wizi,...,z5)(t)(t) #0
Luego
{e*tsy, ..., etto,

es un conjunto fundamental de soluciones de Z'(t) = AZ(¢).
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Lema 5.3 Sean X(t) y Y (t) dos matrices fundamentales de un mismo sistema '(t) = AZ(t).
FEntonces se tiene que eziste una matriz constante C tal que Y (t) = X(¢)C.

Demostraciéon

Sean {zi(t),...,z.(t)} las columnas de X(¢), y {yi(¢),...,yn(t)} las columnas de Y (¢).
Puesto que y;(¢) es solucién, y dado que {#;(¢),...,%,(t)} es conjunto fundamental, se tiene
que existen constantes {ci,...,c,} tales que y;(¢) = c1Z1(t) + ... + c.Zn(t), para cada j.

Pero esto es lo mismo que escribir Y (¢) = X(¢)C.

Lema 5.4 Sea X(t) una matriz fundamental del sistema &'(t) = AZ(t). Se tiene que

Demostracién

Dado que X (t) y et son matrices fundamentales, se tiene que existe una matriz constante
C tal que e4* = X(¢)C. Evaluando en t = 0, y dado que X(¢) es invertible para cada ¢, se
tiene que

I=X(0)C = C=X10) = e* = X ()X }(0)
Observacion 5.5.6 Dado que
{e*tvy, ..., et}

es un conjunto fundamental de soluciones de &'(t) = AZ(t), se tiene que
X(t) = ((e*01]e5s] ... [e*7,))

es matriz fundamental. Luego, a partir de dicho conjunto fundamental, se tiene que podemos
obtener explicitamente e*t, de la forma

Por fin estamos en condiciones de poder dar un método de resolucién de un sistema &'(t) =
AZ(t) mediante el uso de la matriz exponencial.

Resoluciéon

Sea A € M,xn(R). Nos interesa resolver el sistema

—

Z'(t) — AZ(t) = f(¢).

Para esto, seguimos los siguientes pasos.

1. Calculamos los valores propios {Aj,..., A} distintos de A.
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2. Si m; es la multiplicidad de );, determinamos m; vectores propios generalizados asoci-
ados.

3. Utilizamos los n vectores propios generalizados obtenidos para obtener un conjun-
to fundamental de soluciones del sistema homogéneo #'(t) = AZ(t), de la forma
{eftvy, ..., et ).

4. A partir del conjunto fundamental recién obtenido escribimos la matriz fundamental

X(t) = ((e*0r]e**s] ... [e*7,))

5. Utilizamos la férmula de variacién de parametros, para obtener la expresién de la
solucion general :

—

() = X(8)2+ X (2) [ X7*(s)f(s)ds

8y

Observacién 5.5.7 Puede suceder que sea dificil el cdlculo de X~1(t), pero que sea sencillo
el cdlculo de X~1(0). En este caso, calculamos e*t = X (t)X~1(0). Utilizando la férmula de
variacion de pardmetros, obtenemos la solucion general

Z(t) = eAte 1 eAt/e_Asf(s)ds

Ejemplo 5.5.2 Resuelva el sistema

100
Fty=11 3 0 |Z(¢)
011

y encuentre la matriz fundamental et

. . ./ . .
El polinomio caracteristico de la matriz es,

1—X 0 0
p(A) = 1 3-Xx 0 = (1-X)?*(3-))
0 1 1—A
Luego sus valores propios son Ay = Ay =1, y A3 = 3.

Calculemos los vectores propios asociados a A = 1.

000 " 0 B
(A-ADT=0<= 120 || v |=]0 vt 2v; = g
010 s 0 vz

Pero,
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alizado.

vy + 20,

(A — M)

Pero,

V2

=0 =

0

:>’l)1:0:>

=N o

N O
(e e B e

U1

v+ 209 =0 <= | v,

(%]

U1
V2
(%]

€

(

U1
V2
(%]

0
0
1

“{

(e e B e

<= vy + 2v5 =0

0
0))
1

Dado que asociado a A = 1 hay solo un vector propio, le buscamos un vector propio gener-

—2

1
0

)

Por otro lado, sabemos que para A = 3 existe un vector propio asociado. Luego,

(A—AI)

Pero,

<y

—2
=0 = 1
0
—2v
U1
Uy — 203

oo O

—

U1

V2

(%]

—

o

[N]

—_

Luego, obtenemos la base de vectores propios generalizados,

Asociados a Ay = 1, s = 1, A3 = 3, respectivamente.

=N o

—2’111
U1
Vo — 2’1)3

Como sabemos que vy, y Uz son vectores propios, obtenemos las soluciones,

0

o

91
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Por otro lado, dado que vy es un vector propio generalizado de orden dos, obtenemos la
solucion,

52(12) = e>‘2t (I + (A — )\2I)t + (A — )\2[)25) ’172

1 00 0 00 42 0 00
0 01 010 1 20
-2 0 00 -2 42 0 00 -2
= ¢ 1 +t| 1 2 0 1 + bY 2 40 1
0 010 0 1 20 0
-2 0 42 0
1 0

Luego, la solucion general del problema es

0 —2 0
Z(t)=cie| 0 | +coe 1 + c3edt | 2
1 t 1

Como {zi(t),...,2,(t)} es conjunto fundamental, sabemos que

0 —2¢¢ 0
Xt)=1]10 et 23

et tet e3t

0 —2t 0 0 -2 0\ *
e =XHX0)" = | 0 et 2 0 1 2
et tet e3t 1 0 1
0 —2et 0 —i —% 1
= 0 et 2e3 —% 0 0
et tet e3t i —% 0
et 0 0
= —zet + 2e¥ e3t 0
—%6t—t6t—|—ie3t —%et—l—%e& ot



Capitulo 6

Transformada de Laplace

6.1 Conceptos Basicos

Antes de empezar con el método de resolucion de ecuaciones diferenciales basado en la trans-
formada de Laplace, veamos algunas nociones basicas del operador de Laplace.

Una transformada T' (u operador) es una funcién que asocia dos funciones. Es decir

fF—1T(f)

Observemos que T'(f)(s) representa la funcién T'(f) evaluada en el punto s.

Ejemplo 6.1.1 La derivada es una transformacion. En efecto

D:CY0,1] —s C[0,1]
f — D(f)=Tf

Donde C*0,1] = {f : [0,1] — R/{’ es continua } y C[0,1] = {f : [0,1] — IR/f es continua }.
Ademaés notemos que D es un operador lineal, pues D(af + Bg) = aD(f) + 8D(g).

Como ya se introdujo el concepto de operador, veamos la transformada que motiva este
capi,tulo.

Definicion 6.1 La Transformada de Laplace es un operador denotado por L, definido
como

LIF())(s) = /0°° e f(t)dt s >0 (6.1)

Definicion 6.2 Diremos que una funcion f es de orden exponencial si existen constantes

M y c tales que
F(t)] < Me™

93
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Tomaremos como dominio de £ al espacio de funciones f: (0,00) — R tales que

1. f es continua por tramos.

2. f es de orden exponencial.

Observacion 6.1.1 Notemos que si f es de orden exponencial, entonces se tiene que
/ |f(t)]e *tdt < / Me® e < M/e_(s_c)tdt <400 st s>c
0 0
Entonces la integral impropia L(f)(s) = [, e **f(t)dt es convergente para todo s > 0, o

sea la transformada de Laplace de una funciéon de orden exponencial esta definida en un
intervalo de la forma (¢, 00). Més ain

1£(f)(s)] < /Oooe‘”|f(t)dt| < % — 50 cuando s — oo

Ejemplo 6.1.2 Para familiarizarnos con el concepto de orden exponencial, veamos algunos
€asos.

1. Las funciones f(t) = e®,e® - t",t"sen(t),. .., etc. Son funciones de orden exponencial.
2. Las funciones acotadas son de orden erponencial.

3. La funcion f(t) = e no es de orden ezponencial, pues no existe ¢ tal que t2 < ct en
(0,00) =no existe M,c tal que e’ < Me® en (0.00).

Observacion 6.1.2 Notemos que si [ y g son de orden exponencial entonces af + (3g tam-
bién lo es. Ademds como L es lineal (por la linealidad de la integral), se tiene que

L(af +Bg)(s) = aL(f)(s) + BL(g)(s)

6.2 Transformadas mas Comunes

Calculemos la transformada de Laplace de las funciones mas conocidas.

Ejemplo 6.2.1 Calculemos L(f(t))(s) cuando f(t) =" conn € N.
Solucién En este caso usaremos integracion por partes en forma sucesiva. En efecto

o0 —

0 S 0 0 S
n [ n [
= 0-— —/ — et = —/ e " dt
§J0 §J0

tn —st st

€
st dt

L") (s) = /oot"e_“dt:—

n'

. o0 t
= — e tdt =
s™Jo gntl

n!




6.2. TRANSFORMADAS MAS COMUNES 95

Observacién 6.2.1 S: a > 0 entonces

L(t%)(s) = L) (s)

S

En virtud de la linealidad de £ y usando el ejemplo anterior, podemos calcular la transfor-
mada de Laplace de un polinomio cualquiera.

Veamos ahora un resumen de las transformadas de Laplace mas usadas.

1 n _nl
L(1)(s) = - L)) = o (6.2)
L(sen(at))(s) = i - L(cos(at))(s) = ﬁjﬁ (6.3)
L(senh(at))(s) = — = . L(cosh(at))(s) = — - . (6.4)
L(e¥)(s) = : i oS >a (6.5)

L(f')(s) = sL(f) — £(0) (6.6)

La ultima de las transformadas en la lista es de suma importancia para las ecuaciones
diferenciales, pues "transforma”las derivadas en una expresiéon polinomial para s. Debido a
lo anterior, revisemos esta transformacion.

L)) = [ F®edt = ft)e
= —£(0) +sL(F)(s)

Notemos que esta transformada se tiene solo si f(¢t) y f/(¢) son de orden exponencial.

T [T rw(se

Suponiendo que se tienen las condiciones anteriores , podemos iterar el proceso y calcu-
lar la transformada de Laplace de derivadas con orden superior (PROPUESTO???). Esto
nos permitira resolver ecuaciones diferenciales desde un punto de vista distinto, aplicando la
transformada al problema diferencial. Este método sera estudiado en las proximas secciones.
Prosigamos con el estudio de las propiedades de la transformada.

Propiedad 6.2.1

1. Férmula del desplazamiento:
L(ef(t))(s) = L(£(t))(s — a)

2. Formula de la derwada de la transformada:

L F(E)(s) = (-1 D L(F(1))(s)
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Demostracién 6.1

1. Por definicion se tiene que

Lt f)(s) = [Teertpydt = [Tt p(t)dt = L(F(1)(s ~ o)

0

2. Notemos que

L(LF(1))(s) = /0 Tt f(t)dt = /0 T dilse—st F(t)dt = —dils /0 Temstf(t)dt

Usemos el razonamiento anterior en el caso L(t"f(t))(s). Para esto, observemos que

%e‘st = (—1)"t"e™*, luego procediendo de manera andloga se concluye el resultado.

Como en la proposicién anterior llegamos a una expresién para la derivada de la transformada
de Laplace, aparece naturalmente la pregunta si existe una férmula para la integral del
operador de Laplace.

Propiedad 6.2.2 Formula de la integral de la transformada de Laplace

Demostraciéon 6.2 Llamemos G(s) = E(ﬂtﬂ)(s) Usando la propiedad anterior obtenemos
que
dG(s)
ds

En consecuencia

Para algin p. Imponiendo la condicién G(s) — 0 cuando s — oo (ver observacién 6.1.1) se
tiene que p = oo con lo cual obtenemos

En adelante diremos transformada inversa de g(s) a la funcién z(t) tal que L(z(t))(s) = g(s)
y se denotard £7'. Observemos que como L es lineal, se tiene que £~! también lo es.
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6.3 Transformada de una Convolucion de Funciones

Como vimos en la secciéon anterior, es necesario estudiar las propiedades de la transformada
de Laplace para poder utilizar este operador en la resolucién de ecuaciones diferenciales.
En esta seccién analizaremos el comportamiento de la transformada en presencia de una
convolucién de funciones. Previamente, definamos algunos conceptos basicos.

Definicién 6.3 Sean f y g dos funciones definidas en [0,00), continuas por trozos. La
convolucién de f y g se define como

(Fx9)(t) = [ (g1 —r)dr

Ejemplo 6.3.1 Calculemos la convolucidn entre f(t) = e y g(t) = sen(t).
Soluciéon

(et * sen(t)) = /Ot e"sen(l — 7)dr = %(—sen(t) — cos(t) + et)

Por 1dltimo veamos la relacién entre la convolucién y la transformada de Laplace. El teorema
que viene a continuacién, nos permitira determinar el resultado de la transformacion sin tener
que pasar por la definicién de convolucién y operador de Laplace.

Teorema 6.1 Si f(t) y g(¢t) definidas en [0.00) continuas por trozos y de orden exponencial,
se tiene que

L(7() +9(0)(s) = (£ E)E(2) ) (9)

Demostracion 6.3 Se tiene que

(crenewen) = ([T >dt)(/0°°e-"g<r>dr)

= / / ) £ (t) g (r)dtdr = /Ooof(t)/ooos_s(t"'r)g(r)drdt

Hagamos el cambio de variable T =t + r y notemos que dr = dr. Obtenemos que

(L(FE)Lla) = [ £() [~ e gl ~ t)drds

1

Intercambiando el orden de integracion' resulta que

(L(F(1)) / / g(1 — t)dtdr = /Oooe_”</07f(t)g(1 —t)dt)dr _ L(f+g)

!Este cambio es posible, pues f y g son continuas por trozos y de orden exponencial. Ver el teorema de
Fubini en cualquier libro de Cdlculo.
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Ejemplo 6.3.2 Calculemos la transformada inversa de s"“(slTl)
Solucién Recordemos que L(t)(s) = & y que L(sen(t))(s) =
convolucion se tiene que

S+—|—1' Por el teorema de

1 1

Lt (s)= = ——
(t5 sen())(s) = 5 - 11
En vista de lo anterior, calculemos t x sen(t). Por definicidn se tiene que

t

tx sen(t) = / (t — 7)sen(7)dr = t/ot sen(t)dr — /Ot Tsen(T)dr

0

El primer término no presenta mayores problemas y basta integrar por partes el sequndo
término para obtener

t x sen(t) = —tsen(t) +¢ — ([—Tcos(r)]é — /Ot —cos(T)dr = —tcos(t) +t + tcos(t) — sen(t)

Concluimos que 5_1(32(114_32)) =t — sen(t).

6.4 Aplicaciones

En esta seccion estudiaremos el uso de la transformada de Laplace como método de resolucién
de ecuaciones diferenciales ordinarias. También veremos su aplicacién a problemas integro-
diferenciales y la ecuacion de Bessel.

6.4.1 Meétodo de la Transformada de Laplace
Supongamos que queremos hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial
z"(t) + az'(t) + bz(t) = f(t) (6.7)

Que satisfaga las condiciones iniciales #(0) = zo y #'(0) = #;. Apliquemos la transformada
de Laplace y en virtud de su linealidad, podemos escribir (6.7) como

L(2"(1)) + aL(#' (1)) + BL(2(t)) = LF(2)

Utilizando las propiedades vistas en la ecuacién (6.6) e imponiendo las condiciones iniciales,
podemos expresar la ecuacién anterior como

$2L(z(t)) — szo — =1 + asL(z(t)) — azo + L(z(2)) = L(F(2))
Por ultimo despejamos L(z(t)) obteniendo

L(f(?)) + (s +a)zo + 1
s2+4+as+b

L(a(t)) = (6.8)
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Si somos capaces de encontrar (o reconocer) que funcién z(¢) cumple con la ecuacién (6.8),
habremos obtenido una solucién a nuestro problema, condiciones iniciales incluidas. Este
procedimiento es particularmente adecuado para resover ecuaciones del tipo (6.7) en las que
la funcion f(t) es continua a trozos, pues los otros métodos expuestos anteriormente no
consideraban este caso.

Observacién 6.4.1 En relidad falta verificar si puedo aplicar la transformada a ®(t). Se

puede probar (omitiremos la demostracion) que si f(t) es continua a trozos y de orden expo-
nencial, entonces z(t),z'(t),z"(t) admiten transformada de Laplace.

Ejemplo 6.4.1 Resolvamos una ecuacion diferencial con codicion inicial. Sea
z'(t) +4z(t) = 4t, conz(0)=12'(0) =5 (6.9)
Soluciéon

1. Apliquemos transformada de Laplace a la ecuacion (6.9) y usemos las propiedades
vistas en la ecuacidn (6.6) para obtener la siguiente expresion

L("(t) +4a(t))(s) = L(z"(t))(s) +4L('(t))(s) = L(42)(s)

4
Despejando L(z(t)) se obtiene
4 $ 5 1 1 s 5
L(z(t = -
(2(8))(s) (32—|—4)32+32—|—4+32—|—4 52 32—|—4+s2—|—4+32—|—4

2. Reconociendo cada término de la expresion anterior (usando la ecuacion (6.3)), pode-
mos construir una solucion z(t) de (6.9), es decir

L(@(8))(s) = L(£)(s) + 2L (sen(20))(s) + L(cos(21))(s)

Concluimos que una solucion es z(t) =t 4 2sen(2t) + cos(2t).

6.4.2 [Ecuaciones Integrales

Otra aplicaciéon importante de la transformada de Laplace, es el &mbito de las ecuaciones
Integrales e incluso las Integro-Diferenciales. Nuestro interés estard principalmente en los
problemas que contengan una integral tipo convolucién.
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Ejemplo 6.4.2 Resolvamos la ecuacion
t
z(t) = z3 —I—/ sen(t — )z (7)dr (6.10)
0

Solucién Tomemos transformada de Laplace a la ecuacion (6.10) y utilizemos todos las
propiedades revisadas en los capitulos anteriores, para obtener que

L(z(t)) = ﬁ(t3) + L(sen(t) x z(t)) = ﬁ(t3) + L(sen(t))L(z(t))

Recordando las igualdades obtenidas en las ecuaciones (6.2) hasta (6.6) expresamos la ecuacion
anterior como

L)) = ot L(a(t)

st 14 s2 '
Despejando L(z(t)) se llega a
6(1 + s?) 6(s* + 1) E
6

L(z(t))(s) = st(1+s2-1) - s - st + f_e

Ajustando las constantes para reconocer las transformadas inversas, llegamos al resultado

5

L0)(s) = LE)6) + 5o L) s) = 2(t) =124 o

En el ejemplo anterior podemos apreciar el uso de la transformada de Laplace en ecuaciones
integrales. En los ejercicios del final del capitulo se propondra el estudio de ecuaciones
integro-diferenciales como otra aplicacién del operador de Laplace.

6.4.3 Ecuacion de Bessel

En esta seccion desarrollaremos el método de resolucién basado en la transformada de
Laplace, aplicado a una ecuacién muy importante llamada Ecuacién de Bessel. Esta
ecuacion aparecié por vez primera en los estudios de las oscilaciones de una cadena colgante.
Més recientemente, las ecuaciones de Bessel han encontrado diversas aplicaciones en fisica
e ingenieri’a en relacién con la propagacion de ondas, elasticidad, movimiento de fluidos y
especialmente en la teoria del potencial. La ecuacién se formula como

22" (t) + ta'(t) + (£* — a)z(t) = 0
Nosotros desarrollaremos la ecuaciéon de Bessel de orden o = 0.

Ejemplo 6.4.3 Resolvamos con el método de la transformada de Laplace la ecuacion

")+ ——+z(t)=0 < tz"(t) +2'(¢t) + tz(¢) =0 (6.11)
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Solucién Apliqguemos la transformada a la ecuacidn anterior

Llta" (1)) + L(0) + Lt(0) =0 = —L(a(t) + sL(2(t) — 2(0) + ToL(x(t)) =0
o equivalentemente

—d 2 / d

5 (5 L(2(2)) — s2(0) — 2(0)) + sL(2(t)) — 2(0) — —~L(x(t)) = 0

(25L(a(t) + 7 L(@(1)) ~ 1)+ sL((1) ~ 1~ L(a(t) = 0

d
(1)L (a(t) - sL((t) = 0
Definamos w(s) = L(z(¢))(s), luego podemos reescribir la ecuacidn anterior como

dw(s)  sw(s) dw(s) s

— — d
ds s241 = w(s) 32—|—13

Resolviendo la ecuacion de variables separables se obtiene que
1
log w(s) = —§log(s2 +1)+logK K>0 = w(s)=(s+1)""?+logK

Como ya hemos encontrado w(s) solo nos resta despejar la solucidn *z(t). Para esto resolva-
mos

1 1
L) K) = KL (S 1) (6.12)
s s
Recordemos la expansion de Taylor para expresiones del tipo

(1+2) = i (Z)wk

k=0

donde (Z) = ﬂa—_l%a_—’ml Utilizando la expansion en la ecuacidn (6.12) obtenemos que

=S () L =S ()
S _= — _— -
sio\k /s S\ k) s
Ahora ajustamos las constantes para obtener una transformada inversa, llegando a

o= £ () ameer=e( £ ()ar)

k=0 k

Concluimos que el resultado final es

1
9 2k
KZ( 2)%t

Imponiendo la condicidn inicial z(0) =1 se tiene que K = 1.

?La notacién cldsica de la solucién es Jo(t), pero para ser consistentes con la notacién del texto, nosotros
la llameremos z(¢)
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Capitulo 7

Series de Potencia

7.1 Series de Potencia

Las ecuaciones diferenciales, tienen a menudo soluciones expresadas en términos de fun-
ciones elementales tales como polinomios, exponenciales, senos y cosenos . Sin embargo, hay
muchas ecuaciones importantes que no poseen soluciones que puedan expresarse en forma tan
conveniente. En este capitulo nuestro objetivo es obtener una representacion de la soluciéon
en serie de potencias.

Definicion 7.1 Una Serie de Potencia en torno a un punto to es una expresion de la
forma:

Zan(t—tg)" = a0+a1(t—t0) —|—a2(t—t0)2 + ... (71)
n=0

Donde t es una variable y los coeficientes a,, son constantes. Se dice que (7.1) converge en
el punto t = r si la serie infinita ( de niumeros reales ) 3.0 o an(r —to)"™ converge; esto es, el

limite de las sumas parciales,
N

lim Z an(r — to)" (7.2)

N—oo "0

. . . ./ . . . . . .
existe (como numero finito). Si este imite no existe, se dice que la serie de potencias diverge
ent=r.

Obsérvese que (7.1) converge en t = to ya que

o0

Z an(t() — to)n = Qo + 0 + 0 + ... = Qo (73)

n=0

Pero, ; qué se puede decir acerca de la convergencia para otros valores de t? Como se
establece en el préximo teorema, una serie de potencias de la forma (7.1) converge para todo

103
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valor de ¢ perteneciente a un cierto ”intervalo”con centro en ¢y y diverge para los valores de ¢
que esten fuera de este intervalo. Ademads, en los puntos interiores de dicho intervalo, se dice
que la serie de potencias converge absolutamente si > > ; |a,(t —to)"| converge. (Recordemos
que la convergencia absoluta de una serie implica la convergencia ordinaria de la serie).

Teorema 7.1 Para cada serie de potencias de la forma (7.1), existe un numero p con 0 <
p < oo, llamado radio de convergencia de la serie de potencias, tal que (7.1) converge
absolutamente para |t — to| < p y diverge para |t — to| > p. Si la serie (7.1) converge para
todo valor real de t, entonces p = co. Si la serie converge solamente en to, entonces p = 0.

Demostracion 7.1 FEsta demostracion es mds propia de un curso de cdlculo, por lo que
dejamos al lector la tarea de estudiarla.

Obsérvese que el teorema anterior resuelve la cuestion de la convergencia, excepto en los
extremos to £ p. De manera que estos dos puntos requieren de un anélisis separado. Para
determinar el radio de convergencia p, un método que a menudo resulta facil de aplicar es
el criterio del cuociente.

Teorema 7.2 St

. a'n—l—l
lim ‘ =1L
n—oo an

Donde 0 < L < oo, entonces el radio de convergencia de la serie de potencias es p =1/L

Demostracion 7.2 Por las mismas razones que el teorema anterior, omitiremos esta de-
mostracion que se encuentra en cualquier texto de cdlculo.

Observacién Se advierte que si el cuociente |a,11/a,| no existe, entonces se deben emplear
otros métodos distintos del criterio del cuociente (como por ejemplo el criterio de la raiz)
para determinar p.

Para cada valor de ¢ para la cual la serie de potencias converge, se obtiene un numero que es
la suma de la serie. Resulta apropiado denotar esta suma con f(t), ya que su valor depende
de la eleccion de t. Dadas dos series de potencias

£(t) = ianu )y, glt) = ibnu o)

con radios de convergencia distinto de cero, se desea obtener representaciones en series de
potencias de la suma, el producto y la divisién de las funciones f(t) y g(¢). La suma se
obtiene por medio de la adicién término a término:

o0

F(8) +9(t) = >_(an +ba)(t — to)"

n=0
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Para todo ¢ perteneciente al intervalo de convergencia comun de las series de potencias. La
representacion de la serie del producto entre f(¢) y g(¢) es:

o0

F(t)g(t) = X en(t —to)"

n=0

donde ¢, = Y.7_g arba—i El cuociente f(t)/g(t) también tendrd un desarrollo en serie de
potencias en torno a to siempre que g(to) # 0. Sin embargo, el radio de convergencia de esta
serie puede resultar menor que el de f(¢) o g(¢). Desafortunadamente, no existe una férmula
cémoda para obtener los coeficientes de la serie de potencias.

El siguiente teorema explica, en parte, porque las series de potencias son tan utiles.

Teorema 7.3 Si la serie f(t) = Y02 o an(t —to)™ tiene un radio de convergencia positivo p,
entonces la derivacion término a término da lugar a la serie de potencias de la derivada de

f: _
f(t) = 2_) nan(t — to)"

y andlogamente con la integracion:

> a
t)dz = 2t —to)"Tt 4+ C
[50de =3 Et -+
Demostracion 7.3 Ambos resultados se deben a la linealidad de los operadores derivacion
e integracion. En efecto, al ser lineal la derivada (integral), f'(t) coincide con la derivada

término a término, luego se concluye el teorema (andlogo para la integral).

Notemos que no todas las funciones se pueden expresar como serie de potencias, luego aparece
naturalmente la definicién:

Definicion 7.2 Se dice que una funcion f es andlitica en to si, en un intervalo abierto en
torno a tg, esta funcidn es la suma en serie de potencias Y20 o a,(t —to)", que tiene un radio
de convergencia positivo.

Por ejemplo, una funcién polinomial by + b;t + ... + b,t™ es anédlitica para todo ¢y ya que
siempre se puede reescribir en la forma ag + a1(t — ¢o) + ... + an(t — to)”. Asi también, las
funciones elementales ef, sint y cos ¢ son anéliticas para todo ¢, mientras que In ¢ es anélitica
para todo ¢ > 0. En efecto, se tienen las representaciones:

o0 tn
n=0 """
. = (_1)71 2n+1
t = —t .
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= ]‘)n 2n
cost = z:: 2n)'t (7.6)
o0 1n 1
Int = Z t—1)" (7.7)
n

3

En la expresion de la serie de potencia de Int es en torno a t = 1, sin embargo se puede
obtener una expresién para todo ¢t > 0.

Observacion 7.1.1 Recordemos que las series tienen una propiedad de unicidad, pues, si

> an(t —to)” Zb (t — to)"
n=0

es valida en algin intervalo abierto en torno a to, entonces a, = b, paran =0,1,2,3,4,....

la ecuacidn:

Por tanto, si de alguna manera se puede obtener un desarollo en serie de potencia para una
funcion andlitica, entonces esta serie de potencias debe ser su serie de Taylor.

7.2 Soluciones en series de potencias de ecuaciones difer-
enciales lineales

En esta seccion demostraremos un método para obtener una solucién en serie de potencia de
una ecuacién diferencial lineal con coeficientes polinomiales. Este método a veces proporciona
una expresion precisa del término general del desarrollo en serie de potencia. El conocer la
forma del término general, nos permite también aplicar algin criterio para obtener el radio
de convergencia de la serie de potencias.

Empezemos escribiendo la ecuacion diferencial lineal:

az(t)z” + ai(t)z’ + ao(t)z =0

en la forma canénica

"+ p(t)z' + q(t)z =0 (7.8)
donde p(t) = ax(8)/as(t)  a() = aol)/as(?).

Definicién 7.3 Un punto ty se llama punto ordinario de la ecuacidn (7.8) si p = a1/a»
Yy ¢ = ao/az son andliticas en ty. Si tg no es punto ordinario, se le llama punto singular
de la ecuacion.

En un punto ordinario #o de la ecuacidén, las funciones coeficientes p(t) y g(¢) son andliticas
y, por lo mismo, es de esperar que las soluciones de estas ecuaciones hereden tal propiedad.
Este razonamiento se probara mas adelante, ahora veamos un ejemplo para ilustrar el método
de de resolucion.
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Ejemplo 7.2.1 Encuentre una solucion en serie de potencias en torno at =0 de:
'+ 2t =0

Solucién El coeficiente de @ es el polinomio 2t, que es una funcién andlitica en cualquier
. . . ./

parte, y entonces t = 0 es un punto ordinario de la ecuacion. Asi, suponemos que se puede

encontrar una solucion en serie de potencias de la forma:

z(t) = iant" (7.9)

Ahora nuestra tarea consiste en encontrar los coeficientes a,. Para este fin se necesita del
desarrollo de z'(t) proporcionado por la diferenciacion término a término de z(t):

z'(t) = Z na,t" !
n=1

Ahora sustituyendo los desarrollos en serie de z(t) y @'(t), se obtiene:

Z na,t"t + 2t Z at” =0
n=1 n=0

Lo cual se reduce a:

Z na,t™t + Z 2a,t" =0 (7.10)
n=1 n=0

Para sumar las dos series de potencias presentes en (7.10), sumamos los coeficientes de
potencias iguales de t, obteniendo:

aj + (2&2 + 2a0)t + (3&3 + 2a1)t2 + (4&4 + 2&2)t3 +...= 0 (7]_]_)

Para que la serie de potencias del primer miembro de la ecuacidn (7.11) sea idénticamente
cero, se debe verificar que todos los coeficientes sean iguales a cero. De modo que

a); — 0 2&2 + ag — 0
3as + 2a; =0 das + 2a, =0 etc.
Resolviendo el sistema anterior, resulta

2

a1:0 as — —Qg a3:——a1:0

3
1 1 1
g = ——Qag9 = ——(—a2) = —dqayp

2 2 2

Por tanto la serie de potencia de la solucion adopta la forma

1
z(t) = ap — apt® + §a0t4 + ...
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Usando la ecuacién (7.10) podemos obtener la relacién de recurrencia que se puede usar
para determinar el coeficiente ap.; en términos de aj_1, esto es,

B 2
a’k-l—]. - k —I— 1a’k1
Luego haciendo k£ = 1,2,3, ... y utilizando el hecho de que a; = 0, resulta que:
2 2
a2:—§a0:—a0 (k:]_), a3:—§a1:0 (k:2)
2 1 2
a4:—1a2:§a0 (k:?)), a5:_ga’3:0 (k:4)

Tras una buena inspeccién se observa que:

(="
n!
Aoan+1 = 0 n = 0, 1,2,

Gopn = ao n=1,23..

Sustituyendo la expresién (7.11), se obtiene la solucién en serie de potencias
T S R SN G I
z(t) = ao — aot” + 2a0t + .= ag E —t (7.12)
n=0 n.

Puesto que el coeficiente ag se deja indeterminado, sirve como constante arbitraria y, por
lo tanto, la ecuacién (7.12) proporciona la solucién general. Ademds se puede verificar que
dicha expresién converge a:

z(t) = age™ "
Por ultimo, notemos que este método sirve también para resolver problemas de valor inicial,
ya que basta reemplazar el valor de z(0) en la expresién encontrada para calcular el valor de

ag, lo que nos lleva a una solucién inica en serie de potencias del problema de valor inicial.

7.3 Ecuaciones con Coeficientes Analiticos

Acabamos de encontrar un método para las ecuaciones diferenciales de coeficientes con-
stantes, en torno a un punto ordinario, ahora es interesante ver el caso de coeficientes no
constantes. Primero veamos un teorema de existencia.

Teorema 7.4 Supongase que ty es un punto ordinario de la ecuacion
2"(t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t) = 0 (7.13)

FEntonces, (7.13) tiene dos soluciones analiticas linealmente independientes de la forma

o0

z(t) = D an(t —to)" (7.14)

n=0
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Ademds, el radio de convergencia de cualquier solucion en serie de potencias de la forma
(7.14) es por lo menos igual a la distancia de to al punto singular (real o complejo) de la
ecuacton (7.18) mds cercano.

Como se vio en la seccién anterior, el método de las series de potencias entrega una solucién
general de la misma forma de (7.14), con ag y a; como constantes arbitrarias (son dos
constantes pues es de segundo grado). Las dos soluciones mencionadas en el teorema se
pueden obtener tomando ap = 1y a; = 0, para la primera y ap = 0 y a; = 1 para la segunda.
Ahora veamos un ejemplo para ilustrar el método de resolucién en este caso.

Ejemplo 7.3.1 Encuentre los primeros términos del desarrollo en serie de potencias en
torno at =1 de la solucion general de la ecuacion

2¢" +tx' + 2 =0

Determine también el radio de convergencia de la serie.

Solucién Notemos que esta ecuacidn no tiene puntos singulares, pues p(t) = t/2 yq(t) = 1/2
son analiticas para todo valor de t. De modo que t = 1 es un punto ordinario, luego la
ecuacion tiene la solucion de la forma

o0

z(t) = Z a,(t —1)" (7.15)
n=0
Se pueden simplificar los cdlculos de los coeficientes a,,, trasladando el centro del desarrollo
(7.15) de to = la o = 0. Esto se lleva a cabo por medio de la sustitucion r =t — 1. puesto
que z(t) = z(r + 1), en virtud de la regla de la cadena, resulta que

dz dz Pz Pz

dt — dr> di2 T dr?
entonces la ecuacion inicial se transforma en
d’z de
2— 1)— =0 7.16
2 Tl te (7.16)

Lo que nos lleva a buscar una solucion de la forma
z(r) = Z a,r" (7.17)
n=0

donde los coeficientes a,, de las ecuaciones (7.17)y (7.15) son tguales. Procedindo como de
costumbre, sustituimos al serie de potencias de z(r) en (7.16), deducimos una formula de
recurrencia para los coeficientes y finalmente obtenemos que

1 2 1 3 1 2 1 3
o(t) = ao(l— 7(t =1+ (=17 +.) +ar((t—1) =t =17 = St =17 +..)

Notemos que si los coeficientes de la ecuacién lineal no son polinomios, pero si son funciones
rd
analiticas, ain se puede encontrar la soluciéon por el mismo método.



110 CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIA

7.4 Meétodo de Frobenius
Se tiene la ecuacién

at2w"(t) +btz'(t) +cx(t) =0 ¢t>0
o escrita en la forma candnica

2(6) 1 p(t)2'(8) + a(t)a(t) =0 ¢ >0

con p(t) = po/t y q(t) = go/t* (donde po y go son las constantes b/a y c/a, respectivamente).
Si sustituimos ¢" en la ultima ecuacion se obtiene

[r(r — 1) + por + go]t" 2 =0
de donde resulta la Ecuacion indicial
r(r—1) 4 por + go = 0 (7.18)

Por consiguiente, si 7; es una raiz de la ecuacién (7.18) entonces ¢" es una solucién de las
ecuaciones iniciales. Supongamos ahora de manera mas general que en vez de tener py y ¢o
constantes, se tienen funciones analiticas. Esto es, en un cierto intervalo abierto comtn con
centroent =0

tp(t) = po + pit + pat® + ... = antn
n=0

2qt) =go+ @t +qt’ +.. = Y. Q—nt"
n=0

De las ecuaciones anteriores, resulta que:
. _ . 2 _
limtp(t) =po  limt’q(t) = g

Y por consiguiente, para valores de ¢ cercanos a 0 se tiene que tp(t) & po y t%q(t) ~ go. Por
tanto es razonable suponer que las soluciones de la ecuacién inicial se comportaran (para
t cercano a 0) como las soluciones de la ecuacién de Cauchy-Euler(vistas en capitulos

anteriores)(0JO):
t22" 4 potz’ + gox = 0

Definicion 7.4 Se dice que un punto singular to de
z"(t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t) = 0 (7.19)

es un punto singular regular si tanto (t — to)p(t) como (t — to)?q(t) son analitica en to.!
De lo contrario, ty se llama punto singular irregular

Enla terminologfa de variable compleja, p tiene un polo de orden a lo sumo 1, y ¢ tiene un polo de orden
a lo sumo 2, en .
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Supongamos que ¢ = 0 es un punto singular de la ecuacién (7.19) de manera que p(t) y ¢(¢)
satisfacen:

p(t) =D pat"™,  q(t) =D gt
n=0 n=0

La idea del matematico Frobenius fue que, puesto que las ecuaciones de Cauchy-Euler tienen
soluciones de la forma ¢”, entonces para el punto singular ¢ = 0, debe haber soluciones de
(7.19) de la forma ¢", multiplicada por una funcién analitica. En consecuencia, se buscan
soluciones de la forma:

wr,t) =t" ) at" = a ™", t>0
n=0 n=0

Sin pérdida de generalidad, suponemos que ay es una constante arbitraria distinta de cero,
entonces solo resta determinar r y los coeficientes a,,n > 1. Derivando w(r,t) con repecto
a t se obtiene

w'(r,t) = Z(n + r)ant""'r_l = w'(r,t) = Z(n +r)n+r— l)ant""""_2
n=0 n=0

Si se sustituyen los desarrollos anteriores de w(r,t),w’(r,t)w"(r,t),p(t) ¢(t) en (7.19), se
obtiene

o0

ot 1+ () (S
n=0 "0 20
(S (S -
n=0 n=0

Realizando las multiplicaciones y agrupando los términos con potencias iguales de ¢, em-
pezando por la potencia menor ¢"~2. Llegamos a

[r(r — 1) + por + golaot™ > + [(r — )ray + (r + 1)poay + pirao + goas + qraolt” "+ ... =0

Como estamos igualando una serie de potencia a 0, se debe tener que cada coeficiente debe
ser cero. Considerando el primer término, "2, resulta

[r(r — 1) + por + golao = 0

Como se ha supuesto que ag # 0, la cantidad incluida dentro del corchete debe ser igual a
cero. Esto nos proporciona la ecuacion indicial que es similar a la que se obtuvo para las
ecuaciones de Cauchy-Euler. Esta ecuacién es llamada ecuacién indicial del punto .
Ahora igualemos los coeficientes de ¢"~! a cero, tenemos que

[(7‘ + 1)7' + (7‘ + 1)P0 + QO]al + (P17' + ql)ao =0

Dado que aq es arbitrario y se conocen los valores de p;,q; y r, podemos despejar a; conla
condiciéon de que el coeficiente ag no sea cero. Haciendo recursivamente este proceso, se
pueden despejar los valores de a,, en funcién de p;,¢;,7,an_1,...,a — 0.

Para clarifiar el método, veamos un ejemplo donde utilizaremos todos los conceptos vistos
anteriormente.
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Ejemplo 7.4.1 Encontremos un desarrollo en serie de potencia en torno al punto singular
reqular t = 0 de una solucion de

(t+2)%z" —tz' + (1 +t)z=0 ¢t>0

Solucidn En este caso p(t) = —t 1t +2)7! yq(t) =t72(t +2)"1(1 + t), entonces

1
. oo 1
po = lim tp(t): 11n(1)[ (t -+ 2) ] = __2

t—0

1
_ . 2 - -1 _ =
g = limt*q(t) =lm{t +2)7 (1 +¢) =

0

Puesto que t = 0 es un punto singular regular, se busca una solucion de la forma

w(t,r) =1¢" Z a,t” = Z a t"tE
n=0 =0

Debido al andlisis anterior, r debe satisfacer la ecuacion indicial , luego se obtiene que

1 1
rir—1)——r4+-=0
(r=1)—gr+3
lo que se reduce a (2r — 1)(r — 1) = 0. Luego se tiene que r =1 yr = 1/2 son raices de la
ecuacton indicial.
Utilizando la raiz mds grande, despejamos ay,as, etc. Para esto sustituimos w(t,1), w'(¢,1)
y w"(¢t,1) en la ecuacidn original, resultando

(t+2)2> (n+ Dnant™ ' =t (n+1)ant"+ (1 +1) ) at™ =0
n=0 n=0 n=0

En la expresidn anterior, podemos agrupar los términos en dos sumatorias de t*, es decir
YUk —1)(k —2) + Lar_ot* + > [2k(k — 1) — k + ap_1t* =0
k=2 k=1
Separando el término correspondiente a k = 1 y agrupando el resto, resulta
[2(1)(0) — 1 + aot + > _[(k* — 3k + 3)ar_s + (2k — 1)(k — )ar_1]t* = 0 (7.20)

k=2

Notemos que el primer coeficiente en al ecuacion anterior es cero. Ahora podemos determinar
los aj, en términos de ao igualando a cero los coeficientes de t* de la ecuacidn(7.20) para
k = 2,3,etc. Esto nos permite llegar a la relacion de recurrencia

(k% — 3k + 3)an_z + (2k — 1)(k — 1)ap_, = 0
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o equivalentemente

k2 — 3k +3
= — —y k>2
RN Gy TP R

Finalmente podemos utilizar la relacion de recurrencia para obtener los valores de ay, as,as,. ..

y sustituyendo resulta que

11 1
t.1) = apt*(1 — =t + —t2 — —t3 4 ...
w(t, 1) = aot (1 — gt + 7587 — g5t +

Donde ag es arbitrario. En particular para ag = 1, se obtiene la solucion

1 1 1
t)=t— =24+ 35— —t* 4 ...
z1(t) 3Tt T3t T

Para encontrar una segunda solucién, se podri’a intentar con r = 1/2 y despejar a;, as,as, ...
para obtener la solucién w(t,1/2).
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Hagamos un resumen del Método de Frobenius y repasemos las etapas mas importantes.

Método de Frobenius

Para obtener una solucién en serie de potencias en torno al punto singular ¢, de
az(t)z"(t) + ai(t)z'(t) + ao(t)z(t) =0 t > to (7.21)

Sigamos los siguientes pasos:

1. Sea p(t) := ai(t)/aa(t),q(t) := ao(t)/as(t). Si tanto (¢t — to)p(t) como (¢t — t)%q(t) son
andliticas en to, entonces £y es un punto singular regular y podemos aplicar los pasos
restantes.

2. Resolvamos la ecuacién indicial »(r — 1) + por + go = 0, donde py = lim;—+, (£ — to)p(2)
¥ go = lim; 4, (t — t0)%q(¢). Designando las raices ry, 7, con la condicién r; > ry .

3. Sea - -
w(t,r) = (E—1t0)" Y an(t —to)” = D an(t — to)™*"
n=0 n=0

Derivando término a término y sustituyendo w(¢,r) en la ecuacién (7.21) se obtiene
una ecuacion de la forma

Ao(t - to)r—I—J —|— Al(t - to)r+J+1 —|— e — 0

4. Igualando a cero los coeficientes Ag, 41, As. ...

5. Utilizando las igualdades anteriores, se debe encontrar una relacién de recurrencia que
incluya los coeficientes ag, a,as,...

6. Tomemos r = r; la raiz m’as grande y usemos la relaciéon obtenida en el paso anterior
para deterninar recursivamente ag, as, as, ... en términos de ag y 71.

7. Por ultimo se tiene que un desarrollo en serie de potencias de una solucién de (7.21) es

o0

w(t,r) = (t—t)™ D an(t —to)" t>to

n=0

donde ag es arbitrario y los valores de los coeficientes a, se definen en términos de ay
yr:.



7.4. METODO DE FROBENIUS 115

rd
Para terminar el capitulo veamos un teorema que nos permite resolver el problema del radio
de convergencia de la serie de potencias,

Teorema 7.5 Sity es un punto singular regular de la ecuacion (7.21), entonces existe por
lo menos una solucidn en serie de potencias de la forma w(t,r) (vista en el repaso anterior),
conr = 71 es la raiz mds grande de la ecuacion indicial asociada. Ademds este serie converge

para todo valor de t tal que 0 <t —ty < R, donde R es la distancia de t al punto singular
mds cercano.
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Capitulo 8

Sistemas Autonomos

8.1 Introduccion

Consideremos un sistema de dos ecuaciones diferenciales con dos variables, de la forma

z'(t) = f(z,y) } (8.1)

y'(t) =g(z,y)

En este caso, notemos que f(z,y) y g(z,y) no dependen de ¢ explicitamente, por lo cual
llamaremos al sistema Auténomo.

Ejemplo 8.1.1 Veamos un caso de un sistema no-autdénomo.

'(t) = ysen(t)+y
y'(t) = y*+az+cos(t)

Este sistema claramente es no-auténomo, pues f(z,y) = ysen(t)+y y g(z,y) = y*+z+cos(t)
dependen explicitamente de t.

En lo que sigue, supondremos que f(z,y) y g(z,y) son funciones de R* — R de clase C!, es

decir, las derivadas parciales de f(z,y) y g(z,y) son continuas.

Definicién 8.1 Dadas una solucidn de (8.1), Z(t) = (x(t),y(t)), nos interesa describir su
trayectoria, definida como su recorrido, es decir, el conjunto (curva) de puntos #(t),t € I.

(HACER DIBUJO)

Definicién 8.2 El conjunto de las trayectorias de (8.1) descritos en el plano, se denominan

Plano de Fase del sistema (8.1).

117
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Queremos describir este conjunto geométricamente, es decir, graficar las trayectorias Z(¢) del
sistema (8.1). Para ello, veremos algunas propiedades generales de sistemas. La primera y
fudamental es

Teorema 8.1 (Existencia y Unicidad)
Dadot € R y T € R? (%o = (z0,Y0)), existe una unica solucidn F(t) del sistema

z'(t) = f(z,y)
y'(t) = g(z,y)

Tal que Z(to) = Zo

Notemos que #(t) esta definido en un intervalo maximal de existencia Z =]a,b[. Sia (o b) es
finito, entonces

'(t) =-—=°
y'(t) =-y

Solucion Comeo las ecuaciones no estan ligadas, podemos resolver el sistema componente
por componente. Partamos resolviendo para z(t)

de 3 de
— =— —=—[dt
dt v z3 /
Despejando se llega a
1 1 -1
CBZ(t) = < w(t) = 3
2(t — ) V2(t—c¢) /2t — o)

Andlogamente para y(t) se obtiene
y(t) = be™*

Por lo tanto, tenemos que las soluciones son

(56)- (2 ) ()

para cada c € R y b € R. Su intervalo mazimal de existencia es T =|c,+oo[. Por wltimo
grafiquemos las trayectorias

(HACER DIBUJO)
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8.2 Sistemas Autonomos

En este capitulo estudiaremos el caso de sitemas auténomos. Sin embargo, existe una forma
de transformar un sistema no-auténomo en uno auténomo.(PONER DEM??7)

Recordemos el dltimo ejemplo de la seccién anterior y notemos que (0, 0) es un punto singular
del sistema, es decir #(t) = (0,0) es una solucién constante del sistema. Como todas las
trayectorias se acercan a (0,0) cuando ¢ — 400, decimos que este punto es asintSticamente
estable. En general

Definicién 8.3 A un punto (zo,yo) se le llamard Punto Singular del Sistema (8.1) si
f(zo,y0) = 0 y g(zo,y0) = 0. En este caso Z(t) = (zo,Yo) es una solucion constante del
sistema.

Definicion 8.4 Un punto singular de un sistema se dird Asintoticamente Estable si
todas las trayectorias convergen a él, cuando t tiende a infinito.

Veamos algunas propiedades de las trayectorias.

Teorema 8.2 (Propiedad bdsica de los Sistemas Autdnomos)
Si Z(t) es una solucion del sistema (8.1), entonces W(t) = Z(t + p) donde p € R es también
solucion de (8.1). Es decir, el traslado temporal de una solucion sigue siendo solucidn.

Demostracion 8.1 Definamos

Entonces el sistema se escribe como &'(t) = ﬁ(f(t))
Por otro lado, tenemos que

() = (""

Por lo tanto w(t) = ﬁ(u?’(t)), es decir, es solucion del sistema(8.1).

Claramente las trayectorias de #(t) y Z(¢t + p) coinciden , pues solo cambia el instante de
partida. Esto nos motiva a estudiar las propiedades de las trayectorias
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8.3 Propiedades de las Trayectorias de un Sistema Auténomo

I
Para unificar el vocabulario usado en la teoria de trayectorias, repasemos las siguientes
definiciones.

7

Definicion 8.5 Llamaremos curva cerrada a aquella que pasa por st misma. En caso con-
trario, diremos que la curva es simple.

Teorema 8.3 (Propiedades Importantes de las Trayectorias de un Sistema Auténomo)

1. Dos trayectorias diferentes no se intersectan.

2. Una trayectoria no pasa por si misma. St se produce “re-contacto”, entonces la curva
es cerrada y la solucidn es periddica.

Demostraciéon 8.2 1. Probemos que si Z1(t) y ¥2(t) son dos soluciones cuyas trayecto-
rias coinciden en un punto, entonces estas trayectorias son la misma.
Como las trayectorias coinciden en un punto, entonces existe t; y ty tales que F1(t1) =
Za(t2).
Definamos w(t) = Z2(t + (t2—t1)), entonces, debido a la propiedad (8.2), W(t) también
es solucion del sistema (8.1). Ademds por hipdtesis se tiene que

W(t) = Za(ts) = T1(t1)

Luego, por el teorema de Ezistencia y Unicidad se debe tener que w(t) = #1(t). Es
decir

Fo(t) = W(t) = Bt + (b — 1)) VEER

Por lo tanto ©1(t) es un trasladado temporal de T5(t), lo que concluye el primer punto.

2. Probemos que si Z(t) es una solucion tal que Z(t1) = Z(t3) con t; < ta, entonces Z(t)
es periddica de periodo p = (t2 — t1).
Sea T el intervalo mazimal de ezxistencia de Z(t), de modo que t1,ts € I. Definamos
(t) = #(t + (p).
Primero veamos que T = R. En efecto si T =|a,b|, entonces el intervalo mazimal de
existencia para W(t) es J =Ja — p,b— pl.
Pero t, y ts estan en I entonces

a<ty<b = a—p<ti<b—p = t€J

Ademds #(t1) = wW(t1), entonces por el teorema de ezistencia y unicidad, se tiene que
Z(t) = w(t) Vt € R, mds ain como coinciden se obtiene que T = J, es decir

la—p,b—p[=]a, b = a=+4c0 A b=—-00 =T =R

Notemos que también hemos probado que #(t) = Z(t + p), luego Z(t) es periddica y su
trayectoria es una curva cerrada.
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Teorema 8.4 Sea Z(t) es una solucion del sistema (8.1), definida en [to,00) ylim;, o Z(¢)
Zo existe. Entonces se tiene que Ty es punto singular del sistema, es decir, f(zo,yo)

9(zo,y0) =0

Demostracion 8.3 Supongamos que
Z(t) = (z(t),y(t)) — (=o,y0) cuando t - oo = f(z(¢),y(t)) — f(z0,yo)

Pues f(z,y) es continua. Por otro lado, se tiene que integrando &'(t) resulta que
[ #wdt = [ fz(0),y(®)dt = 2(s) ~ z(to)

Tomando limite
E E

lim #(s) —#(to) = lim [ f(z(t),y(¢))dt = lLm | f(=(¢),y(t))dt existe y es finito

$—r 00 $— 00 to $— 00 to

-

Zo

Sea | = f(zo,y0). Notemos que f(z(t),y(t)) — | cuando t — oo. Supongamos que | > 0,
entonces es tiene que

/oo f(z(t),y(t))dt = +oo = [ no puede ser >0
to

Andlogamente se prueba que I < 0 no es posible. Por lo tanto, | =0, o sea f(zo,yo) = 0.
Utilizando el mismo procedimiento se prueba que g(zo,yo) = 0.

Ejemplo 8.3.1 Ecuacin del pendulo.
mé + gsen(0) =0 (8.2)

(HACER DIBUJO!!!)

Donde m es la masa colgando y g la constante de aceleracion de gravedad. Como sdlo nos
interesa el estudio de la ecuacion diferencial, supondremos que m =1 y g = 1.

La ecuacion (8.2) se puede escribir como

z'(t) =ylt) } (8.3)

y'(t) = —sen(z(t))

Tomando © = 0 yy = . A continuacién estudiemos el sistema (8.3) para dibujar su
diagrama de fase. Se tiene que

de dy de dy

a Y 4 dt sen(e) = y —sen(z)
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Integrando, se obtiene que

2

/—sen(w)dw = /ydy = cos(z) = % +C

Esto nos dice que cada trayectoria del sistema debe estar contenida en una curva de nivel de
2
la funcidn® H(z,y) = % — cos(z). Dibujemos las curvas de nivel

(HACER DIBUJO!!)

Es importante entender el diagrama de fase de un sistema que sigue un fenémeno fisico
determinado, y especialmente como se comporta este diagrama en torno a un punto singular.
En el caso del péndulo, los puntos singulares (0,0) y (7,0) son de naturaleza muy distinta:

1. El punto (0,0) es estable en el sentido que una solucién que parte cerca del punto,
siempre se mantiene cerca de él.

2. El punto (7,0) es inestable en el sentido que una solucién que parte cerca del punto,
puede irse muy lejos de (,0).

8.4 Diagramas de Fase

Analizaremos en detalle como se ve el diagrama de fase de un sistema lineal
Z'(t) = AZ(t) (8.4)
donde A € M,,y»(R). Supondremos que det(A) # 0 lo que implica que
AZ(t) =0 = Z(t)=0

Es decir, (t) = 0 es el dnico punto singular del sistema.
Para hacer el bosquejo de un diagrama de fase, condideremos algunos casos distintos

1. A diagonalizable. Dentro de este caso, veamos los siguientes subcasos

(a) Valores propios reales distintos. Como son distintos, debemos tener en cuenta si
poseen el mismo signo o no.

(b) Valores propios reales iguales.

(c) Valores propios complejos conjugados.

2. A no diagonalizable, es decir, A tiene un valor propio doble.

!Esto se puede interpretar como un sistema Hamiltoniano que no disipa energia
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Veamos el analisis de cada uno de estos casos. Sean A y p los valores propios de A, entonces
se tiene que

Primer caso: Valores Propios Reales, Distintos y con el mismo Signo.

Sin pérdida de generalidad A < g < 0. Sean X y i los vectores propios asociados. Entonces
todo solucién de (8.4) se escribe

Z(t) = c1e™MU + etV — Z(t) = w(t)u + z(¢)v
Asi (w(t), z(t)) constituyen las coordenadas de Z(t) en la base de R® dada por los vectores

gy A Grafiquemos Z(t) en estas coordenadas, es decir

(HACER DIBUJO!!!)

El eje w corresponde a la recta generada por # en las coordenadas originales y el eje z a
aquella generada por v.

(HACER DIBUJO!!)

Decimos que 0 es un nodo estable de dos tangentes. Se dice estable, en el sentido que
las trayectorias se aproximan a 0 cuando t — oo.

Si en lugar de A < p tomamos p < A, el grafico es el siguiente

(HACER DIBUJO!)

Las trayectorias se acercan tangencialmente al eje asociado al valor propio de valor absoluto
menor.

Si X, u > 0, se tiene que w(t) = cie* y z(t) = cyet. Las trayectorias en este caso se alejan
del origen, es decir, 0 es un nodo inestable

(HACER DIBUJO!!!!)

Segundo caso: Valores Propios Iguales.
En este caso A = p, con vectores propios X y [t respectivamente. Supongamos A = p > 0,
entonces

w(t) = cre’ z(t) = caet

Luego, cie” + cpe* = 0 es una recta que pasa por el origen. Ademds, (w(t), z(t)) — (0,0)
cuando t — oo. Por lo tanto, Las flechas "salen”del origen y las trayectorias son todas las
rectas que pasan por el (0,0). 0 es llamado nodo estelar inestable.

(HACER DIBUJO!)

Si A =p <0, el diagrama es el mismo, pero las flechas estan orientadas hacia el origen. Por
esto se le llama nodo estelar estable.

Tercer Caso: Valores Propios Reales, Distintos y con signos Distintos.
Supongamos A < 0 < y, asi las coordenadas del sistema asociadas a Adyfi, son
w(t) = cie™ A z(t) = cpet
Primero analicemos el caso ¢; > 0 y c; = 0, entonces (w(t), 2(¢)) = (c1*,0) — (0,0) cuando
t— oo
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(HACER DIBUJO!)
Anidlogamente, podemos analizar el caso ¢; = 0 y ¢z # 0, obteniendo el mismo diagrama,
pero con diferencias en el sentido de las flechas.

(HACER DIBUJO!!!)

Por dltimo tomemos el caso ¢;,cy > 0. Luego

(ﬂ) — et (@) — 2(t) = K(u(t))

Ca ]

>e

Como p y A tiene signos opuestos, se tiene que —a = £ <0

(HACER DIBUJ!!!)

Anélogamente, podemos estudiar el caso ¢1,c2 < 0,¢1 > 0,¢0 < 0,¢; < 0,c2 > 0y obtenemos
el siguiente diagrama de fase

(HACER DIBUJO!!)

Cuarto caso: Valores Propios Complejos.

Sead=a+i8yp=a—18 con 3 # 0.Sean los vectores propios asociados ¥ = ad + ib y
¥ = @ — ib. Entonces se tiene que las soluciones complejas linealmente independientes son

—

eG4 3B) A e @TP)(G — 4b)

Pero, e(“+iﬁ)t(6+ig) = eo‘t(cos(ﬂt)—|—isen(ﬂt))(6—|—i3). Gracias a la formula anterior, podemos
escribir una solucién como

e*(cos(Bt)a — sen(ﬂt)l_;) — ie**(cos(Bt)d + sen(ﬂt)l_;)

La otra simplemente es su conjugada. Las partes real y compleja son soluciones reales del
sistema y son linealmente independientes. Por lo tanto, son una base de soluciones, es decir
la solucién general es

-, -,

Z(t) = cie®(cos(Bt)d — sen(Bt)b) + c2e®*(cos(Bt)d + sen(Bt)d) }
= e™[cicos(Bt) + casen(Bt)] @ + e**[cacos(Bt) — cisen(Bt)]b
w(t) z(t)

Escribiremos graficamente las coordenadas w(t) y z(¢) de las soluciones, respecto a @'y l_;,
base de IR.
(HACER DiBUJO!!)



