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Capitulo 1

Nociones basicas y métodos elementales de
resoluciéon

1. Motivacion: leyes fisicas y problemas geométricos

Las ecuaciones diferenciales ordinarias son identidades que vinculan una funcién
con sus derivadas. Por ejemplo, si y(t) denota el nimero de bacterias en una colonia
en funcién del tiempo?, la ecuacién diferencial

y'(t) = oy(t)
donde ¢ es una constante positiva, expresa que el aumento de la poblacién bacte-
riana, representada por la derivada 3/, es proporcional a la propia poblacién y, esto
es, mientras més bacterias hay, mas rapido ellas se multiplican.

La soluciéon de una ecuacién diferencial es una funcién y no un nidmero, a
diferencia de las ecuaciones algebraicas. En el ejemplo anterior se trata de encontrar
la funcién y(t): nimero de bacterias en funcién del tiempo. Una posible solucién es
la funcién:

y(t) = yoe”*
donde gy es el nimero inicial de bacterias en ¢ = 0. Este tipo de soluciones expo-
nenciales apareceran recurrentemente en la teoria y en la practica.

Las ecuaciones diferenciales aparecen con frecuencia en muchas ramas de la
matematica, y sirven para plantear y resolver problemas provenientes de la fisica, la
ingenierfa, la economia, la biologia y de las ciencias sociales, entre otras disciplinas.?

Veremos a través de algunas leyes fisicas y de algunos problemas geométricos
que una ecuacién diferencial es una forma simple de reproducir y en el mejor de los
casos explicar una situacién real, esto es, al fin y al cabo una forma 1til de modelar.

1.1. Modelamiento de un fenédmeno en biologia: la osmosis. Analice-
mos el fenémeno de la osmosis, presente en muchos procesos fisiolégicos. Conside-
remos un experimento en que disponemos dos medios de salmuera A y B separados
por una membrana impermeable en ¢ = 0 con concentraciones iniciales C% y C%
con C% < C%. En un instante ¢ > 0 la membrana que los separa se vuelve semi-
permeable y permite el paso de las moléculas de agua, pero no de las moléculas de
sal disueltas (ver Figura 1). El problema es modelar la evolucién de las concentra-
ciones de sal Cy(t) y Cp(t) en funcién del tiempo. Se observa experimentalmente
que a medida que el tiempo transcurre, el agua se desplaza a través de la membrana
desde la solucién de baja concentraciéon A hacia la de alta concentracién B hasta

LA menudo llamaremos a una funcién y : R — R por y(t) simplemente y su derivada por y’
siempre que ésta exista.

2Las ecuaciones diferenciales se conocen también bajo otros nombres en ciencias e ingenieria
tales como: modelos diferenciales, ecuaciones de evolucién, sistemas dindmicos, etc.

1
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FiGURA 1. Osmosis por una membrana semipermeable.

alcanzar asintéticamente un valor de equilibrio como se muestra en el grafico de la
Figura 2.

Se constata, también experimentalmente, que este valor de equilibrio correspon-
de al promedio M de concentraciones, el cual es conservado a través del tiempo.
Esto tiene dos consecuencias: dicho promedio debe ser igual al promedio de las con-
centraciones iniciales y es por lo tanto conocido. Ademads, como C4(t)+Cp(t) = 2M
es constante, podemos obtener en cada instante ¢ la concentracién en B conociendo
la de A y viceversa. Asi es que el problema se reduce a encontrar solamente la
funcién C4(¢).

Ficgura 2. Evoluciéon de las concentraciones durante la osmosis
que convergen asintéticamente al promedio M de las concentracio-
nes de ambos medios.

Si registramos en un gréfico el logaritmo natural de la diferencia M — C4(t)
en funcién del tiempo, observaremos que la curva experimental se ajusta bien a
una recta de pendiente negativa —o. Una hip6tesis razonable es entonces un ajuste
exponencial de C4(t) a la asintota de ordenada M, en efecto,

In(M —Ca(t)) = —0t+C = Calt)=M—-Ke ",

donde K es una constante que se obtiene imponiendo la condicién inicial C4(0) =
CY lo que nos da K = M — C9. Reemplazando la constante K en la expresién
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anterior, esto nos provee de la féormula siguiente para la concentracién buscada:
(1) Ca(t)= M — (M — C4(0))e "

Esta funcién representa un buen modelo de la realidad, ya que se ajusta razo-
nablemente bien a las mediciones experimentales, sin embargo, nos resulta todavia
misterioso por qué deberiamos aceptar este modelo de crecimiento exponencial como
un modelo razonable y no otro modelo diferente, por ejemplo, un ajuste polinomial
por pedazos.

Esto nos lleva a preguntarnos ;hay alguna ley o principio que explique el
fenémeno de la osmosis? Una idea, que resulta ser fundamental, consiste en es-
tudiar si existe una relacidn simple entre la concentracion Cx(t) y su aumento
C’,(t). Derivando (1) obtenemos:

Ch(t) = oKe“t
= oKe %'"+oM—-0oM
= o(M— (M —Ke™ ")
esto es, la relacion buscada es:
(2) Cy(t) = o(M — Ca(t)).

Entonces la solucién (1) satisface (2). Interpretando (2) encontramos una relacion
diferencial simple y comprensible que podemos enunciar como la ley siguiente:

LEY DE OSMOSIS

“El aumento de concentracion es proporcional en cada ins-
tante a la diferencia de concentracion entre el promedio
asintotico de concentraciones y la concentracion actual. La
constante de proporcionalidad cuantifica la permeabilidad
de la membrana.”

La ley de osmosis representada por la ecuacién diferencial (2) provee una inter-
pretacién més intuitiva y profunda del proceso de osmosis. Mas adelante veremos
que (2) tiene como solucién (1). La otra ventaja esta ley es que, aparte de su sim-
plicidad, sirve para modelar por analogia otros problemas similares, como lo es la
ley de enfriamiento o algunos modelos de poblacién, que veremos mas adelante.

EJeErRcICIO PROPUESTO 1.1. Si en el grafico del experimento de la Figura 2, el
aumento de la concentracién en A hubiese resultado con una forma sigmoide (esto es
estrictamente creciente hacia la asintota pero con un punto de inflexién) ;Qué mo-
delo diferencial propondria usted para este fenémeno? Indicacién: averiguar sobre
el modelo de crecimiento logistico.

1.2. Modelamiento de otros fenémenos naturales. Muchos fenémenos
de la naturaleza pueden modelarse a través de relaciones entre cantidades y sus va-
riaciones®, esta idea revolucionaria para la ciencia fue introducida en el siglo XVII
entre otros por Fermat, Newton y Leibniz. En términos matematicos, estamos ha-
blando en todos los casos de identidades que relacionan una funcién y sus derivadas
o sea, de ecuaciones diferenciales.

30 fluriones en la terminologia original de Newton, que da la idea de continuo temporal.
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La mayoria de las leyes fisicas pueden representarse por ecuaciones diferenciales
que involucran alguna funcién como incégnita, la que puede representar por ejemplo
el movimiento de un cuerpo o la concentracién de una especie quimica. Dichas
ecuaciones diferenciales suelen ser simples, sin embargo el encontrar la funcién
incégnita puede llegar a ser una ardua o imposible tarea. Un ejemplo es la ley
de la gravitacion universal, que modela el movimiento de los planetas alrededor del
sol:

LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL
“La aceleracion de un planeta es proporcional a la fuer-
za que sobre él ejerce el sol, cuya magnitud es inversa al
cuadrado de la distancia que los separa.”

Esta ley del siglo XVII lleva a dos ecuaciones con dos derivadas de la forma:

= €z y// __ Y
(22 + y2)3/2 (22 + y2)3/2
donde (z,y) es la posicién del planeta en el plano de origen en el Sol. Estas ecuacio-
nes tienen como solucién elipses en el caso de un solo planeta. En el caso de varios
planetas, en realidad también ejercen fuerza sobre un planeta los demds planetas y
no solamente el Sol, lo que lleva a érbitas muchisimo més complicadas y al estudio
posterior de érbitas cadticas en el siglo XX por Poincaré entre otros.

El movimiento de los planetas hace parte de los esos fendmenos en los que
se conoce la ley y por lo tanto las ecuaciones diferenciales que representan dicho
fenémeno, pero no se logra comprender completamente la soluciéon a dichas ecua-
ciones. La ley de movimiento en este caso resulta mas simple que el movimiento en
sit

Este ejemplo nos muestra a demdas que las ecuaciones diferenciales se pueden

presentar en grupos de dos o mas formando sistemas de ecuaciones diferenciales.”

EJERCICIO PROPUESTO 1.2. Averigue quién recopil6 los datos a partir de los
que Kepler postulé la idea de érbitas elipticas.

1.3. Modelamiento de problemas geométricos. Las ecuaciones diferen-
ciales pueden ser también ttiles para plantear y resolver problemas geométricos.
Puede servir por ejemplo para agrupar una familia de curvas. Veamos el caso de
las familias ortogonales.

Consideremos la familia F de todas las pardbolas con vértice en el origen defi-
nidas por la ecuacién y = az?, con a € R. Derivando con respecto a = obtenemos
y' = 2az. Si usamos la expresién anterior para eliminar el pardmetro a obtenemos
La ecuacién diferencial que representa la familiaF:

y’:2g.
T

Esta ecuacion diferencial revela la siguiente propiedad geométrica de esta familia de
parabolas: la pendiente en cada punto es el doble de la pendiente de la recta que une
el punto con el origen. En general, algunas propiedades geométricas compartidas por

4Es el caso también de las ecuaciones de Navier-Stokes que modelan el movimiento de un
fluido tridimensional, y no se sabe si dan lugar o no a una tnica solucién; o el de la ecuacién de
Schrodinger, que modela la compleja dualidad onda-particula de manera increiblemente simple.
5Ver Capitulo 5.
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las curvas de una familia pueden conocerse al inspeccionar la ecuacion diferencial
correspondiente.

Tratemos ahora de encontrar la familia G de todas las curvas que intersectan
de manera perpendicular a las parabolas de la familia F. Esto es, G es la familia
ortogonal a la familia F.

Si la funcién z € G define una de estas curvas entonces z'(x)y’(xr) = —1 para
toda y € F y para todo x € R siempre que z(x) = y(x), esto es, las curvas se

intersectan en el punto (z,y(z)). Dado que y'(x , la ecuacién que define a

la familia G resulta ser:

z'(ac)z -1 e R .
y'(x)  2y(x) 22(x)
Notar que reemplazamos y por z pues las curvas se intersectan.
Tratemos de resolver la ecuacion diferencial anterior. Esto es, tratemos de en-
contrar la forma de la funcién z(z) o més precisamente, las curvas (z, z). Tenemos
que

22(x)2' () = -—=

%(z(x)f = —ux.

Si integramos a ambos lados de la ecuacién obtenemos

2
2@ = -5 +C,
2
donde C es una constante. Escrito de otro modo, esto es

22 z?

ctae =t

La familia G esta integrada por todas las elipses que estan centradas en el origen.

EJeErcicio PROPUESTO 1.3. En la discusién anterior, al reemplazar y por z,
dado que las curvas se intersectan, se obtiene la ecuacién 2z’ = —z=. Por otro lado,

si hubiésemos reemplazado y por y = az? llegamos a la ecuacién 2’/ = L que

" 2az
es completamente diferente. Convénzace de que no es correcto reemplazar y por

y = az? dado que a depende de z por lo que la segunda ecuacién no es vélida.

2. Definiciones basicas y nocién de solucién de una EDO

DEFINICION 1.1. Una ecuacidn diferencial ordinaria (abreviada EDO) es una
identidad de la forma

F(xvy(x)vy/(x)a y”(x)v s 7y(n) (I)) =0,

donde x representa la variable independiente e y una la funcién incégnita, llamada
también solucion de la EDO. La funcién F' representa la relacién que liga las deri-
vadas de y. Se dice que la ecuacion es ordinaria si se deriva con respecto a una sola
variable®.

6Si se deriva con respecto a varias variables, se habla de Ecuacién Diferencial Parcial (EDP).
Notemos que existen también las inecuaciones diferenciales, donde la igualdad en la Definicién 1.1
es reemplazada por una desigualdad.
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En algunas situaciones, como en los problemas geométricos, resulta natural usar
x como variable independiente. En otras situaciones, como en los problemas donde
se deriva respecto del tiempo, es mucho mas natural utilizar la letra ¢t. En los pri-
meros capitulos hemos escogido arbitrariamente & como la variable independiente,
pero cuando sea apropiado cambiaremos a t.

Consideraremos aqui que F' es una funcion a valores escalares, esto corresponde
a una sola ecuacién diferencial. Se puede considerar también que F' tome valores
vectoriales, pero en este caso se tratara de sistemas de ecuaciones diferenciales que
veremos mas adelante.”

Resultard ltil introducir el orden de una EDO.

DEFINICION 1.2. El orden de una ecuacién diferencial es el grado de derivacién
maximo que aparece en la ecuacién que en este caso es el nimero natural n.

Finalmente, mencionemos la diferencia fundamental entre ecuaciones diferen-
ciales lineales y no lineales.

DEFINICION 1.3. Una EDO lineal de orden n es de la forma

3) an(2)y™ + an 1y + -t ar(@)y Faolx)y = Q)

donde las funciones a;(z) € R, Vi € {1,...,n} son llamadas coeficientes de la EDO.
DEFINICION 1.4. Si Q(z) (llamado comtunmente lado derecho de la EDO) es

idénticamente nulo, la EDO lineal se dice homogénea. Si Q(z) # 0, la EDO lineal
se dice no homogénea.

DEFINICION 1.5. Si los coeficientes a;(x) no dependen de z, se dice que la EDO
lineal es a coeficientes constantes. De lo contrario se dice que ella es a coeficientes
variables.

En el caso que a,(x) # 0 se puede dividir la EDO (3) por a,(z). La EDO que
asi se obtiene con
_ — ai(z) . - Q(z)
n = 1; 7 = ) = Oa ey 0T 17 =
) =1, @) = -1 Q==
se dice que estd normalizada®. Utilizaremos la barra sobre los coeficientes y el lado
derecho para indicar normalizacién.
Una EDO no lineal es simplemente una EDO que no es lineal. Gran parte de
este texto concierne en el estudio de EDO lineales.”

EJEMPLO 1.1. y(1 + (y)?) = 4. EDO no lineal, de orden 1. Esta es la EDO de
la curva braquistécrona, que estudiaremos mas a fondo en el Ejemplo 1.9. (I

EJEMPLO 1.2. zy’ + e¢sen(z)y = tan(x). EDO lineal de orden 1 a coeficientes
variables, no homogénea ni normalizada. (I

EJjEMPLO 1.3. y” — 2y = 0. EDO lineal de orden 2 a coeficientes constantes,
homogénea y normalizada. (|

"Ver Capitulo 5.

8Si an (z) = 0 para valores discretos de z, se puede normalizar por intervalos.

9Resolveremos algunas EDO no lineales en este capitulo usando métodos elementales y al
final estudiaremos algunos sistemas no lineales en el Capitulo 6 por linealizacién.
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n orden de la EDO
Q(z)=0 homogénea
Q(z) #0 no homogénea

Vi, a; = cte | coeficientes constantes

3i, a; = a;(x) | coeficientes variables

a, =1 normalizada

CuaDRO 1. Clasificacién de la EDO lineal » _ a;(z)y") = Q(x).
=0

3. Ecuaciones diferenciales elementales

En este capitulo estudiaremos algunas técnicas que nos permitiran determinar
las soluciones de una gran cantidad de EDO. Comenzaremos por analizar cuatro
tipos de ecuaciones de primer orden que llamaremos elementales:

= integracién directa: y' = f(z).
= variables separables: y' = f(z)g(y).
= lineal de primer orden homogénea: 3’ + @o(z)y = 0.
lineal de primer orden no homogénea: y' + ao(z)y = Q(z).

Posteriormente estudiaremos algunas otras ecuaciones de primer y segundo
orden que pueden reducirse a estos casos elementales.

Nos enfocaremos en la resolucién de las ecuaciones y no siempre seremos dema-
siado rigurosos en los aspectos tedricos que justifican los calculos. Estos aspectos
(existencia, unicidad, regularidad de la solucién) seran tratados con més profundi-
dad en capitulos posteriores.

Para resolver los casos elementales, serd 1til el calculo de primitivas y recordar
el conocido Teorema Fundamental del Célculo.

TEOREMA 1.1 (TFC). Sea f integrable en [a,b], entonces, dado zo € [a,b] e
Yo € R, la funcion y, definida por

y(@) = yo + / f(s)ds, para =€ [a,b)],

es continua en [a, b y se tiene y(xo) = yo. Si ademds f es continua en [a,b] entonces
la funcion y(x) es también derivable'® en [a,b] con derivada continua igual a f(z),
esto es, se tiene que

(@ @) = vlen) + [ /(s Vo€ o

(5) % /”” f(s)ds = f(x) Vx € [a,b].

Las identidades anteriores serdn especialmente ttiles en este y los préximos
capitulos por lo que se sugiere al lector recordarlas siempre.

10Dgrivable en el cerrado [a, b] significa derivable en el abierto (a,b) y con derivadas laterales
enat yb.
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3.1. Integracion directa. Consideramos una EDO del tipo

(6) y = f(x).
Si la funcién f es integrable (por ejemplo si es continua o continua por pedazos'!),
gracias al TFC las soluciones existen y estdn dadas por:

(7) Y= /f(:v)dac +C,

donde C € R es una constante arbitraria.

EJEMPLO 1.4. Las soluciones de la ecuacién y' = sen(z) son de la forma
y = /sen(m)dw +C=—cos(z)+C, con CeR.
(]

EJEMPLO 1.5. La ecuacién y’' = z tiene como soluciones a las funciones de la
forma

2
y:/xdx—i—C:%—i—C, con CeR.
O

Denotaremos por C' genéricamente a una constante arbitraria sin importar las
eventuales transformaciones biyectivas que la mantienen arbitraria (ponderaciones
por un escalar no nulo, cambios de signo, suma de otra constante). Por ejemplo C,
20, C/+/2, —C, C + 4 pueden ser representadas por una misma constante genérica.
Si la transformacién no es biyectiva, por ejemplo C2, entonces se pierde la arbi-
trariedad y es mejor escribir explicitamente C? o precisar de algin modo que la
constante no puede ser negativa.

1
EJEMPLO 1.6. Estudiemos la ecuacién ¢y’ = — para x # 0.
x

y = / ‘i_f +C =In(|z]) + C = In(|z]) + In(k) = In(k|z]), &k > 0.

En el cdlculo anterior hemos reemplazado la constante arbitraria C' por In(k) (don-
de k = e“ > 0) para escribir la solucién de manera mds compacta y sin perder
arbitrariedad. Observemos también que el médulo en el logaritmo nos da la primi-
tiva correcta de 1/x cuando = < 0. Como |z| no es derivable en x = 0, se considera
la resolucién de la EDO separadamente en cada intervalo (—oo,0) y (0, 00). O

Supongamos ahora que queremos encontrar la solucién de (6) definida sobre un
intervalo I y que ademds pase por cierto punto (zg,yo) dado. Esto es, queremos

resolver el siguiente problemal!?:

{ y'(x) f(z) paratodo z €1,
y(wo) = wo

Integrando la ecuacién ¢y’ = f(x) entre xzg y « € I obtenemos

Hyer Capitulo 4, donde las funciones constantes por pedazos aparecen de manera natural.
12v/er Capitulo 2 donde se estudia este problema conocido como problema de Cauchy.
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A}wm=éy@w

y del TFC (identidad (4)), se tiene que
Q i) = ylan) + [ f5)ds.

Detengdmonos aqui para comparar (7) y (8). La funcién F(x) = f;o f(s)ds en (8)
es una primitiva bien particular de f: aquella que cumple F(z) = 0. Entonces la
constante C' en (7) deja de ser arbitraria y se tiene que C = y(zg).

Esto nos dice que el problema de Cauchy que nos planteamos tiene una tnica
solucién para cada condicién inicial.

En las ecuaciones de primer orden que estudiaremos en este curso, siempre po-
dremos determinar la constante arbitraria si conocemos el valor de la funcién en un
punto del intervalo's.

3.2. Variables separables. Una EDO en variables separables tiene la forma
siguiente:

(9) y' = f(x)g(y).
Lo primero que observamos es que si g(yo) = 0 entonces la funcién constante
y(z) = yo define una solucién de la EDO (9). Para los valores de y donde g(y) # 0

se tiene = f(x). Integrando y usando el Teorema del cambio de variables

Y
9(y)
obtenemos

(10) /gfy((?)) d:c—/% — [ty +c.

donde C' € R es una constante. Si G es una primitiva de % y F es una primitiva de
f entonces

G(y) = F(z) + C.
Si queremos una férmula explicita para las soluciones debemos despejar y en funcién

de z en la relacién anterior'. Si no se puede despejar v, las soluciones quedan
expresadas de manera implicita o paramétrica (ver Ejemplo 1.9).

EJEMPLO 1.7. Analicemos la ecuacién
r_
y =1y.

Aqui f(z) =z y g(y) = y. Observemos primero que la funcién nula y(z) = 0 define
una solucién de la EDO. Si y # 0 hacemos

/@:/xdx+0.
Y

2
X
In(yl) = = +C,

Tenemos entonces que

13para ecuaciones de orden n necesitaremos conocer los valores de la funcién y sus derivadas
hasta el orden n — 1 pues las integraciones sucesivas arrojardn mas constantes.

14E)] Teorema de la Funcién Implicita, que se estudia en el curso de Célculo en Varias Varia-
bles, da las condiciones para que esto sea posible.
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de donde

2

x2 €T
ly| = exp (7 + C) =ke?,

donde k = e¢ > 0. Eliminando el médulo y considerando los posibles valores
positivos y negativos vemos que todas las soluciones son de la forma

m2

T

y=kez,

con k € R (el valor k = 0 nos da la solucién nula). O

EJjEMPLO 1.8. Estudiemos ahora la EDO
y' = cos®(y).

En este caso f(z) = 1y g(y) = cos?(y). Las soluciones constantes son de la forma
y(x) = § + k7 con k € Z. Para encontrar las demds soluciones,

/ cojzy(y) - / e e
o
tan(y) = x+C,

rz+C

donde C € R. Paray € (—%, 5) esto es
y = arctan(z + C).

Para los demas valores de y debemos tener en cuenta la periodicidad de la funcién
tangente. Tenemos entonces que todas las soluciones no constantes son de la forma

y = km + arctan(z + C),
conCeRykeZ.

¥ —
-

(SIE]

3 z
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EJERCICIO PROPUESTO 1.4. Para el problema de Cauchy, vea cémo funciona
el método con integrales definidas. Si se integra entre zo € I y = € I a ambos lados

de (9), se tiene que
y(@) g
y
Jowatr =L, 70
(zo) g

Como antes, si G es primitiva de X 5y F' es primitiva de f, se tiene que
Gy(z)) = F(x) = F(zo) + G(y(zo))
= F(x)+C

con C = G(y(zo)) — F (o) constante. Compare (10) y (11) como se hizo antes entre
(7) y (8). O

En el siguiente ejemplo la solucién queda definida paramétricamente.

EJEMPLO 1.9. [Braquistécrona] Se denomina asi a la forma que debe tener un
alambre para que una argolla que se desliza por él sin roce bajo la accién de la
gravedad de un punto a otro de menor altura y no en la misma vertical, lo haga en
el menor tiempo posible.

La EDO que describe la forma de la curva es

y1+ ) = K,

donde k es una constante positiva. Utilizando el método de separacién de variables,

se tiene
1
(5
Y
Y

/ VI dy = / dz + C.
Vk2—y
Haciendo y = k% sen? § = dy = 2k? sen 0 cos fdf) obtenemos

/ k sen 02k sen 6 cos df
kcosf

2k:2/sen29d9 = x+C

2k2/1_LS(29)d9 = z4+C

= z+C

2

0 sen20
2 —_ — =
2k (2 1 ) z+C

e (gom)

Por lo tanto, se tiene que z = z(f) e y = y(#) con

k2
x = 7(29—861129)—0

k2
y = 7(1—cos29).
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Si ahora hacemos w = 26, vemos que

k2

x = 7(w—senw)—0
k2

y = 7(1—cosw),

con w € R. La solucién es una familia de curvas llamadas cicloides. Ver Figura 3.
O

L L L
0 05 1 15

X

FiGura 3. Curva Braquistécrona con = € [0,3], y € [-1,0],
parametro £ = 1 y constante C' = 0.

EJErcICIO PROPUESTO 1.5. Si las ruedas delanteras de un auto se mueven
sobre una linea recta que no es paralela a su eje, encuentre la curva que describen
las ruedas traseras, considerando que la distancia entre las ruedas delanteras y las
traseras permanece constante. Indicacion: averigue sobre la curva tractriz.

EJEMPLO 1.10 (EIl problema de la gota de lluvia). Consideremos una gota de
masa inicial mgy y de densidad constante que cae del reposo y calculemos su masa
en funcién del tiempo usando el siguiente principio:

GOTA DE LLUVIA
“Una gota de lluvia que cae por efecto de su peso va au-
mentando su volumen a medida que captura gotas mds pe-
quenas en su superficie inferior. Esto es, a una tasa que
es proporcional a su velocidad de caida y a su superficie
inferior.

Supondremos que i) la gota es esférica, ii) la gota alcanza una aceleracién constante,
iii) esta aceleracién limite es menor que la de gravedad. Si el radio de la esfera es r(t)
entonces su volumen es proporcional a r® y su superficie media a 72. Si la densidad
es constante, entonces la masa es m(t) es proporcional a 73 de donde despejando r(t)
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resulta proporcional a m!/3. Con esto, suponiendo que y es la distancia recorrida
verticalmente hacia abajo por la gota, la EDO queda:

m/(t) = Km?*/®y', K > 0 constante.

Ademds, la segunda ley de Newton (atencién que la masa es variable) es

(my')' =my.
Al reemplazar en la primera EDO obtenemos
m/y/ + my// — mg
Km2/3(y/)2 +myl/ = mg
Km—1/3(yl)2 + yl/ = g
ml/3 = K(y')?
gy

Derivando esta expresiéon vemos que

AVANK
lm—2/3m/: (K(y) > :

3

@)\
Vo= 3 <g -y
2(9 _ y//)y/y// + y///(y/)2

de donde

/
y = 3
(9—y")?
y'(g—y")? = 6(g—y" )y +3y"(y)?
3"y = (9-y")g—y" —6y")=(9-y")Ng—TY").
Suponiendo que y” < g y que la aceleracién es constante (y"’ = 0) se obtiene que
n_ 9
Yy = 7

Ahora integrando entre 0 y ¢ una vez (y suponiendo que la gota parte del reposo)

se obtiene la velocidad
L
=
Reemplazando este valor en la EDO original de la masa se obtiene

! gl( 2/3
=t
m y

que es una EDO a variables separables, que podemos resolver:

/m_2/3dm = ——+C

K
sm/3 = 920
m 11 +

. o 1/3
Si la masa inicial era mgq, entonces C = 3m0/ . Luego

K 3
m(t) = (94—2152 + m(l)/3>
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EJERCICIO PROPUESTO 1.6. ;Es razonable pensar en el ejercicio anterior que

la masa crece de manera no acotada con el tiempo? ;Qué se podria considerar adi-
cionalmente en el modelo para mejorarlo?

3.3. EDO lineal de primer orden: caso homogéneo. Se tiene la EDO:
(11) a1 (z)y + ao(z)y = 0.

),al(:zr) # 0 se obtiene:

Normalizando los coeficientes, es decir, con ag(z) =

y' = —ao(z)y.

Presentaremos dos formas de resolucion:

Variables separables: Claramente la funcién nula y(z) = 0 define una solu-
cién para esta EDO. Para los valores donde y # 0, notamos que la EDO (3.3) es

de la forma ¢/ = f(2)g(y) con f(x) =do(x) y g(y) = y. Ast

In(Jy]) = —/Eo(a:)da?—i-c

lyl = kexp (—/ao(x)dx) . k>0
y = kexp (—/Eo(x)d:c)

con k € R, incluyendo la solucién nula.

Factor integrante: Definimos el factor

() = exp < / Eo(x)d:c)

y observamos que u'(z) = @o(x)p(z). Si multiplicamos la ecuacién por p(x) obte-
nemos

=
—~
8
Qz\
S
~
—+
7;\
—~
8
~— —
<
—~
8

L — —
|

con lo cual el producto p(x)y(z) es constante y asi

y(z) = %x) = kexp <_ /60(:1:)da:>

con k € R, como antes. Este enfoque es la clave para resolver las ecuaciones lineales
no homogéneas.
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EJEmMPLO 1.11. Encontremos las soluciones de la ecuacién y’ cosz + Colswy =0,
x # 5 + km usando el método de separacién de variables. Tenemos que
1
V+—y =0
cos? x
y = —ysec’z
dy 2
— = — [secxdx+C
)
In(ly]) = —tanaz+C
y = kexp(—tanz), con kecR.
O

EJEMPLO 1.12. Resolvamos ahora el problema de Cauchy
{ y'(x) = sylx) paraz#£0,
y1) = 2,
usando el factor integrante. Escribiendo la EDO como 3’ — %y = 0 calculamos
dz 1
= e — = —1 = —.
) =exp ([ 4) = exp(- mie)) = ©

Tenemos entonces que

1
y -~y =0
T
1, 1
-y = 0
Y T2y
i
(E) -0
x
LA k, con ke€R.
T

Asi, todas las soluciones son de la forma y(z) = kx con k € R. De acuerdo con la
condicién inicial, nos interesa que 2 = y(1) = k- 1, de donde k = 2. Concluimos que
la solucién del problema de Cauchy es y(z) = 2. O

3.4. EDO lineal de primer orden: caso no homogéneo. Se tiene la
ecuacion:

(12) a1(2)y’ + ao(z)y = Q(x)

Si ai(x) # 0 podemos normalizar ag(z) = Z‘igzg, Qx) = ﬁ((i)) y reescribir la

ecuacién como

y' +do(x)y = Q(x).
Si multiplicamos ambos lados de la ecuacién por el factor integrante u(x) = exp ([ @o(z)dx)
obtenemos

(u(@)y(x)" = p@)Q(w)
play(x) = | p@)Q(x)dr +C
1

C _
(13) y(x) = W+@/M($)Q($)dx
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DEFINICION 1.6. El primer término del lado derecho de (13),

yn(z) = %) = Cexp <— / Eo(x)d:c)

se denomina solucidn homogénea. Aunque se habla de la solucién homogénea, en
realidad se trata de una familia de soluciones, indexadas por la constante C'.

DEFINICION 1.7. El segundo término en el lado derecho de (13),
1

W) = o / ()0 () de

exp (— / Eo(x)dx) / exp ( / Eo(x)dx) Olz)da

se denomina solucidn particular (que se obtiene si C' = 0). Se habla de la solucién
particular, pero depende de la primitiva que se escoja.

EjempLO 1.13 (Ley de osmosis). Retomamos el ejemplo de la introduccién
donde estudiamos basicamente el movimiento de agua desde una solucién con baja
concentracién de soluto (solucién A) a través de una membrana semipermeable
hacia una solucién con alta concentracién de soluto (solucién B). Si C(t) es la
concentracién de soluto que hay en la solucién A en funcién del tiempo, CY es la
concentracion inicial de soluto en A y si C% es la concentracién inicial de soluto en
B, una EDO que modela este fenémeno es:

CY + CY
W) = o (% - CA(t)> , con o >0
CY +CY
Introduciendo la concentraciéon promedio CatCs = M, se tiene
Cy+oCs = oM
C'y exp (/ adt) +0C 4 exp (/ Ud?f) = oMexp (/ adt)
Che’ +0Cae’ = oMe’
(CAe‘Tt)I = oMe°!
Cye’t = /UMeUtdt +C
Cy = Ce %"+oMe " / e’tdt

1
y como /e"tdt = —e%" | se tiene que
o
Ca(t) = Ce %'+ M

con C € R. El resultado es una familia de curvas (indexadas por el pardmetro C).
Si evaluamos en el tiempo inicial ¢ = 0, se puede encontrar el valor de la constante

CY —CY
C, es decir, C4(0) = C + M y Ca(0) = CY. Luego C =CY — M = %. Por
lo tanto, la solucion es

0 _ 0 0 0
Calt) = (G5B ) et G2
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O

EJEMPLO 1.14 (Ley de enfriamiento de Newton). Los més valientes hemos
experimentado el hecho de que al banarnos en el mar cuando se acerca la noche el
agua se siente tibia. Daremos una explicacion a este hecho, basados en el siguiente
principio:

LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

“Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y
el medio ambiente es pequena, el calor transferido en una
unidad de tiempo entre el cuerpo y la atmdsfera es propor-
cional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el
medio ambiente.”

Sean T' y T4 las temperaturas del mar y del ambiente respectivamente, la EDO
que modela el fenémeno es entonces:

T'(t) = K(Ta(t) - T(1)),

donde k£ > 0 es una constante llamada coeficiente de transferencia térmica, y de-
pende localmente de la superficie de contacto, calor especifico y masas involucradas.
Sea T'(0) = Tj es la temperatura inicial del mar.

Supongamos primero que T4 es constante. Tenemos entonces que

T + kT = kT,
T'eFt + kTeFt = kTAekt
(Tekt)/ = kTAekt
TeM = k / Tacktdt + C
T = Ce™+Ty

de donde, evaluando en t = 0, se obtiene C' = Ty — T4. Con esto,
T(t) = (TO — TA)efkt +Ty.
La temperatura del mar tiende exponencialmente a la temperatura ambiente. Mas
rapidamente a mayores valores de k. Ver Figura 1.14.
Supongamos ahora que T4 varia en el tiempo de manera periédica. Mas pre-
cisamente, supongamos que T4(t) = TS + Asen(wt), de manera que oscila con
frecuencia w. La solucién es

(14) T(t) = Ce ™ + TG + ke ™ /Asen(wt)ektdt

Desarrollando / sen(wt)ef dt se obtiene

-1 1
/sen(wt)ektdt = T/wcos(wt)ektdt—i— Esen(wt)ekt
—w? k o Kt L k
= 23 sen(wt)er dt — e cos(wt)ert + Z sen(wt)e®”.
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Ficura 4. Comportamiento de la temperatura del mar 7'(¢) frente
a una temperatura ambiente constante T4 = 0 partiendo de una

temperatura inicial 7(0) = 10 para distintos valores de la constante
k.

Esto implica que
kt

(1 + :—22) /Sen(wt)ektdt = % (sen(wt) - %cos(wt)) .

Ak
Luego, /Asen(wt)ektdt = mekt (sen(wt) - %cos(wt)). Por lo tanto (14)
queda de la forma
AK? w
_ —kt | 70 _w
Tt) = Ce ™ +T4+ e (sen(wt) - cos(wt)) .

=3 fm

zo |m

1o fm

as ! -

a7 fm il -

16 i =l

FIGURA 5. Variacién de la temperatura del mar T'(¢) inicialmen-
te con T(0) = 15 frente a una temperatura ambiente T4(t) =
20 + sen(2t) (linea gruesa). AsintGticamente, T'(¢) tiene un desfase
positivo y una amplitud menor respecto de T'4(t).
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w k
\/k2+w2yc VE?2 + w?
T(t) = Ce % +T¢ + (sen(wt) cos(@) — cos(wt) sen(d)).

sen(wt—a)

Si consideramos sen ¢ = podemos escribir

0s ¢ =

Ak
k2 + w?

o

Kk
FiGurAa 6. Relacién entre ¢, k y w.

Finalmente, T'(t) = Ce " 4 T9 +

Yn

TE e sen(wt — ¢). Las variaciones de la
+w

Yp
temperatura del mar se encuentran asintoticamente retrasadas o con desfase posi-
tiwo con respecto a las del ambiente (ver Figura 5). Ademds, notar que la amplitud
asintética de la temperatura del cuerpo es menor que la amplitud de variacién de

la temperatura ambiente ya que k/vk? + w? < 1.

O

EJErcicio PROPUESTO 1.7. Explique cémo se puede estimar el coeficiente k
a partir del tiempo que separa dos maximos sucesivos de la temperatura ambiente
y de la temperatura del mar.

4. Ecuaciones que se reducen a casos elementales

Veremos ahora algunas ecuaciones diferenciales que se pueden reducir a casos
elementales mediante un cambio de variables.

4.1. Ecuaciones homogéneas. Sean f : R?> — R una funcién de dos va-
riables y k € N. Se dice que f es homogénea de grado k si f(\z, \y) = £XFf(x,vy)

para cada A, z,y € R. Observemos que si f y g son homogéneas de grado k entonces

el cuociente f; gzgg puede escribirse como una funcién que depende tinicamente del

cuociente entre x e y. En efecto,

fleg) _Slrele ) 408 0D oy

x

gle.y) (e La- D) Fhg(LE) oLl

Una EDO es de tipo homogénea'® si se puede escribir como
y =h (Q) .
x

15No confundir con una EDO lineal homogénea.
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Para resolverlas hacemos el cambio de variable z = £, que reescribimos como
y = xz de manera que y' = x2’ 4 z. Tenemos entonces que zz’ + z = h(z), de donde

’ h(z) —?

z = 5

X

que es una ecuacién en variables separables.

EJEMPLO 1.15. Encontrar las soluciones de la ecuacién
;_THY
-y
Es facil verificar que se trata de una ecuacién homogénea. Hacemos el cambio

z=y/x,de donde y = zx e y’ = z + x2’. La ecuacién se convierte en

a:—l—zxil—kz
x—zx 1—2z

z+xz =

Despejando 2z’ obtenemos

, 1[14—2 ] 1[14—22]
z = —Z| = — .

Trl1-z x| 1—2z

Para resolver esta ecuacién en variables separables hacemos

1—=2 o 1
1+ 22 oz
/ dz / zdz dx
1+ 22 1422 x
1
arctan(z) — 3 In(1+2?) = Injz|+C.

Si ahora deshacemos el cambio de variables obtenemos la soluciéon expresada de

manera implicita:
y y?
arctan (—) —Iny/1+ = =n|z[+C.
x T

O

EJEMPLO 1.16 (Curva de persecusién). Sobre un rio, en la posicién P = (¢, 0),
un bote trata de alcanzar la orilla situada en la posicién O = (0,0) como se muestra
en la Figura 1.16. Se quiere caracterizar la posicién en el eje OY con respecto a la
posicién en el eje OX. La rapidez de la corriente del rio es a en direccién (0, —1).
La rapidez del bote es b en direccién (— cosd,send) donde 6 = 6(t) va variando en
el tiempo de manera que este vector apunta siempre hacia O. Si las coordenadas
del bote en un tiempo dado son B = (z, —y), la rapidez en cada eje esta dada por

dx dy
E——bcos& E_bsenﬁ—a.

dy d d
Aplicando regla de la cadena tenemos que e _ 4

A dt Recordando que cosf =
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F1GurA 7. Bote con rapidez b cruzando un rio cuya corriente tiene
rapidez a.

< -y
y senl = ——=—— vemos que

Vy? + a? y? + a2

—atb ~y
dy _ (bsenf —a) _ @t <\/y2+m2> _—ay/2? +y?—by
de  \ —bcosh ) - ‘

i - —bx

Esta tltima ecuacién es homogénea. Hacemos el cambio de variable z = £ =
zz' + z = y'. Recordando que z e y son positivas tenemos que

xZ 4+ 2 = % 142242
2! _a
Vitz2 b
dz a
——— = —lhz+C.
V1+ 22 b

Reescribimos la constante C' como C' = 3 Ink con k > 0 y obtenemos

In(z+ V14 22) = In(kx)?
z24+V14+22 = (kx)?
1+2%2 = (kx)2Ta — 22(kx)® + 22,
Despejando z y deshaciendo el cambio de variables obtenemos

1 a a

2 = 5 [(kx) — (kx)~ v ]
1 a a

% = 5 [(ka)? — (ko) ]
x a _a

y =5 [(kx)b — (kx)~ ¥ ].
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1
De la condicién de borde y(c¢) = 0 vemos que k = —.
c

O
4.2. Ecuacién de Bernoulli. La ecuacion de Bernoulli es de la forma
Y +p(@)y =q(x)y" conn#0, n#l
Se realiza el cambio de variable z = y!™" = 2/ = (1 — n)y~"y’. Multiplicando

(1 = n)y~™ a ambos lados de la ecuacién, queda

1—n)y ™™y +p@)1—n)y'™™ = (1-n)g(x)
drp@d-n)z = (1-n)g(a),

que resulta ser una ecuacién lineal no homogénea de primer orden normalizada.

EJEMPLO 1.17 (Modelo logistico de poblacién). El modelo logistico se basa en
el siguiente principio:

LEY LOGISTICA

“Bl aumento de una poblacion es proporcional al produc-
to entre la poblacion misma y su diferencia respecto a un
valor mdzimo que es funcion de los recursos disponibles

limitados.”

Esto traducido a una EDO queda como
(15) P '=oP(M - P),

donde o > 0 es constante (por ejemplo la diferencia entre tasas de natalidad y
mortalidad) y M > 0 es la carga méxima alcanzable. Si P > M entonces P’ es
negativo y la poblacién decrece. En esta ecuacién de Bernoulli hacemos el cambio

!
de variables z = % =z = _Plz y obtenemos

!/
2z =—-Moz+ o,

de donde

% — exp (- /O t Ma(s)ds) (%O + /0 " exp ( /0 ) Ma(s)ds> U(s)ds) .

Reordenando se obtiene

- P M
~ Py+ (M — Py)exp(—Mot)

(16) P

Notemos que P(0) = Py y que P — M si t — cc.
O
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4.3. Ecuacién de Riccati. La ecuacion de Riccati es de la forma
(17) y' = p@)y® + q(z)y + r(2).

1
Se realiza el cambio de variable y = y; + —, donde y; es alguna solucién conocida

(por ejemplo ficil de calcular) de (17). Derivando con respecto a x se tiene y' =
!

Yyl — % y reemplazando en (17),

~

Y1 — 5—2 = p(x) <y1 + 2)2 +q(z) <y1 + %) +r(x)

Y1 — j—; = pla)yi + 219(96)%1 + 1% +q(@)y + %x) +r(z)
-2 = e+ o + (@) + 2 L 2D 1)
Y = (s —ple) - a0z,

de donde
2"+ (2p(x)yr +q(x))2 = —p(2),

que resulta ser una EDO lineal de primer orden no homogénea en la variable z.

EJEMPLO 1.18. Analicemos la ecuacién diferencial
Y =-2-y+y’

Como se trata de una ecuacién de primer orden a coeficientes constantes, es posible
encontrar una solucién constante resolviendo la ecuacién algebraica

M _A-2=0,

cuyas raices son 2 y —1. Tomemos entonces y; = 2 como una solucién particular
de la ecuacién. Siguiendo el procedimiento descrito arriba podemos encontrar la
solucioén general haciendo el cambio

1 1
y=y+- =2+, y=->=3
z z

Sustituyendo en la ecuacién obtenemos

’ 1 1\?
- —2—(2+—>+(2+—)
z z z

1 4 1
S Y i .
22 z z 22
-2 = 3z+1

Resolvemos la ecuacion lineal de primero orden no homogénea multiplicando por el
factor integrante p(z) = exp( [ 3dz) = €3*.
Zle?;w 4 32631 _ _631
(zegz)l — e

1
3z 3x

= ——e+C
ze 36 s
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con C € R. Despejando encontramos z(z) = —x 4+ Ce~3”. Esto nos dice finalmente
que la solucién general de la ecuacion es

B 1
y(I)—2+ m, con C eR.

Notemos que tomando C' = 0 recuperamos la otra solucién constante y(x) = —1.
Es importante observar también que si C' > 0 la solucion tiene una asintota vertical
en z = 3 1In(3C), de modo que |y(z)| — oo si z — 1 In(3C). O

4.4. EDO de segundo orden sin variable dependiente. En la ecuacion
Glz,y.y") = 0

no aparece la variable y explicitamente. En estos casos se realiza el cambio de
variable p = 3/, con lo cual la ecuacién se transforma en

G(z,p.p') =0,
que es una EDO de primer orden.

EJEMPLO 1.19. Para resolver la ecuacién

/ z "
= —1
Y 1—|—xy
hacemos el cambio p = 3/, p’ = y". Luego,
x
1 = /
Pt 1—|—xp
1 /
14+~ = L
x p+1
1 d
[(1+1)a = [
T p+1
x+njz|+C = Inlp+1|

y de alli,
p=—1+4 kxe® con keR.

En términos de y esto es una ecuacién con integracion directa

y = —1+kze®
y = —xz+k(z—1)e"+K con k,K eR.

O

4.5. EDO de segundo orden sin variable independiente. En la ecua-
cién
H(y,y',y")=0
la variable independiente x no aparece explicitamente. Se realiza el cambio de va-
riable
,7@ d2y7dp7dp@7dp

PEVER Y W& dy

dr  dydx alyp7
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con lo cual la ecuacién se transforma en

dp
H(y,p,pd—y) = 0

que es una EDO de primer orden en la variable p con variable independiente y.

EJEMPLO 1.20 (Ley de Hooke). Se tiene el sistema indicado en la Figura 1.20,
siendo k > 0 constante de elasticidad del resorte y m la masa del cuerpo. La Ley
de Hooke establece que:

LEY DE HOOKE
“Para pequenos desplazamientos en torno a la posicion de
equilibrio, la fuerza de restitucion del resorte es proporcio-
nal al desplazamiento”.

k
Esto es my” = —ky. Es decir, y” + w?y = 0, con w = 1/ —. Si z = y' entonces
m

d
z = d—zy’ y la ecuacién se reescribe como
Y
dz 9
—z+ =0
dyz wy
dz 9

Integrando con respecto a la variable y vemos que

/zdz = —wQ/ydy—l—C

2 2
% = —wQ% +C
(y/)Q — _w2y2 +20

Yy = 20 —w?y2.

Finalmente usando separacién de variables obtenemos

/dt+¢

/\/ﬁdtﬂﬁ

dy
/ V20 — w2y?
| ==
1-— %yz
w

arcsen (\/T%)

wy

V20
Y

V2Ct + ¢
= sen(V2Ct + ¢)

= \/3)_0 sen(V20t +¢) con C,¢ € R.
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>y

FiGurA 8. Sistema mecanico de un resorte y una masa.

EJEMPLO 1.21 (Cadena cayendo). Para el sistema de la segunda figura, el largo
de la cadena es L y su densidad es p [masa / largo], por lo tanto la EDO que lo
describe es

pLy" = pgy
y”—%y = 0.

Definiendo o = 4 /% se tiene la EDO 3" — 0?y = 0. El mismo cambio de variable

nos da

dz 9
= _ - 0
Zdy oy
d
Zd_z = o%y
2 2
< 2y
. 2 40
2 7yt

z = \o2y2+2C
2C
y = o\y?+a? con a=".

Esto es

y a

Haciendo el cambio de variable y = asenh @ en el lado izquierdo,

acoshé
dd = ot
/acosh9 st+¢

0 = ot+¢.
Por lo tanto, y = asenh(at + ¢), con ¢ € R constante. O

4.6. Otros casos. En ocasiones es posible reducir una ecuacién complicada
a otra mas simple mediante un cambio de variables. No hay una regla general para
determinar el cambio correcto, de modo que la experiencia es clave.
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lg

Y

FIGURA 9. Sistema mecanico de una cadena bajo el efecto de g
con un extremo cayendo.

EJEMPLO 1.22. La ecuacién

y = (z+y)?

es de Riccati. Sin embargo, para aplicar el método descrito mas arriba es necesario
conocer una solucién particular, lo que puede no ser evidente. Otra opcién es usar
el cambio w = z + y. Esto nos da w’ = 1+ %' y la ecuacién se transforma en

w =w?+1,

que es una ecuacién en variables separables. Para hallar la solucién general hacemos

dw
/w2+1—/d:v,

de donde arctan(w) = x + C. Esto es

y = —z +tan(z + C), con CeR

EJjEmpPLO 1.23. En la ecuacion
,  cos(z+y+1)
v= 1—cos(z+y+1)

podemos hacer el cambio z = © + y + 1. Con esto, 2’ = 3y’ + 1 y la ecuacién se
convierte en

;o 1
S cos(z)
/(1 —cos(z))dz = /d:c
z—sen(z) = x+C con CeR

La solucién queda definida implicitamente como

y—sen(z+y+1)=C.
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Otro procedimiento 1til es integrar la variable independiente en términos de
la variable dependiente y luego despejar. La justificacién, a grandes rasgos y sin
entrar en detalles, es la siguiente: en los intervalos donde 3 existe y no se anula, la
expresién y = y(x) define implicitamente a x en funcién de y. Es decir, podemos
escribir £ = x(y). Observando que z(y(x)) = = y usando la regla de la cadena
vemos que

o'(y(@)y'(x) = 1
1
a'(y) =
y'(z)
EJEMPLO 1.24. La ecuacion
y'(e' —a) =y
puede escribirse como
eV —zx 1 ,
= —/ =X .
Y Y
Esta es una ecuacién lineal de primer orden en z si se toma y como variable:
1
'+ -z = eV,
Y Y
Multiplicando por el factor integrante u(y) = y esto nos da
@) = e
zy = e'+C

v la solucién queda definida de manera implicita.

Otra manera de resolver la ecuacién es

Yty = e’y
(zy) = (e¥)
zy = eY+C.
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Capitulo 2

Existencia, Unicidad y Métodos Numéricos

1. Definiciones basicas

Llamaremos intervalo al segmento que une dos puntos a y b de la recta real
extendida [—o0, 00|, pudiendo contener o no a los extremos cuando éstos sean finitos.
En caso de contener alguno de los extremos, entenderemos que las nociones de
continuidad y diferenciabilidad en dicho punto son laterales.

Sean I un intervalo y n € N. Decimos que una funciéon y : I — R es de
clase C™ en I si las derivadas de y hasta el orden n existen y son continuas en I
(entenderemos que la derivada de orden 0 es la propia funcién y). Denotamos por
C™(I) el conjunto de las funciones que son de clase C™ en I. Es f4cil ver que dicho
conjunto es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y ponderacion
por escalar. Observemos que cada funcién y € C°(I) define una trayectoria o curva
en I xR: {(z,2) |z el, z=y(x)}.

Consideremos ahora una funcién F : I x R**! — R. La primera
solucién que estudiaremos es la siguiente.

I nocién de

DEFINICION 2.1. Diremos que una funcién y : I — R es solucidn o que define
una curva integral de la ecuacién diferencial

Fz,y,y'y"s . y™) =0
en el intervalo I siy € C"(I) y

F(z,y(x),y (2),y" (@),...,y™ () =0
para todo x € I.

En lo sucesivo no haremos distincion entre las curvas integrales y las funciones
que las definen. Por otra parte, la solucion general de una ecuacién diferencial es
una expresion que agrupa, de manera compacta y explicita, la familia de todas las
soluciones.

EJEMPLO 2.1. Consideremos la ecuacién diferencial y’(z) = 0 en un intervalo
I. Recordemos que la derivada de una funcién en un intervalo es cero si, y sélo si,
la funcién es constante. Por lo tanto, la solucién general de la ecuaciéon es

ylx)=0C con CeR. O

En muchas ocasiones las ecuaciones diferenciales revelan una gran informacion
cualitativa acerca de las curvas integrales, como vemos en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.2. Consideremos la ecuacién diferencial ' = 1 — |y| en R. En
el siguiente capitulo estudiaremos las técnicas que nos permitirdn resolver esta

114 primera pues mas adelante, en el capitulo de Transformada de Laplace, veremos el caso
de soluciones continuas y con derivada continua por pedazos.

29
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ecuacion. Sin embargo, al examinar la ecuacion diferencial podemos tener una idea
de cémo son las curvas integrales. Vemos que las funciones constantes y(z) = 1
v y(z) = —1 son de clase C! y satisfacen 3y’ = 1 — |y| en R, por lo que definen
curvas integrales de la EDO. Supongamos ahora que y : R — R define una curva
integral de la EDO. En los puntos donde y toma valores entre —1 y 1, su derivada
es positiva; luego y es creciente. En otro caso, y es decreciente. Ademds mientras
més cerca esté y(x) de los valores 1 y —1, mds cercana a 0 serd su derivada. Si al
contrario, |y(x)| es muy grande, la pendiente serd muy pronunciada.

\ \ \ \ \ \
AN N N N N AN
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
— — - — — ~ ~
~ ~ — — - — —
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
AN N N N N AN
\ \ \ \ \ \

Otro dato que obtenemos directamente de la ecuacién es que si y : R — R define
una curva integral, entonces la funcién y. : R — R definida por y.(z) = y(x + ¢)
también define una curva integral (basta sustituir en la ecuacién). Esto nos dice
que al trasladar una curva integral hacia la derecha o hacia la izquierda obtenemos
mas curvas integrales.? Con toda esta informacién deducimos que, de existir, las
curvas integrales deben tener un aspecto bastante similar a las que se muestran a
en la grafica siguiente.

&

———

—

2Esto es una particularidad de las EDO auténomas, en las que no aparece la variable
independiente.
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2. El problema de Cauchy

En el ejemplo anterior, si bien la ecuacién diferencial tiene mas de una curva
integral, el grafico sugiere que por cada punto (zg,yo) de R? pasa una, y s6lo una,
de estas curvas. Determinar una (o la) curva integral de una EDO que pasa por
cierto punto dado es lo que se conoce como resolver el problema de Cauchy.

DEFINICION 2.2. El problema de Cauchy asociado a una ecuacién de primer
orden consiste en encontrar y € C1(I) tal que

y'(z) = f(z,y(x)) paratodox €I,
(PO){ y(ro) = o,

donde T es un intervalo, g € I e yo € R. La igualdad y(xg) = yo se llama con-
dicion inictal o de borde segin la variable x se interprete como tiempo o espacio
respectivamente.

Una solucion del problema de Cauchy es una solucién de la ecuacion diferencial
que se ajusta a las condiciones iniciales o de borde. Es importante no confundirlo
con la familia de soluciones de la ecuacion diferencial sin condiciones iniciales o de
borde.

Dependiendo de f, z¢ e yo, el problema de Cauchy puede no tener solucién vy,
en caso de tener, ésta puede no ser unica. Los Teoremas 2.1 y 2.2 garantizan la
existencia y unicidad de solucién bajo ciertas condiciones. Por el momento, veamos
bajo qué hipdtesis es razonable esperar que el problema de Cauchy asociado a una
EDO tenga una tnica solucion.

En primer lugar, para que y'(z) sea continua es necesario que y(z) y f(z,y)
(como funcién de dos variables) lo sean. Sin més informacién sobre la funcién y
es poco probable que la composicién f(z,y(x)) sea continua si f no lo es. Es de
esperar que necesitemos imponer que la funciéon f sea continua para garantizar
que el problema tenga solucién. Sin embargo, esto no es suficiente para obtener la
unicidad, como muestra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 2.3. Consideremos el problema de Cauchy:

{y’(:v) = /y(z) paratodo x € R,
y(0) = 0.

La funcién constante y(z) = 0 es solucién, al igual que la funcién

0 si =<0,
ye) =19 2 .
T ostox> 0.

O

Observemos que la derivada de la funcién g(y) = /y explota cerca del valor
y = 0. Més precisamente,
y—V0
y—0
Para probar la unicidad de solucién para el problema de Cauchy necesitaremos
que el cuociente en el limite anterior se mantenga acotado cerca del punto, a esto
lo llamaremos una condicion de tipo Lipschitz.

lim, ¢ = 0.
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3. Los teoremas de existencia y unicidad

DEFINICION 2.3. Sean f : I x R — R una funcién y L > 0. Decimos que f es
globalmente Lipschitz con respecto a la segunda variable, con constante de Lipschitz
L, si para cada y,z € R y para cada x € [ se tiene

(18) |f(z,y) — f(z,2)] < Lly — 2|

Enunciaremos ahora el Teorema de Existencia y Unicidad Globales, cuya ver-
sion mas general esta dada por el Teorema 5.2 que se vera y demostrara més adelante
en este texto.

TEOREMA 2.1. Sea I un intervalo. Supongamos que f : I Xx R — R es una
funcion continua con respecto a su primera variable y globalmente Lipschitz con
respecto a su segunda variable. Entonces para cada xo € I e yo € R existe una
tinica solucién global y € C*(I) del problema de Cauchy (PC).

El teorema garantiza que la solucion existe en todo el intervalo de definicién
(para la primera variable) de f. Por eso se le llama solucién global. En particular,
si f:R xR — R entonces la soluciéon queda definida en todo R.

EJEMPLO 2.4. En el ejemplo 2.2 esbozamos las curvas integrales de la ecuacién
y' = 1—|y|. En este caso tenemos que la f : R X R — R estd definida por f(z,y) =
1 — |y|. Claramente esta funcién es continua con respecto a su primera variable.
Veamos que es globalmente Lipschitz con respecto a la segunda:

) = f ) =1 =Tyl = (= 12| = |lgl = J2l| < Iy = 2.

El Teorema 2.1 nos dice que por cada punto (z,y) del plano pasa una tinica curva
integral, como se aprecia en la figura del Ejemplo 2.2. (Il

El que f verifique (18) para todo x € I y para todos y, z € R es una hip6tesis
bastante restrictiva. Para garantizar existencia y unicidad locales, en realidad basta
que la funcién f sea Lipschitz con respecto a su segunda variable en un entorno de
la condicion inicial. Presentamos a continuacién un caso particular del Teorema de
Existencia y Unicidad Local (Teorema 5.4).

TEOREMA 2.2. Sea I un intervalo. Tomemos xg € I e yp € R. Supongamos que
f:I xR =R esuna funcion continua (con respecto a su primera variable) en xq.
Supongamos también que existen r, 5, L > 0 tales que |f(x,y) — f(z,2)| < L|y — 2|
siempre que Y,z € [yo — 7,90 + 7] y x € I N [xg — 0,20 + d§]. Denotemos

M = méx{|f(z,y)| |z €1, |v—ao] <0, ly—yo| <r},
, T
dp = min {5,M}
Y J = Iﬂ(Io—(SQ,{EO—F(So).

Entonces existe una tinica solucion local y € C*(J) del problema de Cauchy (PC).

Una funcién con la propiedad descrita en el teorema decimos que es localmente
Lipschitz con respecto a su segunda variable en un entorno de (o, yo). Notemos
que la solucién puede no quedar definida en todo I. Por eso se le llama solucién
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local. De hecho, la solucién puede estar definida en un intervalo tanto mas pequeno
cuanto més grande sea M.

Los teoremas 2.1 y 2.2 siguen siendo ciertos si f es sélo continua por pedazos
(ver definicién precisa en la seccién 1). Sin embargo, la solucién 3’ es sélo continua
por pedazos (se suele decir que y es C! por pedazos).

EJEMPLO 2.5. Consideremos la ecuacién ' = —y?, con condicién inicial y(0) =
yo > 0. Por el momento sabemos que existe una tunica soluciéon que esta definida
cerca de zo = 0. Primero veamos que la funcién f(z,y) = —y? es localmente
Lipschitz con respeto a su segunda variable en un entorno de yo.

En efecto, para 6 > 0 cualesquiera y 0 < r < yq se tiene que

\flz,y) = fla,2) = |y = 2% =y +2lly — 2| <2(yo +7)ly — 2|

siempre que y, z € [yo — 1, Yo + 7] (no hay restriccién del tipo |x — zg| < §) y una
constante de Lipschitz es L = 2(yg + 7).

Calculemos los valores de M y Jp que da el Teorema 2.2 para saber dénde
tenemos garantizada la existencia de una tnica solucion.

M = max{y® |y —yol <7}
= (yo+r)>

Por otra parte, 8o = r(yo+7) 2. Pero como todo lo anterior es valido para cualquier

r > 0 podemos tomar
T 1

dp= Max — = —.
0<r<yo (yo +7)%  4yo
Todo lo anterior nos dice que existe una unica solucién y estd definida, al menos,

en el intervalo (—ﬁ, ﬁ)

Por otra parte, observemos que y(z) = — +1 — es la solucién de la ecuacién (en
Yo

el capitulo siguiente veremos cémo deducir esto). En realidad ella estd definida en
el intervalo (—Uio, 00), que es més grande de lo que predice el Teorema 2.2. Obser-
vemos, sin embargo, que el punto donde y deja de existir estd mas cerca de x¢o = 0

cuando mas grande sea yp. O

EJEMPLO 2.6. Retomando el Ejemplo 2.3, notemos que la funcién f(z,y) = \/y
no es localmente Lipschitz con respecto a y en un entorno de yg = 0, de modo que el
Teorema 2.2 no permite esperar que exista una tnica solucién. Sin embargo, se pue-
de probar facilmente que la funcién si es localmente Lipschitz si tomamos yo > 0.
Se deja al lector verificar esto y encontrar el intervalo de existencia y unicidad de
solucién que garantiza el teorema. ([

La condicién de Lipschitz no es siempre facil de verificar directamente. Un
criterio practico que funciona a menudo es el siguiente. Supongamos que f : [ xR —
R es continua con respecto a su primera variable y de clase C! con respecto a su
segunda variable. Con la ayuda del Teorema del Valor Medio y de la nocién de
derivada parcial (que se estudiard en el curso de Célculo en Varias Variables) se
puede demostrar que f satisface las condiciones del Teorema 2.2.
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En efecto si C' = [xg — §, 20 + 6] X [yo — 7, yo + 7| entonces
donde®

L = max
(z,y)eC

g—‘;(w,y)’.

4. Aproximacion mediante métodos numéricos

En esta seccién presentaremos algunos métodos numéricos basicos que se pue-
den utilizar para aproximar la solucién y(z) de un problema de Cauchy del tipo

{ y'(z) = f(z,y(x)) paratodox € [z, Xol,
y(ro) = Yo,

En primer lugar dividimos [z, Xo] en N pequenos subintervalos de la misma
longitud: para ello, escribimos h = % y paran = 1,..., N definimos z, =
xo + nh, de manera que zny = Xg y

[z0, Xo] = [zo,z1] U [z1,22] U+ - U[zN_1,2N].
La idea es encontrar puntos {yi,...,yn} tales que el error e, = |y, — y(z,)| sea
pequeno paracadan =1,..., N.
N > >
o 17'1 17'2 l“ls e Xo

Solucién exacta y su aproximacién en el intervalo [zo, Xo].

Integrando la ecuacién diferencial en cada subintervalo |2, p41] obtenemos

(19) e~ (en) = [ T f(sy(s))ds.

n

La manera de aproximar la integral que aparece del lado derecho nos dara diversos
métodos para encontrar los puntos {y, }2_;.

3En toda esta seccién es importante no confundir ¢y’ = % con %
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4.1. Meétodos de primer orden. La manera més obvia de aproximar la
integral en (19) es usar un rectdngulo. Esto nos da los métodos de Euler de primer
orden, de acuerdo con el extremo del intervalo que usemos para definir la altura del
rectangulo.

Método de Euler progresivo: Empezamos haciendo y(zg) = yo. Aproximamos
la integral

/ F(5,9(5))ds

por el drea del rectdngulo con base en el segmento [z, x1] y cuya altura esta dada
por el valor del integrando en el extremo izquierdo del intervalo [zg, z1]. Tenemos
que

) = yleo) = [ ls.u(s)ds ~ (o1 = ao)f(a,y(ao))
de donde
y(x1) ~ y(xo) + hf(z0,y(w0)) = yo + hf(wo,y(z0))-
Esto sugiere definir
Y1 = yo + hf(zo,y0))-

Inductivamente, paran =1,..., N — 1 definimos
(20) Ynt1 = Yn + hf (@, yn)-
Observemos que esto es equivalente a
1 —
W = f(xnvyn) =:dp.

El cuociente del lado izquierdo es una aproximacion de la derivada de la funcién
y. Se dice que éste es un método explicito pues la expresién (20) nos da una férmula
para y,+1 en términos del valor conocido y,,.

Tn Tn+1

Método de Euler progresivo: f;:“ f(s,y(8))ds ~ dn(Trni1 — Tn).

Método de Euler retrégrado: Esta vez aproximamos la integral utilizando el va-
lor del integrando en el extremo derecho de cada subintervalo. Paran =0,... , N—1
definimos

(21) Ynt+1 = Yn + hf(anrl; yn+1)7
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lo que equivale a

w = f(anrla ynJrl)-

Se dice que este es un método implicito pues es necesario resolver la ecuacion (21),
que generalmente es no lineal, para determinar y,1. Este proceso puede ser dificil,
lo cual representa una desventaja de este método. Sin embargo, el método de Euler
retrégrado (y los métodos implicitos en general) goza de mejores propiedades de
estabilidad, concepto que presentaremos més adelante.

dnJrl

Ty Tn41

Método de Euler retrégrado: f;:“ f(s,y(s))ds ~ dnyi(Tny1i — Tn).

4.2. Meétodos de segundo orden. Los métodos de segundo orden utilizan
dos aproximaciones sucesivas para calcular la integral, basadas en el valor del inte-
grando en dos puntos distintos del subintervalo. Los que presentamos a continuacién
son casos especiales de los llamados esquemas de Runge-Kutta.

Método de Euler modificado: También se basa en una aproximacién de la
integral por un rectangulo, pero esta vez se toma el valor del integrando en el
punto medio del subintervalo Z, 11 = x, + % Dicho valor es f(Zp+41,y(Znt1)) Es
necesario estimar el valor de y(Z,1), para lo cual se utiliza el método de Euler
progresivo (en lugar de resolver una ecuacién no lineal). Asi, cada iteracién del
algoritmo tiene dos etapas. Primero calculamos

. h
Ynt1 = Yn + E.f('rna yn)v
que aproxima el valor de y(Z,+1). Luego hacemos

Ynt1 = Yn + hf(@ns1, Unt1)-
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Cn+1 \
T i'\n+1 Tn+1

Método de Euler modificado: fw:“ f(s,y(8))ds ~ cnt1(Tnt1 — xn).

x

Método de Heun: En esta ocasién utilizamos la regla de los trapecios para apro-
ximar la integral:

/;nﬂ f(s,y(s))ds ~ g [f(a?n,yn) + f(anrl’y"“)} '

n

Al igual que en el método de Euler modificado, estimaremos el valor de y(zn+1)
usando el método de Euler progresivo. Asi, definimos

.i/\nJrl =Yn + hf(il?n, yn)

y luego calculamos

h ~
Yn+1l = Yn + § [f(xnayn) + f(l'n—l—layn-i—l)} .

dnJrl

Ty Tn41

Método de Heun: [ f(s,y(s))ds ~ 5(dn+1+dn)(@ns1 — zn).

EJEMPLO 2.7. Estudiemos el problema

{y'(m) = y(z)+e* paraze (0,1),
y(0) = 1,



DERECHO DE AUTOR. PROHIBIDA SU REPRODUCCION

38 2. EXISTENCIA, UNICIDAD Y METODOS NUMERICOS

Se trata de una ecuacién lineal de primer orden no homogénea que sabemos resolver.

y -y = ¢
e—my/ —e Ty = 1
(e_””y)l =1
e’y = x+C, CeR.
Tomando en cuenta la condicién inicial, vemos que la solucién es
(22) y(z) =e(z +1).

Veamos ahora cémo funcionan los métodos descritos arriba. Para ello dividimos el
intervalo [0, 1] en 20 subintervalos de longitud 0, 05. La siguiente tabla muestra los
valores que da la ecuacién diferencial (ED) mediante la férmula (22), los métodos
de Euler progresivo (EP), de Euler retrégrado (ER), de Euler modificado (EM) y
de Heun (H), junto con los errores cometidos al aplicar cada método.

X ED EP Error ER Error EM Error H Error
0 1 1 0 1 0 1 0 1 0
0.05 1.104 1.100 0.004 1.108 0.004 1.104 0.000 1.104 0.000
0.10 1.216 1.208 0.008 1.224 0.009 1.216 0.000 1.216 0.000
0.15 1.336 1.323 0.013 1.350 0.014 1.336 0.000 1.336 0.000
0.20 1.466 1.447 0.018 1.485 0.020 1.465 0.000 1.465 0.000
0.25 1.605 1.581 0.024 1.631 0.026 1.605 0.000 1.605 0.000
0.30 1.755 1.724 0.031 1.788 0.033 1.754 0.001 1.754 0.000
0.35 | 1.916 1.878 | 0.038 1.957 | 0.041 1.915 | 0.001 1.915 | 0.001
0.40 | 2.089 2.043 | 0.046 2.138 | 0.050 2.088 | 0.001 2.088 | 0.001
0.45 2.274 2.219 0.055 2.333 0.059 2.273 0.001 2.273 0.001
0.50 2.473 2.409 0.064 2.543 0.070 2.472 0.001 2.472 0.001
0.55 | 2.687 2.612 | 0.075 2.768 | 0.082 2.685 | 0.001 2.685 | 0.001
0.60 | 2.915 2.829 | 0.086 3.010 | 0.094 2.914 | 0.002 2.914 | 0.001
0.65 | 3.161 3.061 | 0.099 3.269 | 0.108 3.159 | 0.002 3.159 | 0.001
0.70 3.423 3.310 0.113 3.547 0.124 3.421 0.002 3.422 0.002
0.75 | 3.705 3.577 | 0.128 3.845 | 0.140 3.702 | 0.002 3.703 | 0.002
0.80 4.006 3.861 0.145 4.165 0.159 4.003 0.003 4.004 0.002
0.85 4.328 4.166 0.163 4.507 0.178 4.325 0.003 4.326 0.002
0.90 4.673 4.491 0.182 4.873 0.200 4.670 0.003 4.671 0.003
0.95 5.042 4.838 0.204 5.266 0.224 5.038 0.004 5.039 0.003
1 5.437 5.210 0.227 5.686 0.250 5.432 0.004 5.433 0.003
CUADRO 1. Desempeno de los métodos estudiados

O

4.3. Estabilidad. A grandes rasgos, un método es estable en la medida en
que los valores que entrega se mantienen cerca de la curva integral que se pretende
aproximar. Es decir, si el error e,, = |y, —y(zy)| es pequenio. Hay diferentes criterios
de estabilidad, pero nosotros nos centraremos en la llamada “estabilidad asintética”,
que tiene que ver con el comportamiento a largo plazo.

Supongamos que se quiere aproximar la solucién de un problema de Cauchy
del tipo

{ y'(2) f(z,y(x)) paratodo x € [z, 0),
y(ro) = o,

Tomamos h > 0 y definimos z,, = z¢ + nh, de manera que
[z0,00) = [x0, 21] U [z1, 2] U - -

Calculamos los valores de y, que nos entrega el algoritmo y los comparamos con
los valores de la solucién exacta del problema de Cauchy. Diremos que un método
de aproximacién es



DERECHO DE AUTOR. PROHIBIDA SU REPRODUCCION

4. METODOS NUMERICOS 39

1. incondicionalmente estable si limy,_, o0 |yn — y(x,)| = 0 para cualquier valor

de h > 0.

2. condicionalmente estable si lim,, o |yn — y(zn)| = 0 para algunos valores
de h > 0.

3. inestable si |y, — y(x,)| no converge a cero para ningin valor de h > 0.

Para entender mejor este concepto analizaremos la estabilidad de los métodos
de primer orden descritos arriba al momento de aproximar ciertas ecuaciones.

EJEMPLO 2.8. Estudiaremos el problema

{y'(:v) = —ay(z) parazx € (0,00),
0) = o,

con a > 0 e yg > 0. Se trata de una ecuacién lineal de primer orden cuya solucién
es y(x) = yoe~ . Observemos que lim,_, - y(z) = 0 para todos los valores de a e
yo. Por lo tanto, lim, o y(2,) = 0.

Yo

Solucién de la ecuacién diferencial.

Al aplicar el método de Euler progresivo tenemos

Ynt1 = Yn + hf(Tn,Yn) = yn + h(—ayn) = (1 —ah)y, = (1 - ah)n+ly0-

Tenemos dos casos:

1. Sih < 2/a, lim, o yn =0y por ende lim,, . |yn — y(x,)| = 0.
2. Si h > 2/a, la sucesién diverge y no existe limy, oo [yn — y(zn)|-

Por lo tanto el método es condicionalmente estable.
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X
X x % «
1 1
h <= h=-
X
1 2
a<h<g .
2
. h> %
X
X
X
X
X
X

Método de Euler progresivo con distintos valores de h.

O

EJEMPLO 2.9. Si aplicamos el método de Euler retrégrado para el problema de
Ejemplo 2.8 obtenemos

Ynt1 = Yn + hf (Tni1, Ynt1) = Yn + h(=ayni1).
Despejando vemos que

1 1
It = T T (1 + ah)rt1 Jo-

Como 1+ ah > 1 para todo h > 0 tenemos que lim,_, y, = 0 y por lo tanto
limy, o0 |Yn — y(2n)| = 0 sin importar el valor de h. Esto nos dice que el método es
incondicionalmente estable. (]

Yo

X x %

Método de Euler retrogrado.

La estabilidad condicional es frecuente entre los métodos explicitos y la incon-
dicional, entre los implicitos.
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EJjEMPLO 2.10. Estudiemos ahora la ecuacion

{y’(z) = ay(x) paraz € (0,00),
y(0) = o,

con a > 0 e yg > 0. Se trata de una ecuacién lineal de primer orden cuya solucién
es y(z) = yoe™. Esta vez no es cierto que lim,_, y(z) = 0 para ningtn valor de a.

El método de Euler progresivo nos da y,, = (1 + h)™yo, mientras que el método
de Euler retrégrado nos da y, = (1 — h) "yo. En ningin caso existe lim,, oo |yn —
y(xy,)|. Esto se ve facilmente pues ambos limites son de la forma lim,,_, [0 — ¢”|
con b # c¢. Por lo tanto, ambos métodos son inestables. ([

Notar que en este capitulo solo se explicé cémo resolver ecuaciones de primer
orden:

y' = f(zy(x))

pero los métodos numéricos presentados pueden aplicarse tanto si f es una funcién
a valores escalares, o sea, una sola EDO, o si f es a valores vectoriares, o sea, un
sistema de varias EDO, y en este caso la funcién y tiene varias componentes. Por
ejemplo, en el caso de dos componentes, f = (f1, f2) e y = (y1,y2) y esto serfa:

vy = filz, (), ya(x))
vy = fa(x,y1(x), ya(2)).

Esto es muy ttil ya que en el caso de EDO de orden superior, que seran revisadas en
los préximos capitulos, veremos que es posible reducirlas a un sistema de EDO de
primer orden y por lo tanto se pueden aplicar los mismos métodos numéricos prece-
dentes, lo mismo es valido en general para sistemas de EDO de primer orden. Como
f serd a valores vectoriales y la funcién incégnita y(z) serd un vector para cada x,
las sumas, ponderaciones e integrales correspondientes involucradas en los algorit-
mos numéricos deberan considerarse por componentes. Esto se vera ejemplificado
en la proxima seccién.

4.4. Métodos de Runge Kutta de orden 4. Al hacer una cuadratura del
tipo Simpson para la integral:
h
6

[ uto s = 5 ) 00) + 2000030 ) + F5Cnn) )

n

donde z,,, 1= T+ h/2 se inspira el siguiente algoritmo que hace parte de los
métodos de Runge-Kutta de orden 4 explicitos. Este algoritmo es uno de los més
utilizados para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias:
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yo = y(0)

g1 = f(xna yn)

h
g = f Tnt g Yn T 501
h
g3 = f(anr%uyn + 592)
g1 = f (anrlvyn + th)
h
Yntl = Ynt g (91 + 292 + 293 + g4)

EJERCICIO PROPUESTO 2.1. Verifique que si f no depende de x se tiene que
g2 = g3 y se recupera en este caso la idea de la cuadratura de Simpson.

Veamos como ejemplo de aplicacion del método de Runge-Kutta un ejemplo
histérico: la pesca en el Mar Adriatico.

Después de la primera guerra, los pescadores del Mar Adriatico estaban sorpren-
didos pues la cantidad de presa para pescar habia disminuido en vez de aumentar,
a pesar de que durante los anos de la guerra se habia dejado de pescar. Se propuso
el siguiente modelo para explicar la situacién, que es un sistema de dos EDO de
primer orden no-lineales:

!
o a— by
T
y/
= = —c+dr
Y

Si x e y representan las poblaciones de presa y predador respectivamente, la presa
crece relativamente (a > 0) si no hay predador y el predador decrece relativamente
(=c < 0) si no hay presa. Por otro lado, los encuentros entre presa y predador
favorecen a los predadores (d > 0) y merman las presas (—b < 0). Es fécil ver que
si ' = 3’ = 0 entonces hay un punto de equilibrio dado por
c a
S b

Estas ecuaciones son un clésico modelo del tipo predador-presa, y son llama-
das ecuaciones de Lotka-Volterra en honor a Vito Volterra (1860-1940) fisico y
matemadtico italiano y su contempordneo Alfred J. Lotka (1880-1949) quimico ame-
ricano.

Resulta cémodo representar la solucién z(t), y(t) del sistema de Lotka-Volterra
como pares ordenados (x(t),y(t)), los que se dibujan com puntos en un plano,
llamado plano de fases. La curva descrita por la solucién, partiendo del punto
inicial (zo, yo), al variar ¢ se donomina trayectoria. Asimismo, el punto de equilibrio
del sistema también puede representarse por un punto del plano:

= (52).

Es posible mostrar que las poblaciones de predador y presa, si no estan en
equilibrio, describen curvas cerradas que al cabo de un cierto tiempo vuelven a
pasar por el punto inicial y giran (o se dice que oscilan) en torno al punto de
equilibrio. A estas trayectorias cerradas se les llama drbitas periddicas (ver Figura

1).
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y(0)
1l : I

x(t)

FiGurA 1. Orbita del sistema de Lotka-Volterra en el plano de
fases en torno al punto de equilibrio. En el cuadrante I, las presas
(x(t)) y predadores (y(t)) aumentan. En el cuadrante II, las presas
comienzan a disminuir, pero los predadores siguen en aumento. En
III, tanto presas como predadores disminuyen. En el cuadrante IV,
las presas comienzan de nuevo a aumentar, mientras los predado-
res siguen disminuyendo. Esta dindmica poblacional se repite cada
ciclo pasando nuevamente por I, IT, IIT y IV y asi sucesivamente.

Si ahora se provoca un cambio en los parametros de la forma

a — a+Aa

c — c—Aa

esto equivale a pasar de una situacién con pesca a una nueva situacién sin pesca.
Este cambio hace que el punto de equilibrio se mueva de la posiciéon en el plano de

la siguiente forma:
(E g) . c—Ac a+ Aa
d b d ' b

esto es, en una disminucién de las presas y un aumento de los predadores en una
situacién sin pesca, lo que se traduce en un desplazamiento de las 6rbitas del plano
hacia arriba y hacia la izquierda, La Figura 2 muestra una sintesis del andlisis
anterior.

El resultado que explicaba el aparentemente extrano fenémeno fue muy cele-
brado en la época y hasta hoy este modelo es utilizado en modelos mas complejos
de planificacion de pesca y de otros recursos renovables.

Para la resolucién numérica de este modelo utilizaremos un método de Runge-
Kutta de orden 4. Notar que en este caso la funcién f es una funcién de R? en

R2:
ren=( g

que no depende explicitamente del tiempo (pues supusimos a, b, ¢ y d constantes)
y el par (z,y) se maneja como vector. Con todo, el método numérico queda:
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x! presa [’ g:!
lerece sine ———————————f* ——
hay predador) < :I:!
y: predador - y_
(d i
Ky pous) . Y
a,be,d>0
a — a+ Aa
e — c—Ne
con pesca sin pesca
antes de la durante la
guerra guerra
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a—by
—c+dzx

y: predador

sin pesca hay
mds predador

y menos presa ||

x: presa

FigurA 2. Modelo de explicacién de la disminucién de presas des-
pués de la Primera Guerra Mundial en el Mar Adridtico.

(11?0, yo)
g1

g2

g3
g4

(:En-l-l ) yn+1)

De hecho, es posible verificar que un método de tipo Euler de orden 1 o de
Runge-Kutta de orden 2 no provee suficiente precisién para que las érbitas sean

(x(0),5(0))

h
+50n

(Tn,yn) 5

)
+ ggz)
((Zn,yn) + h gs)

(n,Yn) + = (91 + 292 + 293 + 94)

(Zns Yn)

6

cerradas, y es por esto que es necesario utilizar un método de orden 4.

Los resultados numéricos obtenidos con el método de Runge-Kutta de orden
4 descrito mas arriba se muestran en la Figura 3, donde se hizo la simulacién del
paso de una situacién con pesca (lineas oscuras) a una situacién sin pesca (lineas
equilibrio que estd en el centro de las orbitas se

claras). Observe que el punto de

desplaza arriba y hacia la izquierda como predice la teoria.
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Ficura 3. Resultado de la aproximaciéon utilizando el método de
Runge-Kutta de orden 4 para estudiar los equilibrios con (orbitas
centradas a la derecha y abajo) y sin pesca (érbitas centradas a la
izquierda y arriba). Se observa una disminucién de las presas (eje
x) de 1 a 0.5 a pesar de la prohibicién de pesca. Esto se explica por
el aumento de predadores (eje y) de 1 al.5. Hay un desplazamiento
del punto de equilibrio de (1,1) a (0.5, 1.5).

45
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Capitulo 3

EDO lineales de orden superior

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales lineales de orden n,
con n € N. Comenzaremos por dar las definiciones necesarias para formular el pro-
blema de Cauchy y enunciar el Teorema de Existencia y Unicidad, que serd demos-
trado méas adelante. Con el fin de presentar de una manera més clara la estrategia
de resolucién de estas ecuaciones comenzaremos por hacer un estudio detallado
del caso de orden 2. Esto nos permitird mostrar las técnicas en un contexto mas
abordable. En seguida veremos cémo resolver la ecuacion de orden arbitrario a coe-
ficientes constantes y daremos ideas de lo que puede hacerse cuando los coeficientes
son variables, caso mucho més complejo.

1. La EDO lineal de orden n

Daremos una breve introduccién a los operadores diferenciales lineales y plan-
tearemos el problema que nos interesa resolver en este capitulo.

1.1. Operadores diferenciales lineales. Asi como una funcién transfor-
ma numeros en numeros: f(z) = y, un operador transforma funciones en funciones:
P(f) = g. Por ejemplo, la derivada o la integral son operadores que transforman
una funcidén en su derivada o primitiva, respectivamente. Més adelante estudiaremos
la transformada de Laplace, que también es un operador. Los operadores que invo-
lucran solamente derivadas de una funcién se denominan operadores diferenciales
(en oposicién a los operadores integrales, que involucran primitivas).

Nos interesan operadores que actian de una manera muy especial sobre cierto
tipo particular de funciones.

Sea I un intervalo. Recordemos que C™(I) denota el conjunto de funciones
f:1— Rtales que f, f’, f”,..., f continuas en I. Las funciones que pertenecen
a C"(I) se dice que son n veces continuamente diferenciables o de clase C".

Estos conjuntos son subespacios vectoriales del espacio de funciones de I — R
con la suma y ponderacién por escalar habituales. En efecto, 0 € C"(I) y si f,g €
C™(I) entonces para todo real A se cumple que Af 4+ g € C™.

Un operador diferencial es lineal si

P(\f+g)=APf+ Pg.

Denotemos por

k
Dk:Do---oD:d—
—_— dzk

k veces

47
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el operador derivada de orden k, entendiendo que la derivada de orden 0 es
el operador identidad I (que solemos omitir). Un operador de la forma

P(z,D) = Y ap(z)D"
k=0

= an(x)D™ 4+ ap_1(x)D" " 4+ ...+ ai(z) D + ap(x),

donde ay(z) son funciones de z, se llama operador diferencial lineal de orden
n. Mds precisamente, si f es una funcién suficientemente regular, entonces P(x, D) f
es la funcidn cuyo valor en el punto x es

P(z,D)f(x) = an(2) f™) (z) + -+ + a1(2) f'(x) + ao () f ().
Sia, = 1 el operador estd normalizado y si los coeficientes ax son todos constantes

se dice que el operador diferencial lineal es a coeficientes constantes. En este
caso se suele escribir

n
P(D)=) axD*=ap D" +an 1 D"+ +a1 D +ap.
k=0

La suma y ponderacién por escalar de operadores se define de la misma ma-
nera que para funciones. Con estas operaciones los operadores forman un espacio
vectorial:

(P + P)(f) =Pi(f) + Pa(f),  (aP)(f) = aPi(f).

El producto de operadores diferenciales se define simplemente como su compo-

sicién:

P1 PQ - P1 ¢] PQ.
Maés precisamente, [Pl Pg} (=P [PQ ) ] para cada f. Notemos que si P; es de
orden n; y P» es de orden nsy entonces P; P> es de orden ny + no.

Con este producto y la suma ya definida, se forma de hecho una estructura
algebraica de anillo donde la unidad es el operador identidad I. En particular, se
tiene la distributividad por la derecha y por la izquierda, que es una propiedad
heredada de la composiciéon de funciones. Esto es

(PL+PR)Q=PQ+PQ, QA+ P)=QP +QP.

El producto, como la composicion, no es en general conmutativo. Sin embargo, en
el caso de operadores lineales a coeficientes constantes, el anillo es conmutativo. Es
decir, el producto si conmuta:

Pi(D)Py(D) = P2(D)P1(D).

La verificacién de estas propiedades se deja como ejercicio al lector.

Usando la notaciéon anterior de operadores diferenciales lineales, la siguiente
tabla resume el contenido de este capitulo.

1.2. EDO lineal de orden n y problema de Cauchy. Una EDO lineal
de orden n es una relacién de la forma

P(‘Tv D)y = @7
donde

n

P(z,D) =Y a(z)D*

k=0
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EDO homogénea no homogénea
lineal subespacio H de hiperplano S de
orden n soluciones homogéneas soluciones particulares
coefi- P(D)y=0 P(D)y=Q
cientes Polinomio caracteristico | Coeficientes indeterminados
constantes | Valores caracteristicos Variacién de pardmetros
coefi- P(x,D)y=0 P(z,D)y=Q
cientes Férmula de Abel Representacion de Green
variables Férmula de Liouville Variacién de pardmetros

CUADRO 1. Tabla resumen de los temas tratados en este capitulo.

es un operador diferencial lineal de orden n. La ecuacién es a coeficientes cons-
tantes si los coeficientes de P son constantes:

P(z,D) = P(D) =Y a.D".
k=0
En este caso el polinomio caracteristico es
p(A) =D @A
k=0

y sus raices se llaman valores caracteristicos de la EDO. Se dice que y es solu-
cién o que define una curva integral de la ecuacién

n

P(e, D)y = ax(x) D'y = T
k=0
en el intervalo I siy € C"(I) y

n

Zak(x)y(k) (r) = Q(z) paratodo =z €l.
k=0

Dado xg € I, una condicidn inicial para la ecuacion diferencial lineal de orden
n es una igualdad vectorial de la forma

(50050, 5™ D)) = (42,5875 )

con el lado derecho dado en R™. En este contexto, el problema de Cauchy consiste
en encontrar y € C"(I) tal que

Y™ + @y )y 4+ A (2)y = Qx) Va el
(y(0), ' (z0), - ..,y D(z0)) = (y(()O)jy(()l), . ’yénil)) '

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 5.2. En efecto, més adelante
en el Capitulo 5 veremos cémo una EDO lineal de orden n puede interpretarse como
un sistema de n ecuaciones lineales de primer orden. Una consecuencia es que el
Teorema de Existencia y Unicidad para la ecuacion de orden n, Teorema 3.1, se
obtendra como corolario del Teorema 5.2, que demostraremos en el Capitulo 5.

(23)
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TrOREMA 3.1 (Existenciay Unicidad). Supongamos que las funciones @;(z), Q(z)

son continuas en un intervalo I. Entonces para cada xo € I y para cada vector de
condiciones iniciales, el problema de Cauchy (23) tiene una dnica solucion.

OBSERVACION. Notemos que si Q(z) =0y y(()k) =0paracadak =0,...,n—1,

entonces y = 0.
2. Estudio completo de la ecuacion de orden dos

Consideremos una EDO lineal de segundo orden (normalizada) a coeficientes
constantes

(24) y' +ay + a0y = Q
con ayp, a; en R. En notacion de operadores esto es
P(D)y = D*y +aiDy +aoy = (D — M )(D = Xo)y = Q,
donde A1 y A2 son las raices del polinomio caracteristico
p(\) = A2 + @\ + .

Introduciendo la variable auxiliar z = (D — A2)y se obtiene el siguiente sistema de
dos EDO lineales de primer orden que sabemos resolver:

{ (D—)\l)z = @
(D—-X)y = =z

De la primera ecuacion encontramos z, que sustituimos en la segunda ecuaciéon
para obtener y. Mds precisamente, los resultados de la Seccién 3 nos dan

7 = Cle)‘””—i-e)‘”/e_)‘ﬂ@(:r)da:
y = Cge)‘”—i—e’\”/e_’\ﬂz(:v)d:v,

de donde
ylz) = C’ge)‘ﬂ—l—C'le’\ﬂ/e()‘l_’\z)md:r

Solucién Homogénea yp, (z)

+e>\2x/e(>\1*>\2)1 (/ eAltG(t)dt> dz .

Solucién Particular y,(x)

2.1. Solucién Homogénea. Se tienen tres casos para los valores carac-
teristicos:

1. Si A1 y A2 son reales y distintos vemos inmediatamente que la solucién queda de
la forma y,(z) = Ae?M® 4+ Ber2?.

2. Si A = Ay = X € R entonces yp,(7) = Ae’® + Bre®.

3. Finalmente, si A1 y A2 son complejos conjugados de la forma o + iw con w # 0
tendremos que y,(z) = e (Ae™? + Be~ ). Estas soluciones nos dan valores
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complejos, lo cual es un inconveniente. Para resolver este problema recordemos que

e = cos(wx) + isen(wx), de donde

eiwx + e*iwm o ( ) eiwx _ e*iwm
2 - cos\wa) 2%

Asi podemos escribir yp(x) = €% (C cos(wz) + Dsen(wz)), con C = (A+ B)/i y

D=(A-B).

= sen(wz).

Resumimos lo anterior en el siguiente resultado:

TEOREMA 3.2. La solucion homogénea yy, de la EDO (24) a coeficientes cons-
tantes con wvalores caracteristicos A1, Ao estd dada por:
1.y = OleAlx + OQGANE st A1, A2 ER, A 75 As.
2. yn = C1e™M + Coze™ si A\ = Ay = A € R.
3. yn = Cre?®senwz + Cae”* coswz si A\ 2 = 0 £ iw, con w # 0.

EJEMPLO 3.1 (Analogia electromecédnica). En la figura 1, observamos a la iz-
quierda un sistema mecdanico en el cual m es la masa del objeto, k es la constante
de elasticidad del resorte y b es la constante de amortiguamiento. La fuerza total
del sistema, en funcién del tiempo se representa por F'(t). El sistema de la derecha
representa un circuito eléctrico RCL, donde L es la inductancia de la bobina, C'
es la capacidad del condensador y R es la resistencia. E(t) representa el voltaje
aplicado en funcion del tiempo. La corriente que circula se representa por %.

L
(000
k +
_ (TO0)L F(t) e @ @ —c
_ m —
L M
b =y R

FIGURA 1. Analogia electromecdnica.

Las ecuaciones que describen estos sistemas son

k E(t) ., R, 1 E(t)
m! T T Y T etetT o

respectivamente. En ambos casos se trata de una EDO lineal de orden 2 a coeficien-
tes constantes. Si identificamos m ~ L, b~ Ry k ~ % (todas constantes positivas),

b
y/l_"_ _yl+
m

entonces son andlogos. El polinomio caracteristico es A2 + %/\ + % y sus raices son

—b
A= o + VA, donde A = 45’22 — % Escribamos por comodidad B = b/2m y
m

supongamos que al sistema no se le aplica fuerza o voltaje; es decir, F(t) = 0 o
E(t) =0, segun el caso. Hay 3 situaciones posibles:
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1. Si A > 0 entonces b > 2vkm (la constante de amortiguamiento b es grande),
por lo que decimos que el sistema esta en régimen sobreamortiguado. Las raices
son reales, negativas y distintas. La solucién es

yn = Olef(Bf\/Z)t + OQef(BJr\/Z)t.

2. Si A = 0 las raices son reales e iguales. Decimos que el sistema estd criticamente
amortiguado (b = 2vVkm. En este caso la solucién es

Yp = Cie Bt + Cote BY.

3. Finalmente, si A < 0 las raices son complejos conjugados. Decimos que el sistema
estd subamortiguado (b < 2vkm) y la solucién es

yn = Cie Btsen (\/—A t) + Cye Bt cos (\/—A t) .
De manera equivalente podemos escribir g, = Cze~B'sen (\/—A t+ 04), pues

sen(a 4+ b) = senacosb + sen b cosa.

20

15 *

10 —

30

0] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FI1GURA 2. Regimenes sobreamortiguado (arriba), criticamente
amotiguado (centro) y subamortiguado (abajo), con C; = Cs = 10.
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2.2. Condiciones de borde. Hemos visto que una ecuacion lineal de se-
gundo orden tiene una tunica solucién si especificamos el valor de la funcién y su
derivada en un punto. Otro problema interesante es determinar si existe alguna
solucién que parta de un punto y llegue a otro predefinido. Este tipo de problema
aparece con frecuencia en fisica, ingenieria y economia. Consideremos, por ejemplo,
un problema del tipo

y'+ry = 0
y(0) = 0
y(1) = 0.

Deseamos saber para cuéles valores de A este problema tiene soluciones y cuantas.
De acuerdo con el signo de A podemos distinguir 3 casos:

1. A = 0. Si y” = 0 entonces y(x) = Az + B. Reemplazando en x = 0 vemos que
B = 0 y reemplazando en x = 1 vemos que A = 0. La funcién nula es la unica
solucién del problema.

2. A = —w? < 0. Las soluciones son de la forma
y(x) = Ae™® + Be ™",
Las condiciones en 0 y 1 nos dan el sistema

A+B = 0
Ae¥Y +Be ™™ = 0

para Ay B. Como w # 0, la tinica solucién es A = B = 0. De nuevo, sélo obtenemos
la solucién nula.

3. A = w? > 0. En este caso las soluciones estdan dadas por
y(x) = Asen(wzx) + B cos(wx).
Esta vez las condiciones en 0 y 1 nos dan el sistema

{ sty = 6

para Ay B. Si
w = k7 con keZ

entonces toda funcién de la forma y(z) = Asen(wz) es solucién del problema.

2.3. Solucién Particular. Al inicio de la seccién mostramos una solucién
particular y,. Dicha solucién depende fuertemente de la estructura exponencial de
las soluciones de la ecuaciéon homogénea y por lo tanto la expresion es valida tnica-
mente cuando los coeficientes son constantes. Presentaremos ahora un caso especial
del método de variacién de parametros, que permite obtener una solucién
particular cuando se conocen dos soluciones homogéneas exigiendo tinicamente que
sean “suficientemente distintas”, lo que en orden dos quiere decir simplemente que
no sean una multiplo de la otra (ver Ejemplo 3.2).

Sean y; e y2 dos soluciones de la ecuaciéon homogénea tal que una no es multi-
plo de la otra. Buscamos una solucién particular de la forma y,(z) = v (x)y1(z) +
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~2(z)y2(x), donde las funciones v;1(z) y v2(x) son incdégnitas. En lo que sigue re-

emplazamos y, en (24) y ordenamos los términos convenientemente, omitiendo la
dependencia de z para mayor claridad. Obtenemos

Q =y, +ay, +aoy
= (my1 +72p2)" +a@(ny +2y2) +a(nyr +2y2)
= (my1 +1y2) + Myl + 2w +1Yh + V05
+@1(Viy1 + Y22 + Y1+ Y295) + To(V1y1 + v2y2)
= (M1 +5y2) + 711 +eys + a1 (Y1 + Y2y2)

pues 71 (yy +a1y; + aoy1) = v2(yg + @rys + aoyz) = 0.

Noétese que si imponemos vjy1 + v5y2 = 0, obtenemos el sistema
{ Myt vy = 0
Nyt v, = @,
que se escribe de forma matricial como
< yi(x)  ya(2) > < 7 (2) ) _ < 0 )
! / ! - ) .
vi(@) ys(x) Y5(2) Q(z)
El determinante de la matriz de la izquierda:
_ _ | @) welz) | _ ! . /
W) = W) = | 40 20 |~ (o) = (ol o)

se denomina Wronskiano de la EDO. Si es distinto de cero para todo z,! la matriz
es invertible y obtenemos la solucién buscada. Primero vemos que

’Y/ _ 1 B Y2 } _ —@yz
T Wlnye) | @ vh | Wiynge)
o 1 ‘ o 0 ‘ __Qun
P W) | vh @ Wype)
Luego integramos ambas expresiones para obtener los valores de v1(x) y v2(x):
Qyz
dgc + K
o W(y1,y2) !
le
= d + K.
" W(y1,y2) 2
Asi, una solucién particular y, es
Qy2 Qu
25 =- do+ys [ g
(25) Y1 W (y1,y2) Y2 Wly1,92)

Se propone al lector como ejercicio comprobar que en los tres casos menciona-
dos en el Teorema 3.2 el Wronskiano es distinto de cero en todo R.

IM4s adelante veremos cudndo esto ocurre. En la EDO lineal de segundo orden tiene que ver
con que las soluciones escogidas no sean una multiplo de la otra.
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2.4. Elfenémeno de resonancia. Retomaremos el Ejemplo 3.1 de la analogia
electromecénica para explicar un fenémeno muy interesante, llamado resonancia,
que ocurre en la ecuacién lineal de segundo orden. Mencionaremos primero un par
de ejemplos de este fenémeno.

Para afinar algunos instrumentos musicales, en especial los de cuerda, se puede
utilizar un instrumento llamado diapasén. Cada diapasén tiene una frecuencia
propia o fundamental. El procedimiento es el siguiente: se percute la cuerda y se
coloca cerca del diapasén. Si la frecuencia de vibracién de la cuerda es suficiente-
mente cercana a la frecuencia propia del diapasén, éste comenzara a vibrar. Se sabe
entonces que la cuerda produce el sonido correcto. En palabras, esto se explica més
o menos asi: la vibracion de la cuerda es transmitida al diapason a través del aire. Si
la frecuencia de las vibraciones es muy cercana a la frecuencia propia del diapasdn,
entonces la amplitud del movimiento de éste 1iltimo se potencia considerablemente.
En breve veremos una justificacion precisa de este hecho. El mismo fenémeno es el
que hace posible que algunas voces humanas sean capaces de romper piezas finas
de cristal.

Recordemos que la ecuacion es

b k F(t
y//+_y/+_y: ()
m m m

Para simplificar los cédlculos supondremos que no hay amortiguamiento. Es decir,
b = 0. En este caso, dos soluciones linealmente independientes son

sen(ft) y cos(ft), donde ﬁzV—Az\/g.

Supongamos que se tiene la ecuacion
1 k

y' + —y = Acos(wt),
m

donde w # [ es la frecuencia y A es la amplitud del estimulo forzante. Para en-
contrar la solucién particular usaremos la férmula (25) (més adelante estudiaremos
un método més eficiente para este tipo de lado derecho). El Wronskiano es

sen(ft) cos(ft)

W(y1,y2) = Beos(ft) —psen(St) ‘_ -

La férmula (25) nos dice que

A
Yp = E [sen(ﬁt) /cos(ws) cos((s)ds + cos(ﬁt)/cos(ws) sen(fs)ds
Recordemos que
cos(f) cos(p) = % [cos(0 + @) + cos(0 — ¢)]

sen(f) cos(¢) = % [sen(6 + ¢) + sen(d — ¢)] .
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Tenemos entonces que

v = ATW) / [cos((8 +w)s) + cos((5 —w)s)]ds
+A275(5t) / [sen((8 +w)s) + sen((§ — w)s)]ds

A {sen(ﬁt) sen((8 + w)t) n sen(Gt) sen((8 — w)t)]
26 04w 0 —w

A [cos(ﬁt) cos((B +w)t) = cos(Bt) cos((B — w)t)]

+= + .

273 O+w 8—w
Agrupando el primer término con el tercero y el segundo con el cuarto, podemos
usar las férmulas para la suma de dngulos y obtener

A [cos(wt)  cos(wt)
o 2ﬁ[ﬁ+w f-w |~ e

Vemos que la amplitud del movimiento es %ﬁ. Mientras més pequena sea la

diferencia entre 3 y w méas grande serd la amplitud.

EJjeErcicio PROPUESTO 3.1. Realice los célculos con b # 0 y observe que ocurre

un fenémeno similar, pero obtenemos esta vez la amplitud

V(k —mw?)? + b2w?
La resonancia se produce para un valor de w cercano a la frecuencia fundamental
0 si b es suficientemente pequeno.

3. Mas sobre la estructura de la solucién

Las funciones yi, ...,y en C"(I) son linealmente independientes (1.i.) si la
afirmacién

(26) Ciy1(z) + -+ -+ Cryr(z) = 0 para todo z € T

implica necesariamente que todos los coeficientes C,...,C) son cero. Si por el
contrario existen C1,...,Cy tales que al menos uno es distinto de cero y se tiene
(26), decimos que las funciones y1, ...,y son linealmente dependientes (1.d.).

EJEMPLO 3.2. Dos funciones y; e y2 son linealmente dependientes si, y sélo
si, una es multiplo de la otra. Mas adelante veremos cémo el Wronskiano puede
ayudarnos a comprobar si k funciones (k > 2) son linealmente independientes. [

3.1. Los espacios H y S. Vamos a estudiar la estructura de la solucién
general de una ecuacion diferencial lineal de orden n. En primer lugar, denotemos
por ‘H el conjunto de todas las soluciones de la ecuaciéon homogénea:

H={yeC™(D) [y @)+ + @@y (@) + @(@)y(a) = 0 Vo e 1},
TEOREMA 3.3. H es subespacio vectorial de C"(I) de dimension n.

DEMOSTRACION. Es fécil ver que H es subespacio vectorial de C™(I) y lo de-
jamos como ejercicio para el lector. Para demostrar que su dimendién es n vamos
a construir una base de H con n elementos. Mas precisamente encontraremos n
funciones Li. y,...,y, tales que cualquier elemento de H puede escribirse como
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combinacién lineal de ellas. Seleccionemos xg € I. De acuerdo con el Teorema
de Existencia y Unicidad, para cada ¢ = 1,...,n podemos encontrar una funcién
yi € C" tal que y\™) () +- - - +a1 (z)y' (x) +do(x)y(z) = 0 para todo = € I y ademds
satisface la condicién inicial

yi(zo) = 0
yi(zo) = 0
i—1
y' o) = 1
y D@ = 0.
Construimos asi n funciones y1, ..., y,. Probaremos ahora que son linealmente in-

dependientes. Supongamos que a1yi(x) + -+ + anyn(r) = 0 para todo = € I.
Derivando, tenemos que

ayi(z) + -+ anyn(z) = 0
(@) +- ot omyy(x) = 0
ayt" @)+ any V(@) = o,
Evaluando en z = xy vemos que a3 = ag = -+ = ,, = 0 (en cada linea queda sélo
un sumando), con lo que las funciones y1, . .., y, son linealmente independientes.

Ahora probaremos que todo elemento y;, € H puede escribirse como combina-

cién lineal de y1, ..., y,. Queremos encontrar constantes Ji,...,0, € R tales que
para todo x € I,
(27) yn(z) = Pry1(x) + B2y2(2) + -+ + Buyn(2).
Derivando esa expresién (n — 1) veces se obtiene
yi(x) ya(z) o yn(@) e yn(x)
yi(x) ya(z) o yn(@) Ba Y ()
n—1 n—1 n—1 ' nf'l
w' V@) @) el @) )\ B u' (@)
para todo x € I. Evaluando en = = xg:
] o Yn (o)
/
B2 Yr (o)
1 ' .
Bn y,(l 1)(170)
Hemos probado que (27) es cierta cuando x = g si 5; = y,(j_l)(:co) parai=1,...,n.

Resta demostrar ahora que, en efecto, la igualdad en (27) se tiene para todo z € T
y no sélo en xg. Para ello, definamos la funcién

zp = Pry1 + Bay2 + - 4 Bpn.
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Debemos probar que yp(z) = z,(z) para todo € I. Notemos primero que la
funcién yp — zp es solucion del problema de Cauchy

{ Y+ @ (@)y" Y o+ ap(2)y =0 Yz el
(y(x0), ¥ (x0),- ..,y " D(zo)) = (0,0,...,0).

y por el Teorema de Existencia y Unicidad, Teorema 3.1 (ver la observacién que le
sigue), yp, — zp, es la funcién nula. ([l

Denotamos por S el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial
lineal de orden n no homogénea

s={yec" |y + @@y +a@y=Qen I},

Sean X un espacio vectorial, A un subsepacio de X y = € X. Un hiperplano
o subespacio afin es un conjunto de la forma

r+A={zeX |z=x+aparaalgina € A }.

TEOREMA 3.4. Siy, € S es cualquier solucion de la ecuacion no homogénea,
entonces S =y, + H.

Geométricamente, esto quiere decir que S es un hiperplano que se obtiene al
desplazar por yg el subespacio H.

\I

FiGuRrA 3. Representacion de los espacios H y S en 2 dimensiones
sobre C2(I).

DEMOSTRACION. Basta ver que la resta de dos funciones en S estd en H; es
decir, es solucién de la ecuaciéon homogénea. Pero esto es inmediato de la linealidad
de la ecuacién. (|
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COROLARIO 3.1. Todo elemento de S se escribe de la forma
y = Ciy1+Coya+ -+ CrlYn + Yp,

donde y1, . . ., yn son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea,
Yp €s cualquier solucion particular de la ecuacion no homogénea y las C; € R son
constantes arbitrarias que dependen del vector de condiciones iniciales. 2

3.2. Wronskiano y Féormula de Abel. El Wronskiano asociado a n fun-
ciones y1,...,yn € C*(I) es

y1() Yn(x)
yvi(x) Yn ()
Wi(z) =Wy, .- yn) = . :
n—1 n—1
y' V@) @)
Notar que W es una funcion de clase C* en I. Usamos también la notacion W (y1, . . ., yn)
para enfatizar la dependencia de las funciones y1, ..., yn.

Enunciaremos ahora dos resultados técnicos sobre determinantes que necesita-
remos en las demostraciones que siguen:

LEMA 3.1. El determinante es multilineal por filas y columnas.
Por ejemplo, si det(A) = det(Fy, Fs, ..., F,), donde F; es la i-ésima fila de A,
se tendrd que
det(Fi,...a+Xb...,F,) = det(Fi,...a...,F,)
+Adet(Fy,...b..., Fy).
LEMA 3.2. Sea A(x) una matriz con entradas variables (dependientes de x).

Como arriba escribimos det(A) = det(Fy, Fy, ..., F,) = det(Cy,Cy, ..., Cy), donde

las F; y las C; son las filas y columnas de A, respectivamente. Tenemos que

d
dzr

A(z)| > det(Fy,... Fl,..., Fy)
1=1

= ) det(Ch,....C),...,Ch).
j=1

Con esto, la técnica para derivar el determinante de una matriz es la siguiente:

1. Se deriva la primera fila (o columna) y se calcula el determinante de la
matriz as{ obtenida.

2. Se hace lo mismo con cada una de las filas (o columnas) de la matriz.

3. Se suman los resultados parciales.

La demostracién del Lema 3.2 puede hacerse facilmente por induccién o utili-
zando la definicion de derivada y el Lema 3.1.

Recordemos que si dos filas en una matriz son iguales, su determinante es cero.

Cuando calculamos la derivada del Wronskiano usando el método descrito arri-
ba (por filas) nos encontramos con que la mayorfa de los sumandos, salvo el dltimo,
tienen una fila repetida y por lo tanto son cero. Asi obtenemos

2Las C; no son los 3; calculados en la demostracién del Teorema 3.3.
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yi(x) yn(x)
y1(z) Yn ()
W (Y1, yn) = : :
y' @) )
" (@) yi” ()
Como las funciones y1, ...y, son soluciones de la ecuacién homogénea, la iltima

fila se reescribe para obtener

y1(x) Yn ()
1 (2) Yn ()
W (yi, ... yn) = : :
" (@) ' (@)
n—1_— 7 n—1_— 7
- Zi:o ai@)ﬂ% ) - Z’L:O Q; (33)347(1)

Gracias al Lema 3.1, podemos expandir la dltima fila. Todos los sumandos,
salvo el dltimo, tienen una fila repetida, por lo que la derivada del Wronskiano
queda de la forma

(28) W'(z) = —p_1(z)W ().
Al integrar la ecuacién (28) obtenemos la Férmula de Abel:

TEOREMA 3.5 (Férmula de Abel). Sean yi,...
kiano W satisface

,Yn € H. Entonces el Wrons-

W(z) = Cexp (— / an_l(x)dx>

con C € R. En particular, si se anula en un punto, se anula siempre.

Resumiremos algunas propiedades del Wronskiano que tienen que ver con in-
dependencia lineal de funciones en el siguiente resultado:

,Yn €CM(I).
1. Si W(xo) # 0 para algin xg € I entonces y1, . ..
pendientes.
2. En general, el que W(x) = 0 para todo x € I no basta para garantizar que
Y1, - -5 Yn sean linealmente dependientes.
3. Siy1...,yn son funciones en H, las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:
a) W(xg) # 0 para algin zq € I;
b) W(z) # 0 para todo x € I; y
¢) Y1,---,Yn Son linealmente independientes.

TEOREMA 3.6. Sean yi,...

, Yn Son linealmente inde-

DEMOSTRACION. La parte 1 se deja como ejercicio al lector. Un contraejemplo
para la parte 2 es y; = 2% e yo = |23|, para n = 2.

En cuanto a la parte 3, la equivalencia entre a) y b) es evidente gracias a la
férmula de Abel y la implicancia b) = ¢) es clara gracias a la parte 1. Para la otra
implicancia, probemos que si W(xg) = 0 para algun xo € I, entonces y1, . .., Y, son
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linealmente dependientes. En efecto, si W(xo) = 0 para algin xo € I, se tiene que

existen aj ..., a, € R no todos nulos tales que
yi(@o) ... yn(zo) o 0
yilzo) .o yn(wo) o 0
n—1 n—1 ' :
o) o (o) )\ 0w 0

pues la matriz del lado izquierdo no es invertible. Definiendo z(z) = ayy1(z)+-- -+
anyn (), se tiene que

z(wo) = aryi(zo) + - + anyn(zo) = 0

Z'(z0) = a1yi(wo) + -+ + anyp (o) =0

2D (zo) = Oélyyﬁl)(iﬂo) +ooet anyr(znil)(%) = 0.
Como z € H, por el Teorema de Existencia y Unicidad, se tiene que z(z) = 0 para
todo x € I. Luego existen a; ..., a, € R no todos nulos tales que aqyi(x) + -+ +
anyn(z) = 0 para todo = € I. O
Siy1,...,yn son una base de H; es decir, si son n soluciones linealmente inde-

pendientes de la ecuacién homogénea, la matriz

Y1 e Yn
Vi o Yn
¢ = : - :
ygn—l) o yr(Ln—l)
se llama matriz fundamental de soluciones asociada a la base y1,...,y,. No

se debe confundir la matriz fundamental con el Wronskiano, que es W = det ®.

4. EDO lineal de orden n a coeficientes constantes

En esta seccién estudiaremos varios métodos para resolver la ecuacion dife-
rencial lineal de orden n a coeficientes constantes. Para la ecuaciéon homogénea
describiremos un método que sigue la misma linea de lo que se hizo para la ecua-
cién de orden 2, usando los valores caracteristicos. Finalmente nos enfocaremos en
la biisqueda de soluciones particulares de la ecuacién homogénea.

4.1. Solucién homogénea.
4.1.1.  Polinomio caracteristico y factorizacion del operador diferencial lineal.

La EDO
y(n) +an71y(n*1) +-Fay =0
se escribird de la forma P(D)y = 0, donde P(D) es el operador diferencial
P(D)=D"+@, D" '+ - +@mD+d=»_ aD'
i=1
con @, = 1. El operador P(D) estd asociado al polinomio caracteristico

pAN) = A"+ T A" @A+ T,
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Como se trata de un polinomio de grado n, tendra n raices reales o complejas llama-
das valores caracteristicos (quiza repetidos). Supondremos que A1, ... A; son las
[ raices distintas y tienen multiplicidades my, ..., m;, respectivamente. Recordemos
que como los coeficientes del polinomio son reales, las raices que sean complejas
vendran en pares conjugados. El polinomio se puede descomponer de la forma
l
PO) = (A= M) (A= 22)™ (A =A™ = [T =A™,
i=1

donde n = Zé:l m;. La factorizacién de p(A) induce una andloga en P(D), donde
el producto corresponde a una composicion:

P(D) = (D—X)o--o(D=X)o---0o(D—=X)o---0(D—X)

mi1 veces m; veces

Note que esta factorizacion permite de hecho resolver la EDO de orden n como
una serie de EDO de orden 1, En efecto, es claro que

PDy=0 & (D—X)™o...(D=X)™y=0,
entonces si definimos nuevas variables z; de la forma:
(D—X)o(D—=X)o---o(D=X)o(D=XN)y = 0
——

Zn—1

Zn—2

21

lo que genera un sistema en cascada de n EDQO’s lineales de orden 1:

(D — )\1)21 = 0
(D — )\1)22 = Z1
(D — )\1)Zm1 = Zm1,1
(D - )\l)y = Zn-1

En principio, este es un método vélido para resolver la EDO (incluso la no-homogénea)
pero veremos a continuaciéon que la solucién homogénea se puede obtener de una
forma mucho maés explicita.

4.1.2.  La propiedad de traslacion y la solucion homogénea.

PROPIEDADES 3.1. (Traslacién)
1. P(D+ A1 =p(A)
2. P(D)e? = e*P(D + \) = e p(N\)
3. P(D)(f(z)e*) = e P(D + \) f(x)

DEMOSTRACION. 1. Recordemos que
(D+NEf(@) = (D+N)...(D+A) fla) =35, ( 'j > FO(@) A7 Tuego,
k veces

si f(x) = 1, para todo i > 0, f(*)(z) = 0, con lo que se obtiene (D +\)*1 =
M por lo tanto P(D 4+ \)1 = A" + Z?;OI @\ = p(\).
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2. De 1) y 3) con f(z) =1 se tiene el resultado.
3. Sesabeque DY (((0)e™) = iy (1 ) DA(HNDI @) = Ty (1) Do =

(D + X f(z). | |
Ahora, P(D) (f(x)eA_””) = Z?:o a; DI (f(z)e™) = Z?:o [Eje)‘””(D + )\)Jf(x)} =
e Z?:o @;(D+ M\ f(z) = e*P(D + \) f(2). -

Con ayuda de la propiedad 2) se pueden encontrar [ soluciones de la ecuacién
homogénea. Si \; es una raiz del polinomio p()), se tiene que:

P(D)eM® = eMp(\)
~——
=0

= 0

. . )\ T
Lo que quiere decir que ™17,

Li.:

e}\zx , BALI

g

son soluciones de (H). Veamos que son

Az iz

e .. e
\ \ AreM® L A eM®
Wz, eM® ... eN") =

)\ll_leA”” /\ﬁ_leA””

1 1

l
= exp (Z)\ix> : : :
- NSt N

AL Al
l
exp <Z )\Zl') CH()\l — )\J)
i=1

i#]

Como A; # A; si ¢ # j, el Wronskiano es distinto de cero y las funciones son 1.i.
Para formar la base necesitamos n funciones 1.i., por lo tanto hay que encontrar
n — { méas. De la propiedad 3), se tiene que ()\; es una raiz del polinomio p(\)):
P(D)(z"e*®) = N"P(D + \;)a"
= D=M+X)™ . (D=Xi—=X)™ (D= N —N)™a”
= (D= M A (D= Ay — AT (D = Ay — )
(D= X = \)™D™igk

Como D™igh =0 1<k<m,; — 1, se encuentran m; — 1 soluciones de (H):

)\i:E, xze)\iiﬂ7 .. mi—lekiiﬂ

xe T

Repitiendo este procedimiento para cada m;, se encuentran n — [ soluciones, ya que
1 1
Yoia(mi—=1)=>"_ m;—l=n—1.
EJEMPLO 3.3.

(D —1)*(D+3)°D3% =0
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n este caso n = 10. Veamos todas las soluciones que se encuentran con este método:
En est 10. Vi todas1 1 q t t tod
M=1m =2 = {exe"}
AM==-3my=5 = {67396,.%6731, I2€73m,$367317$4673m}

A3=0,mg=3 = {1,:E,:E2}

Veamos si son l.i. Para todo = € I se debe cumplir:

a1’ + ag 2ze+

2673m —|—Oé411$36731 + 0157117467314—

agylefgx + 04212{E6731 +asiz
2
ag1 + a3 22 + a3 3% =0

Aplicando (D — 1)3(D + 3)°D? a esta expresion, se transforma en

20[373 =0
Aplicando (D — 1)3(D + 3)°D, se obtiene
ag2 =0

Y sucesivamente, se obtiene que «; j, = 0 para todo i € {1,2,3},j € {1,2,3,4,5},
por lo tanto, son 1.i.

En general, las n soluciones encontradas son l.i., pues dada la ecuacién
QLM 4 g, e N
042116>‘2z N a27m2xm2716>\2x+

ml—le)\LI

Oél)lekliﬂ_i_... +al,m1$ = 0

Al aplicar el operador (D — X\p)™ ... (D — X\;)™i~1...(D — \)™, se obtiene

Wimi—1(D = A1)™ .. (D = X)™ (D — N)™ ™M) = 0

1 (D= A+ X)™ (D= XN+ \)™ D™ it —
() (me=D!

Ty 1 (mi — DIp(N) = 0

Se verifica que p(A;) # 0y (m; — 1)! # 0, por lo tanto & m,—1 = 0. Repitiendo la
aplicacion progresivamente, se verifica que todos los «; ,,,—1 son iguales a cero, con
lo cual las n funciones son l.i..

Antes de pasar a los ejemplos resumiremos la discusién anterior en el siguiente
resultado:

TEOREMA 3.7. Supongamos que A1, ..., N\ son los valores caracteristicos, con
multiplicidades m1, ..., my, de la ecuacion homogénea

(D—=X)™ ...(D=X\)™y=0.
Una base para H es la generada por las siguientes funciones linealmente indepen-
dientes:

s Para cada valor caracteristico \ real

M oxe’ L, amTle,
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» Para cada par de valores caracteristicos complejos o + i3,
e cos(Bx), xe* cos(fx), ... x™ e cos(fz),
e*sen(fz), xze“Tsen(fz), ... x™ 'e*sen(fx).
EJEMPLO 3.4.
(D—1)*(D +3)°D*y = 0.
En este cason = 10. Veamos todas las soluciones que se encuentran con este método:
Al = 1, m; =2 = {ex,xex},
Ao =3, ma="5 = {e 3 xe " 2% 3% 2373 ple3Y,

A3=0, mg=3 = {1,z,2%}.

EJEMPLO 3.5. Resolveremos ahora la ecuacion diferencial
y® — @ oy 9y 4y —y=0.
El polinomio caracteristico es
p(N) = M= pad 2241
A=D1 +2X2 +1)
= A=D1\ +1)?
A =1 (A =d)*(A +14)2

Obtenemos entonces las soluciones
)\1 = 1, mi = 1 = {e:”},
Ao, o = +i, mg =2 = {cos(z),sen(z),x cos(z),rsen(r)}.

Finalmente, toda solucion homogénea se escribe como combinacién lineal de estas
funciones, por lo que la solucién general es

yn(z) = Cre” 4+ Cy cos(z) + Cssen(z) + Cy z cos(x) + Cs x sen(x).
(]

4.2. Ecuacién no homogénea. Estudiaremos dos métodos para encontrar
una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea:

= El método de coeficientes indeterminados, que puede usarse cuando
el lado derecho incolucra tinicamente polinomios, senos, cosenos y expo-
nenciales. Consiste en postular que la solucién es de cierto tipo (similar
al lado derecho), pero con coeficientes que son determinados a posteriori.
Tiene la ventaja de que los célculos son extremadamente sencillos ya que
involucran dnicamente derivacién de polinomios, exponenciales y funciones
trigonométricas.

= El método de variacién de parametros se basa en la representacién de
la ecuaciéon de orden n como un sistema lineal de primer orden. De he-
cho, también es un método valioso para encontrar soluciones particulares
de estos sistemas. Consiste en representar la soluciéon particular como una
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combinacion variable de las soluciones homogéneas. Tiene dos ventajas no-
tables en cuanto a su rango de aplicaciones: en primer lugar, sirve para
cualquier tipo de lado derecho; en segundo lugar, el método también es
util, al menos tedricamente, para el estudio de ecuaciones a coeficientes va-
riables. También tiene dos puntos en contra: es necesario conocer una base
del espacio de soluciones homogéneas y ademas involucra operaciones con
matrices y cdlculo de integrales.

4.2.1. Método de los coeficientes indeterminados. Este método puede aplicar-
se para encontrar una solucién particular de la ecuacién

P(D)y = Gk (x)e)\oiﬂ

con Ao € Cy qr,e*® una funcion que puede ser un polinomio por una exponencial,
un polinomio por seno o coseno por una exponencial o cualquier combinacion lineal
de estos, donde gr(qx,) < ko en caso de ser un polinomio.

Este método tiene la desventaja aparente de ser muy restrictivo en cuanto al
tipo de lado derecho para el cual es ttil. Sin embargo, estas funciones son sumamente
frecuentes en la aplicaciones.

El operador diferencial que anula el lado derecho es (D — A\g)*o*+1, pues

(D —Xo)* T P(D)y = (D — o)™ gy, (x)e”
= e)\oszoJrlqu (I)
= 0

Si Ao € R, la ecuacion se transforma una homogénea de orden n + kg + 1 que
sabemos resolver.

Si Ag € C, se aplica ademas el operador (D — Xg)*+! a ambos lados de la ecuacion,
con lo que se obtiene (D — Xg)*+1(D — \g)*+1 P(D)y = 0, que es una homogénea
de orden n + 2(ko + 1). Hay dos casos que se estudiaran:

A. Caso no resonante: \g # \; para todo j € {1,...,l}

1. A.1 Caso real: \y € R:

P(D)y = gy (2)e™" = y=yn+y,
(D — Ao)kOJrlP(D)gj =0 = zj = zjh

La idea es obtener y, comparando g, e Y3, mas precisamente, como combi-
nacion lineal de aquellas funciones que aparezcan en g y que sean Li. con
las que aparezcan en yp,.

Se sabe que y;, es combinacion linel de funciones pertenecientes a

M = U{ekﬂ,xe’\ﬂ,...,xmi_lek”}u
A ER

U {e%* coswjx, ..., x™ e cosw,z} U
)\j:a'j:i:iwj

mjflecrjm

{e?Tsenwjz,...,x senw,;x}

E gn es combinacion lineal de elementos pertenecientes a
M = MU {eAOm,xe)‘OI xkoe)“’:”}

geeey
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Luego, yp = (Ap + A1z + -+ + Agyx™0)e?®, con A; constantes en R a

determinar.
Reemplazando y, en P(D)y :

P(D)(Ag + A1z +--- + Akoxko)e%z = Qi (x)e)“’z
eTP(D + Xo) (Ao + Arz 4 -+ Apyzt0) = gy, (x)e0?
Tko (I) = (ko (:E),

donde 7, (z) es un polinomio cuyos coeficientes dependen de A; para i €
{0,...,ko}. Igualando coeficientes se obtiene un sistema lineal de (ko +1) x
(ko + 1), de donde se calculan los coeficientes.

EJEMPLO 3.6. Encontraremos una solucién particular de la ecuacién
(D —1)(D - 2)y = ze3®.

Tenemos que a = 3, que no es un valor caracteristico de la ecuacién. Como
el polinomio que acompana a la exponencial en el lado derecho tiene grado
1, proponemos como solucién

yp(z) = (Ag + Arz)e”.
Aplicamos a y,, el operador diferencial P(D) = (D—1)(D—2) = D*~3D+2

y obtenemos
P(D)yy(z) = (6414940 +9A z)e*”
—3(A; +3A0 + 3A,1)e*”
+2(Ao + Arz)e™”
= (3A; +2A0 +2A,1)e*".

Comparando con el lado derecho de la ecuacién tenemos el sistema

0 = 34;+24,
1 = 24,

cuya solucién es Ag = —3/4, A; = 1/2. De aqui, una solucién particular de
la ecuacion es

. A.2 Caso complejo: )\ € C:

P(D)y = gy (2)e™® = y=yn+y,
(D —X0)™ ™D = X) ' P(D)j=0 = §=70n
Comparando y, con gy, se tiene que
yp = (Ag+ Az -+ + Ay xF0)e”™ coswoz +

By + Biz + - -+ + By, 2")e sen woz
( 0

Al reemplazar y, en la EDO se obtienen 2kg + 2 ecuaciones.
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EJEMPLO 3.7.

(D—-1)(D -2y = ze**cosx
En este caso A\g = 3 & i, y la solucién homogénea es y;, = Cre® + C2e*,
luego
yp = (Ao + A1z)e*® cosz + (By + Bix)e* senx
y, = (Ao+ A12)e* cosz + (By + Biz)e™ senw (verificar)
y, = (f:lo + 14:11:6)639” cosx + (éo + élx)egm senz (verificar)

donde /i(), Bo, /11, Bl, /:10, éo, /:11, él estan en funcion de Ao, Bo, Al, Bl.
Reemplazando y, en la EDO, se tiene que

(Ag + Ayz)e®® cosx + (Bo + Bix)e** senz = e cosx

De donde se deduce que /:10 =0, /:11 =1, éo =0y él =0, lo que permite
encontrar Ag, By, A1 y Bjy.
B. Caso resonante: \g = \; para algin j € {1,...,1}
1. B.1 Caso real: )\ € R:
P(D)y = g, (x)e™® = y=yn+y,
(D=2)""'PD)yg=0 = §=in

La segunda ecuacién se puede escribir de la forma

(D= X)™ ... (D= Xg)mothotl (D—X)™§ = 0
Es decir, A\p aumento su multiplicidad, luego, comparando gy e yn, se tiene
que y, es combinacién lineal de elementos de {z™0ero® gmotledor gpmothkoglozy
es decir,
Yy = .CCmU(A0+A1.TE+"'—|—Ak0Ik0)6)\Um

Al factor 2™ se le llama factor de resonancia.
2. B.2 Caso complejo: )y € C Repitiendo el proceso, se observa que y, es
de la forma

yp = 2™ (Ag+ Az +---+ Akoxk")e"ow COS W T
+2™°(By + By + - - - + B, 2™)e sen woz.
EJEMPLO 3.8. Queremos encontrar una solucién particular de la ecuacion
(D—1)%(D + 1)y = (4o + 3)e”.

Vemos que el coeficiente @ = 1 en la exponencial del lado derecho es valor carac-
teristico de multiplicidad 2. En vista de lo discutido anteriormente proponemos una
solucion de la forma

yp(z) = 22 (Ag + Arw)e” = (Agx® + Arz®)e”.
El operador diferencial es P(D) = (D —1)?(D + 1) = D?> — D* — D + 1. Tenemos
Dy,(z) = (A12® + (Ag + 3A1)2® + 2402)e”
D2y, (x) (A12® + (Ag + 6A1)2* + (440 + 6A1)z + 240)e”
DPyp(z) = (A12° + (Ag+941)2° +6(Ao + 3A1)z + 6(Ao + A1))e”,
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de modo que
P(D)yp = (440 + 641 + 124;12)e”.

Al igualar al lado derecho obtenemos el sistema

3 = 449+ 64;
4 124,

cuya solucién es Ag = 1/4, A; = 1/3. Con esto encontramos la solucién particular

1, 1)\,
yp(x) = (sz + §x3) e”.

O

4.2.2.  Método de variacion de pardmetros. Recordemos que la ecuacion de
orden n puede escribirse como un sistema de la forma

Z(x) = Acx)z(z)+b(x) para zel
ze(zo) = y*F Y (20) para k=1,...n,
donde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= y b=

0 0 0 1 —

—ap —a1 —a2 —Qp—1 @

Supongamos que tenemos una base y1,...,y, de soluciones de la ecuaciéon ho-

mogénea. Recordemos que

Y Yn

i Y

®= : » :
y%n—l) . yr(Ln—l)

es la matriz fundamental de soluciones y notemos que

hn . Yn
vi - U
*‘40(b = .. - @l.

Buscaremos una solucion de la forma

Yp(z) = Fi(z)y1(z) + -+ - + Fu(2)yn(2).

Observemos que esta expresion es justamente la primera componente del vector
®F' y las otras componentes son sus derivadas. La idea es encontrar el vector F' de
manera que ®F sea solucion del sistema de primer orden:

(®(x)F () = Ac(0)®(2)F(z) + b(x).
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La regla para la derivacién de un producto es valida para matrices (ver Lema 5.1).
Luego
(®(x)F(2)) = o' (2)F(z) + () F'(z)
= Ac(2)®(2)F(z) + @(2)F'(2),

de manera que si encontramos F' tal que ®(z)F’(z) = b(z), entonces la prime-
ra componente del vector ®(z)F(x) serd una solucién particular de la ecuacién
de orden n original. Ahora bien, la matriz ® es invertible pues estd formada por
soluciones linealmente independientes de la ecuacién. De este modo podemos tomar

F(z) = /@(m)_lb(x) dz.?

EJEMPLO 3.9. Encontremos una solucién particular de la ecuacién

1

y'(x) —y(z) = To e

Los valores caracteristicos de la ecuaciéon son 1 y —1, por lo que dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacion homogénea son e* y e~*. Construimos

Luego

w4 12) (L) -arte ()

Tenemos entonces que

1 d

1 e dx e*
FQ(”“"):?/W =g Thvisen

Finalmente obtenemos la solucién particular
yp(x) = Fi(x)e” + Fy(x)e™™
1
= —"lnvVl+e™— 3 +e lnv1+e”.

5. EDO lineal de orden n a coeficientes variables

5.1. Ecuacién homogénea.

33e puede usar la regla de Cramer en lugar de calcular la inversa. Esto da origen a la férmula
de representacion de Green, que estudiaremos maés adelante.
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5.1.1. Formulas de Abel y Liouville. En el caso de la ecuacién homogénea con
coeficientes variables, el método de los valores caracteristicos no se puede aplicar
y no existe una metodologia general para encontrar las soluciones. No obstante,
podemos facilmente encontrar una solucién linealmente independiente a partir de
otra concida en el caso de orden dos, utilizando la férmula de Abel, dada en el
Teorema 3.5. Esta dice que si y; e y2 son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
de orden dos entonces el Wronskiano W satisface

W (z) = Cexp <_ /al (a:)da:) .

Mas precisamente, la Férmula de Abel nos dice que

Yay1 — y1y2 = Cexp <— /al(x)d:c) .

En los intervalos donde y; # 0 obtenemos

4 C
vy — Ly = Zexp (— /El(x)d:c) ,
Y1 Y1

que es una ecuacién lineal de primer orden que sabemos resolver. Multiplicamos la
ecuacién por el factor integrante

y obtenemos

(%)I = y%exp (—/al(;c)dx> :

Integrando obtenemos

1
y2 = Dy; + ylc'/ F exp (— /Eﬂ:z:)da:) du.
1

Si tomamos D = 0 obtenemos la Formula de Liouville

Yo = Cyl/izexp (—/El(x)dx) du.
Y1

EJEMPLO 3.10. Se tiene la EDO 2%y” + zy’ — y = 0 y una solucién y; = z. Se
pide encontrar otra solucién linealmente independiente ys. Para ello escribimos la
ecuacion normalizada:

La férmula de Abel nos da

dzr
zyy — y2 = Cexp (/—?),

de donde
1, 1 B
Ey2_ﬁy2 = 3
2\ _ C
(5) - =
Y2 C

2~ 4D

T —2x2
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Tomamos C' = —2, D = 0 y obtenemos ys = % O

Este método puede aplicarse a la ecuaciéon de orden n > 2, teniendo en cuen-
ta que la férmula de Abel nos entregara una EDO de orden n — 1 a coeficientes
variables. Si bien no se obtiene de manera tan sencilla la solucién faltante, esto
constituye una reduccion de orden con lo que la busqueda de la n-ésima solucién
linealmente independiente puede ser mas tratable.

5.1.2.  La ecuacion de Euler. La ecuacién de Euler es de la forma
anz™y"™ + . a1zy + agy = 0,

donde ag, ay, - .. a, son constantes y a, # 0. Se hace el cambio de variable x = e*,
z(u) = y(e™), siempre y cuando x # 0. Con esto

' (u) = e"y'(e") = zy/(2).
Luego
Z(u) = e"y'(e") + ey (e") = xy/(2) + 2%y (2),
con lo cual
P2y (@) = #(w) - 2/ (u)
y asi sucesivamente. Al final queda una ecuacién lineal de orden n a coeficientes
constantes.

EJjEmpPLO 3.11. Estudiaremos la ecuacion

2%y () + y' (z) = 0.
Los cambios de variable descritos arriba nos conducen a z”(u) — 2’ (u) + 2'(u) = 0.

Es decir, 2"’ (u) = 0. Las soluciones de esta ecuacién son de la forma z(u) = Au+ B,
con A, B € R. Asi,

y(x) = z(In(x)) = Aln(z) + B, x #0.

EJEMPLO 3.12. Para la ecuacion
@*y"(x) + 2%y (z) - day'(x) =0
vemos que
) = (v
2? "(x) = () - (u)
) 2"(u) — 32" (u) + 22 (u).

2" () — 22" (u) — 32" (u) = 0.
El polinomio caracteristico es
p(A) = AA =3)(A+1),

de donde los valores caracteristicos son Ay = 0, Ao = 3y A3 = —1. Asi, las soluciones
son de la forma
2(u) = A+ Be® + Ce™,
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de donde

y(x) = A+ Ba® + Ca ™.

5.2. Ecuacién no homogénea. En esta seccién presentaremos dos méto-
dos para buscar soluciones particulares a la ecuaciéon no homogénea. La féormula de
Green es una consecuencia del método de variacién de pardametros, por lo que se
necesita conocer a priori una base para el espacio H de soluciones homogéneas. El
segundo método, que involucra series de potencias, no requiere conocer las solucio-
nes de la ecuaciéon homogénea, por lo que en muchas ocasiones es 1til también para
estudiar este tipo de ecuacién.

5.2.1. Formula de Green. El método de variacién de parametros visto antes
para coeficientes constantes se aplica en el caso de coeficientes variables. Para ello,
se deben conocer primero n soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogénea.

Recordemos que en ese contexto se busca

donde el vector F satisface ®F’ = b. Para encontrar las coordenadas del vector
F’ también se puede utilizar la regla de Cramer. Para ello, denotemos por W; el
determinante de la matriz ®; que se obtiene al cambiar la i-ésima columna de la
matriz ® por el vector b. El Wronskiano es W = det ®. La regla de Cramer nos dice
que F! = VV[{; Pero notemos que la i-ésima columna de W; tiene ceros en todas las
componentes salvo la ultima. En virtud de la férmula de cofactores para el célculo
del determinante podemos escribir W; = (—1)"”@Wi, donde W; es el determinante
de la matriz de tamano (n — 1) x (n — 1), que se obtiene al eliminar de ® la i-ésima
columna y la n-ésima fila.
Con esto queda

Notese que hemos escrito s para la variable antes de integrar y x para la variable
integrada. Si usamos de nuevo la férmula de los cofactores para escribir la suma
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N o " & "
e Z ) In(1—x) Z -
n=0 n=1
n 2n+1 St (—1)”562"
sen(x) Z cos(z) Z —t
|
oy 2n +1)! —  (2n)!
St 2n+1 St xQn
senh(z) Z Gn ) cosh(z) Z )l
n=0 n=0 ’
1 0 N St (_1)nx2n+1
1— 2 ngox arctan(x) 7;0 W

CUADRO 2. Algunas funciones y sus series de potencias.

como el determinante de una matriz de tamano n X n obtenemos

yl() v Yn(s)
yi(s) oo yn(s)

S

: : ds.
W S . .
' 2’( ) ()
=R(z,s)

Hemos demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 3.8 (Teorema de Representacién de Green). Una solucidn particular
de la ecuacion no homogénea es

:/G(m,s)@(s)ds, donde G(z,s) =

es la funcion de Green.

5.2.2.  Solucion en serie de potencias. El siguiente método serd presentado de
manera ilustrativa; sin profundizar en los detalles tedricos que justifican su aplica-
cién. Sean I un intervalo abierto, xg € I y f : I — R. Decimos que f analitica
en un entorno de o si existen ag,a1,as,... tales que la serie Y po ar(z — xo)"
converge absolutamente para todo x suficientemente cercano a xg y

x) = Z ap(z — x0)*
k=0

Los coeficientes aj, son los mismos que entrega la férmula de Taylor: aj, = %f(k) (z0)-
Los polinomios, las exponenciales, todas las funciones trigonométricas e hiperbdli-
cas y sus inversas son analiticas. Las derivadas y primitivas de funciones analiticas
también lo son. Ademds, para encontrar una derivada o primitiva basta derivar o
integrar la serie término a término. Algunos ejemplos de funciones y sus represen-
taciones en series de potencias se pueden ver en el Cuadro 2.
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Dada una ecuacién diferencial lineal de orden n a coeficientes variables, nos
proponemos encontrar una solucién particular de la forma

oo
= E ak:vk.
k=0

No nos preocuparemos aca por las condiciones que garantizan que la solucién es
en efecto lo suficientemente regular para tener una representacion en serie de po-
tencias. La estrategia es aplicar el operador diferencial a la expresién en serie para
y, derivando término a término las series que aparezcan. Esto dard un sistema de
ecuaciones lineales para los coeficientes. Una vez resuelto el sistema construimos la
serie. En muchos casos es posible relacionarla con otras series conocidas y reconocer
a qué funcioén pertenece.

EJEMPLO 3.13. Analicemos el problema de Cauchy

y' (@) —y(x) =0
y(0) =1
y'(0) = 0.

Escribimos y(z) = > p axz® (aqui zg = 0) y tenemos que

Zk —1ak:v Zakx

y'(x) —y(x)

= STk +2)(k + Daggoa® Zakw
k=0

= Z ((kz +2)(k+ Daksa — ak) z".
k=0

Al igualar el lado derecho a la funcién nula obtenemos
((k+2)(k+ 1agro —ap) 2" =0+ 0z + 02 + ...
k=0
y de alli una ecuacién para cada potencia de x. Para cada k debe cumplirse que
ag

kE+2)(k+1 — =0; deci =
(k+2)(k+ 1)agt2 — ax ; es declr, A2 CEDICE

Sik=2m,
o — A2m—2 + a0
T em)em—1) " 2m) - 2m)
ysik=2m+1,
a = 42m—1 4 1 ——m M1
LT 0m A+ DE2m) | Cm+ 1) 2m+ )
Asi,
2m+1

—(IOZ 12 (2m + 1)!

Obtenemos una combinacién hneal de dos solumones linealmente independientes
de la ecuacion. Para determinar las constantes ag y a; utilizamos las condiciones
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iniciales.

Tenemos finalmente que

o w2m
y@) = > T~ cosh(z).
m=0 '

También podiamos haber usado el método de los valores caracteristicos pues los
coeficientes son constantes. La solucion general es

y(x) = ae® 4+ be™".
Las condiciones iniciales determinan para a y b el sistema
a+b = 1
a—b = 0,

que tiene como solucién a = b = 5. La solucién queda

y(z) = = (6" + e ) = cosh(z).

MO = Rl —N

O

EJEMPLO 3.14. Encontraremos ahora una solucién particular de la ecuacion
2?y" () + 2y (z) = 2(1 - 2)*.

Escribimos y,(z) = Y po, axz® y tenemos que
$2 //( ) + / . - k2 k
Yy, (z) + 2y, () = Z arx”.
k=0

Debemos escribir el lado derecho en serie de potencias, para lo cual podemos usar
la informacion en el Cuadro 2 y la derivaciéon término a término. Tenemos

o rw (i)

I
Sk
M8
IS
ol

Igualando coeficiente a coeficiente vemos que k2a; = k, de donde ag puede tomar
cualquier valor y ar = 1/k para k > 1. As{, una solucién particular es

hple) = 30 = — (1 — a).
k=1

En el Ejemplo 3.11 se encontraron las soluciones de la ecuacién homogénea corres-
pondiente. Con esa informacién, la solucién general resulta ser

y(z) = Aln(z) + B — In(1 — ).
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Capitulo 4

Transformada de Laplace

1. Definiciones y ejemplos

DEFINICION 4.1. Dada f : [0,4+00) — R se llama transformada de Laplace
de f a la funcién

+o0
(20) Clf](s) = / e f (1)t

que asocia a s € R el valor L[f](s) cuando la integral converge. Si la transformada

de Laplace de una funcién existe para s > ¢, a la minima cota “c” se le llama
asintota de la transformada.

Veamos algunos ejemplos para funciones conocidas:

EJEMPLO 4.1. Primero f(t) = 1. Claramente, si s < 0 la integral [; e™*'dt no
converge. Si s > 0 entonces

L[1](s) = / e stdt = _—1675)5 = 1
0 S

1
Luego L[1](s) = S para s> 0 (la asintota es ¢ = 0). O

EJEMPLO 4.2. Analicemos ahora f(t) = e¢* con a € C. Al igual que antes, es
evidente que si s < Re(a) entonces la integral [;* e *te®dt = [ e~ (~9'dt no
converge. Si s > Re(a),

—+oo
Lle™](s) = /0 e~ (smatgy

Jr
_ Tl -
S—a

1

s—a

0

De alli, L[e®](s) =

para s > Re(a) (la asintota es ¢ = Re(a)). O
s—a

EJEMPLO 4.3. Recordemos ahora que coswt + isenwt = !, de manera que
Re(e™?) = coswt e Im(e"?) = senwt son la parte real e imaginaria de e, res-

pectivamente. De ejemplo anterior tenemos que
1 s+ 1w

L[e™?)(s) = P B para s> 0.

79
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En virtud de la definicién de la transformada de Laplace,
LRe(f)] =ReL[f] e L[Im(f)] =ImL[f],

con lo cual
s

Llcoswt](s) = o

y  Llsenwt](s) = para s> 0.

s2 +w?

De la linealidad de la integral tenemos la siguiente propiedad:

PROPIEDAD 4.1. La transformada de Laplace es un operador lineal. Es decir, si
AER ysifyg son funciones de [0,+00) en R tales que L[f](s) y L[g](s) existen,
entonces

L[f + Agl(s) = L[f1(s) + AL[g](s)-

t ot t_ ot
EJEMPLO 4.4. Recordemos que cosh(t) = % y senh(t) = €% Paa

s > 1 tenemos que

Lleosh(t)](s) = 5 (£le'() + Lle™)(s))

N = N =

¥
|
—

y  Llsenh(t)|(s) =

N N~ ®»

Yoy
D
)

=
—
»

S~—
|

D
3

|
i
—
v

S~—
N———

— 7 N
)

| | =
—_

|
wn

+ | =
—

N———

»
[\v]
|

—

O

Una funcién f tiene una discontinuidad de salto en a € Dom(f) si los limites
laterales lim,_, .+ f(z) y lim,_,,- f(x) existen, son finitos y distintos.

Una funcién f : [0,4+00) — R se dice continua por pedazos si tiene un
ntmero finito o numerable de discontinuidades de salto en [0, +00), pero sobre
cada subintervalo acotado de [0, +00) tiene a lo mds un niimero finito de éstas.

Veamos algunos ejemplos:

EJEMPLO 4.5. La funcién
1\ 1 0<t<1
s = ={ 1 V51E)

extendida periédicamente a [0,00) con periodo 2, se llama onda cuadrada y es
continua por pedazos.
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Gréfico de la onda cuadrada.

O

EJEMPLO 4.6. La funcién f(t) =t — [t] o bien f(t) = ¢,0 < ¢ < 1 extendida
periédicamente a [0,00) con periodo 1, llamada onda de dientes de sierra, es
continua por pedazos.

(PP

0

Gréfico de la onda de dientes de sierra.

O
EJEMPLO 4.7. La funcién f(t) = tan(¢) no es continua por pedazos pues
lim tan(t) = —oo y lim tan(t) = 4oc.
t—=3 =3
O
EJeEMPLO 4.8. La funcién
so={ ¢ 1729
L0 t=0
tampoco es continua por pedazos. (I

DEFINICION 4.2. Una funcién f : [0,+00) — R es de orden exponencial si
existen & € Ry M > 0 tales que |f(t)] < M e para todo ¢t > 0. Al menor de
tales « se le llama orden exponencial de f. Gréaficamente, el hecho de tener orden
exponencial significa que la funcién esté encerrada entre M e*' y —M e®t.

DEFINICION 4.3. El espacio C,, es el conjunto de las funciones f : [0,400) — R
que son continuas por pedazos y de orden exponencial a. Es un subespacio vectorial
del espacio de todas las funciones de [0, +00) en R.
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Observemos que si f’ € C, entonces

@) < £+ /Omlf’(s)lds

IN

M
O oaxr
FO)]+ e
Me**,

IN

de modo que f € C,.

PROPIEDAD 4.2. Si f € C, entonces para todo s > «, existe L[f](s) (y converge
absolutamente). Ademds

<
i) < 2
para todo s > «. En particular, limg_ 4o L[f(t)](s) = 0.

DEMOSTRACION. Recordemos que si la integral converge absolutamente, en-
tonces converge. Con esto basta probar que

/ e F ()]t <
0

para todo s > a. En efecto,

/ e f (1))t
0

S —«

| s

0

< M/ e Stetdt
0
< M/ e~ =ty
0
1 csvar|
< M el 78T
- -S54+« 0
C
< .
5 —

O

EJERCICIO PROPUESTO 4.1. Demostrar que t*, k € N, tiene transformada de

k!
k _
Laplace y que L[t"](s) = FF S > 0.
La funcion escalén de Heaviside se define como

0 t<a
Ha(t):{ 1 t>a

a

Funcién escalén de Heaviside Hq(t).
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Observemos que si a > 0, entonces H,(t) = Ho(t — a). La transformada de
Laplace de H,, con a > 0 es

o) foe) 1
LIH) = [ et di= [T et de= e
0 a s
para s > 0.

Si a < b definimos el pulso entre a y b como

0 t<a

Pup(t)y=¢ 1 a<t<d
0 t>b.
a b

Pulso entre a y b.

Notar que Pu(t) = Hq(t) — Hp(t). Luego, su transformada de Laplace para
0<a<bserd

LPay(t)](s) = L[Ha(t) — Ho(t)](s) = L[Ha(t)](s) — L[Hp(1)](5).
Por lo tanto

L[Pp(t)](s) = é(e_“s —e7 %) para s>0.

2. Propiedades basicas de la transformada de Laplace

En esta seccién estudiaremos reglas operacionales que seran ttiles para aplicar
la transformada de Laplace a la resoluciéon de ecuaciones lineales de orden superior
y sistemas lineales de primer orden.

2.1. Transformada de una derivada. Sea f € C, derivable. Calculemos
la transformada de Laplace de su derivada para s > «.

+oo
Clf)s) = / e f (1)t

_ Ooe—st e—st
= s [ e+ |

= SL{f)(s) + Jim e F (1) — lim ™A ().

t—0t

Como f es de orden exponencial «a, se tiene que

lim [e7*'f(t)] < lim |e™*'e®| = lim e~ 7%t =0
t—o00 t—o00 t—o00

pues s > a. Llamando f(0") = lim; o+ f(¢) tenemos que
L[f')(s) = sL[f1(s) = f(0F) para s> o
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Para la segunda derivada, si s > o tenemos

L[f"(s) sLf'](s) = f/(07)
s(sL[f](s) = £(0T)) = f/(07)
s*L[f)(s) = sf(0F) = f'(07).

Repitiendo este procedimiento obtenemos, para s > «,

n—1
LIFM)(s) = s"Lf](s) = > s* 7R (07F).
k=0

EJEMPLO 4.9. Un cohete despega con velocidad inicial vy desde la Tierra en
forma vertical. Luego de algunos segundos, se activan los motores de emergencia,
por lo que adquiere una aceleraciéon a > 0 durante un intervalo de tiempo breve. Si
la gravedad de la Tierra es g, encuentre la ecuaciéon de movimiento del cohete su-
poniendo que tiene masa m y (t1,t2) es el intervalo en el que funcionan los motores
de emergencia, con to > t1.

De la sumatoria de fuerzas obtenemos

d2
md_yQy(t) = —mg + ma(Ptltz (t))7

donde y(t) es la posicién del cohete con respecto a la Tierra. Las condiciones iniciales
del cohete son y(0) = 0 y 4'(0) = vp. Eliminando m a ambos lados y aplicando £
se obtiene la ecuacién

Lly"(®)](s) = aLlPr, 1, ()](s) — gL[1](s)
recordando las expresiones para L[y (t)](s), L[ P, (¢)](s) ¥ L[1](s), la expresién
queda

$Lly)(s) — sy(07) =y (0F) = (e — et — &

Pero y(07) =0y 3/ (07) = vg. Luego

Vo a _ a _ g
['[y](s) = 8_2 + 8—36 it _ 5—36 b2t _ 8_3

En breve veremos céomo recuperar una funcién a partir de su transformada. Conti-
nuaremos este calculo en el Ejemplo 4.12. O

2.2. Transformada de una primitiva. Sea f € C, localmente integrable.
Sea a € R. Encontremos la transformada de la funcién F(t) = / t f(w)du. Para
s > « se tiene ‘

L[F'|(s) = sL[F](s) — F(07).

Por lo tanto, la transformada de F' es

£IFY) = 1 £1(6) 5 [ fludu

S

para s > a.
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t ot t s pru
Si denotamos / / flw)du = / (/ f(v)du) du. La transformada de esta

expresion es

z[[[f(@du] (5) éc[:ﬂu)du} -2 [ [ s

repitiendo el proceso, se obtiene la férmula para la transformada de la n-ésima
integral:

c u Flu)du <s>=sinc[f1<s>—ésik I u Flu)du.

n veces n — k veces

2.3. Traslaciones. Una traslacién en el dominio temporal ¢ corresponde a
un factor exponencial en el dominio de Laplace s. Si f € C, y a € R, la funcién f
trasladada hacia la derecha se define en todo [0, 00) como H(t —a)f(t —a). Se tiene
entonces que

LIHt—a)f(t—a)l(s) = /OOO e *'H(t —a)f(t —a)dt
= /00 e S f(t —a)dt
= /00 675(“+a)f(u)du

0
= e LIF([B)](s).
De manera anéloga, una traslacién en el dominio de Laplace corresponde a un factor
exponencial en el dominio temporal.

cias-a) = | T et f (1)t

0

= /OO e Stet f(t)dt
= L f(1)](5)-

2.4. Igualdad de transformadas. Nos proponemos ver ahora cudndo una
funcién estd univocamente determinada por su transformadad de Laplace. Nos in-
teresa saber cudndo L[f] = L[g] implica que f = g. La respuesta estd dada por el
siguiente teorema, que enunciamos sin demostracion:

TEOREMA 4.1 (Lerch). Si f,g € Co y L[f](s) = L[g](s) para todo s > «

entonces f(t) = g(t) para todo t > 0, salvo en la union de las discontinuidades de
fyvg

2.5. Convolucién. Sean f y g funciones en C,. El producto de convolu-
cion entre f y g de define como

(f*g)(t) =/0 f(s)g(t — s)ds.
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Se deja al lector verificar la siguiente:

PROPIEDAD 4.3. El producto de convolucion es conmutativo, asociativo y dis-
tribuye con respecto a la suma en C,.

TEOREMA 4.2. Sean f,g € C,. Entonces

LI(f *9)l(s) = LIf](s) - LIg](s)-

En palabras, la transformada de la convolucion es el producto de las transformadas.

DEMOSTRACION. Dadas f y g en C,, tenemos que

Ll(f +g)lls) = / e < / ' Flug(t - u)du> dt

_ /Ooo /OteStf(u)g(t—u)dudt.

Cambiando el orden de integracién y haciendo un cambio de variables tenemos

/Ooo/otestf(u)g(t—u)dudt - /OOO /uooe“f(u)g(t—u)dtdu

/OOO /000 e~ H £ (u)g (w)dwdu

/0 eiS"f(u)du/O e g(w)dw
= L[f1(s)Llg](s)-

O

2.6. Convergencia Uniforme. Veremos ahora unos detalles técnicos de
convergencia. Sean f € C, y M > ap > «. Definimos

O L O L

0
con s € I = [ag, M]. Tenemos que

2. -0 = | [ e na
< ¢ e—(s—a)t
s—« "
< c ef(sfa)n
T s—«

para todo s € I. Si ||g||; = sup,c; |g(s)], entonces

|®, —®|; < sup e~ (s—a)n

s>a S — ¢

C

= —6_(0‘0_(1)77"

o) — &
Por lo tanto ||® —®,||; — 0 cuando n — oo, con lo que ®,, converge uniformemente
a®enl.
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2.7. Diferenciabilidad. Sea f € C,. Calcularemos la derivada con respecto
a s de la transformada de Laplace de f.

d d > —st
@E[f(f)](s) = @, e " f(t)dt

*d
= / —e stdt
0 dS

= /Oo—te_Stf(t)dt
0
= —LIEf®)](s)-

La derivacion bajo el signo integral se justifica por la convergencia uniforme. Repi-
tiendo el proceso, la derivada n-ésima de la transformada de Laplace de f se expresa
como

S LUFD(s) = (=1)"L[E" f({1)](s)-

2.8. Integrabilidad. Gracias de nuevo a la convergencia uniforme, tenemos

que

/OS LIf®)])(u)du = /OS </000 e“tf(t)dt) du
/000 (/OS e“ti(t)du) dt
[ (ool

para f € C,. Sien la férmula de la derivada de la transformada, se toma g(t) = @,
se obtiene

d . [ft)] _

e | 0] = —etrneo.
Por lo tanto

lim £ [ ] [%] - —/ CIF (O] (u)du
Si @ € C, se tiene limg_,oc £ [ (t)} (s) = 0. En consecuencia
t o0
e/ 220 = [ e
Se puede verificar que @ € C, cuando f(t) € Co y limy_,o+ @ existe y es

finito. Bajo esta condicién obtenemos

[ eirwiwan = - [ e [T
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que equivale a integrar desde 0 a co. Es decir,
o0 o0 t
/ CIF() (u)du = / FO
0 o 1t

3. Antitransformadas y aplicaciones

Una funcién f (en el dominio temporal) es antitransformada de una fun-
cién p (en el dominio de Laplace) si se cumple que L[f] = p. Se denota como

ft) = L7Hpl()-

En esta seccién estudiaremos un método para calcular antitransformadas de
funciones racionales y presentaremos aplicaciones a la ecuacién diferencial lineal de
orden n y a sistemas de ecuaciones lineales de primer orden.

3.1. Descomposicién en fracciones Parciales. Repasaremos el método
de descomposicién en fracciones parciales estudiado en el curso de célculo integral.

p(x)

Supongamos se tiene la expresion racional —=, donde p y ¢ son polinomios a coe-

q(z)
. : L op(E)
ficientes reales tales que gr(p) < gr(q). Se quiere escribir @)
q(z

expresiones mas simples. Se pueden presentar varios casos:

como una suma de

1. ¢(x) tiene n raices reales distintas y simples: ¢(x) = (x — a1)...(x — ayp), con
a; # a; si i # j. Hacemos

A A,
plx) A R

d@) z—a z—an
2. ¢(z) tiene una raiz real de multiplicidad n: ¢(z) = (z — a)™. Hacemos
p(z) A Ap An

q(x) :x—a+(a:—a)2+“.+(x—a)”'

3. q(z) tiene 1 raiz compleja simples. Entonces su conjugado también es raiz simple,
de modo que q(z) = az? + bz + ¢ = (z — z)(z — Z), z € C\ R. Hacemos

p(x) Az + B

q(z) T aritbrt+c
4. Si g(x) tiene 1 rafz compleja de multiplicidad n: ¢(z) = (ax? + bz + ¢)" =
(x — 2)"(x —Z)™ con z € C\ R. Hacemos

p(x) A+ B Aox + By Apx+ B,

q(r)  ax2+br+c  (az?+bxr+c)? et (az? 4+ bz + )
5. Cualquier combinacion de estos casos.

Una vez descompuesta la expresion original, se deben encontrar los valores de
los coeficientes de la parte derecha. Existen varias formas de encontrarlos, veremos
2 métodos:

= Método 1: Multiplicar por g(x) a ambos lados y evaluar raiz por raiz (sirve
cuando las raices son simples).
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= Método 2: Desarrollar la suma de la parte derecha e igualar coeficientes.

EJEMPLO 4.10. Se desea descomponer la expresion

s
§2—3s+2°
Las raices son s =1 y s = 2, ambas simples. La expresion se descompone como
s A B

s2—35+2 s—1+3—2'
Utilizamos el método 1. Para ello multiplicamos a ambos lados por ¢(s). Obtenemos
s=A(s—2)+ B(s—1).

Evaluando en s = 1 vemos que A = —1 y evaluando en s = 2 vemos que B = 2. [J

EJEMPLO 4.11. Se desea descomponer la expresion
1

2= + 5
Las raices son s = 0, con multiplicidad 2, y s = a & bi, ambas simples.

Utilizando una combinacién de 2. y 4., la descomposicién queda

(30) 1 7é+E+ C+ Ds
s2((s—a)2+b2) s 82 (s—a)2+b2

Como hay una raiz doble usaremos el método 2. Desarrollamos el lado derecho de
(30) y obtenemos

1 As((s —a)? +b%) + B((s —a)® + b%) + (C—l—sD)s?'

s2((s —a)2 +b2) $2((s —a)?2 +v?)
Reordenando los términos deducimos una igualdad para los numeradores:

1=35%(A+ D)+ s*(—2aA+ B + C) + s(A(a* + b*) — 2aB) + (Ba* + Bb?).

Igualando los coeficientes obtenemos 4 ecuaciones:

0 = A+D
0 = —2dA+B+C
0 = A(a*+0b*) —2aB
1 = Ba®+ Bb
que nos dan
- 2a B 1 - 3a? — b? D —2a
T @422 T @+ T (@422 T (@ +02)2

O

Maés adelante, en el Ejemplo 5.11, mostraremos una aplicaciéon concreta del
método de fracciones parciales a un problema de intercambio de masas atmosféri-
cas.
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3.2. Aplicaciéon a la EDO lineal de orden n. Se tiene la siguiente EDO
a coeficientes constantes:

P(D)y(t) = Q(t)
con P(D) un operador diferencial de orden n normalizado (a,, = 1) y Q(t) combi-
nacién lineal de funciones en C,. Aplicando £ a ambos lados de la EDO, se obtiene:

L1d aiDy| (s) = LQ)
j=1
d_aL[Dly](s) = L)

Pero se sabe que
L [D7y] (s) = &' LIyl(s) — R;(s),
donde

j—1
Ri(s) =Y s*yU"D(0%).
k=0
Con esto la ecuaciéon queda

(Z ajsj) Lll(s) = asRy(s) = £[QU(s)

Escribimos entonces

Lly®)(s) = ﬁg; . ﬂ%((tg(s)’

donde

n

P(s) = Zajsj y R(s) = ZajRj(s).

Llamando y,(t) e y,(t) a la funciones tales que

Ll =7 v Ll =S

se tiene que
Lly] = Llyn]+ Llyp].
Luego

mo)=c |50 e wo=c [%@} (t).

Para encontrar y,(¢), consideremos G(t) = £1 [%] (t). Tenemos
p(t) = L7 [LIGOHN)LR®)()] (¢)
= L7HLIG=Q)®)I(s)] (1)
= (GxQ)1)
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%odo se reduce entonces a encontrar antitransformadas de funciones de la for-
L (s)

P(s)
n, R es de gradon — 1y 1 es de grado cero).

, donde T y P son polinomios y gr(P) > gr(T) (observe que P es de grado

Gracias a la linealidad, si descomponemos en fracciones parciales, basta averi-
guar cudles son las antitransformadas de cada uno de los términos que aparecen en
la descomposicién. Primero recordemos que

puns Wl LIH()](s = A) = LeMH®)(s)
b T s — — oM ¢! s
(f—k)’“ - F L(k—l)!}( g 'C{ Ut(k—l)!] (s)
G0l +u? = L {E sen(wt)} (s—0o) = L {% sen(wt)] (s)
i = Llcos(wt)] (s —o) = L[e7 cos(wt)](s).

(s —0)? +w?

Inmediatamente obtenemos las antitrasformadas

MH@E) = £ SiJ ()
*amm =[] O
%sen(wt} = £t m} (t)
e“teos(wt) = L1 @_;ﬁ} (t).

Esto es casi todo lo que se necesita para determinar la antitransformada de una
T(s)
P(s)

funcion de la forma . Sélo falta encontrar las antitransformadas de fracciones

del tipo
e R oo

para n > 2. Haremos los calculos para n = 2 y dejamos el caso general como
ejercicio para el lector.

1 -2
1. Basta considerar Ts 52 e = o+ 22)2. Por lo tanto
1 5 -1 .,1d 1
— @) = — — |
£ [(52—1—@2)2]() 2 £ {d882+a2]()
-1 .,d
= %ﬁ ! {Eﬁ[sen(at)](s)} (1)

1
= %t sen(at).
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t
2. Recordando que L [/ f} = 1E[f], se tiene:
0 S

e | © = 67| G| ©
ra Herrd
1

— ! _gc Etsen(at)] (s)} ()

_ o c [ /O t %tsen(at)} (s)] )
- /0t2—1atsen(at)
1

= o <% sen(at) — tcos(at)) .

Resumimos los ejemplos mas relevantes de funciones y sus transformadas en la
siguiente tabla:

f(t) LIf1(s)
et 1 5
s —
H,(t) ée‘“s
1 —as __ _,—bs
P.p(t) . (e e~
e)\t tk*l 1
(k—1)! (s — Nk
et 1
— sen(wt) G0l tar
s—o
e”t COS(wt) m
2as
t Sen(at) m
1 2a?
- sen(at) — t cos(at) [EEyE

EJEMPLO 4.12. Continuando el Ejemplo 4.9 del cohete, hay que encontrar las
funciones que al ser transformadas por L, equivalen a cada uno de los sumandos
del miembro derecho de la ecuacion

vg  a _ a _ g
ﬁ[y](s) = 8_2 + 8—36 tit _ 8_38 b2t _ 8_3
Utilizando las conclusiones de la discusién precedente vemos que

a gt?

L[yl(s) = L |vot + g(f —t1)?H(t —t1) 3 (t —t2)*H(t —t2) + >



DERECHO DE AUTOR. PROHIBIDA SU REPRODUCCION

4. FUNCIONES Y DERIVADAS GENERALIZADAS 93

Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento del cohete es

a gt?

y(t) = vot + 5(t —t1)2H(t —t1) 2(t — )2 H(t —ta) + 5

EJEMPLO 4.13. Resolvamos ahora el problema de Cauchy
y' +2y +2y=0
y(0) =1
y'(0) =1
utilizando la transformada de Laplace. Para ello observemos que
Lly" +2y" +2y)(s) Lly"] +2L[y'] + 2L[y]
s*LLy)(s) — sy(0F) —y'(07)
+2(sL[yl(s) — y(07)) + 2Ly](s)
= (s> 4254+ 2)L[y](s) — s — 3.

con lo cual
Ly"+2y" +2(s) = 0
(s> +2s+2)L[y](s) —s—3 = 0
(s +25+2)Lyl(s) = s+3
s+3
) = arers

Como las raices de s? + 2s + 2 = 0 son complejas, se escribe ese polinomio de la
forma (s + 1) + 1, con lo que se obtiene

5+3 s+1 2
W) = e ~ el T Gr I T

Como L[e % cosz](s) = ﬁ y Lle Tsenx](s) = GEI T se tiene
que

Llyl(s) = L]e “cosz](s)+2L[e “senz](s)

Llyl(s) = L[e " cosz+2e “senz](s)

y(x) = e “(cosx + 2senx).
(]

4. Funciones y derivadas generalizadas

4.1. Funciones generalizadas. Sea ¥ : R — R una funcién integrable. La
accion de W sobre una funcién f: R — R es

wi= [ v

— 00

cuando esta integral esté bien definida.

La delta de Dirac pertenece a las llamadas funciones generalizadas o
distribuciones. No es exactamente una funcién, sino méas bien una regla que a
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cada funcién continua f le asigna un nimero real, que es su valor en cero f(0).
Las funciones generalizadas se definen en términos de su accién sobre cierto tipo
de funciones. En estricto rigor, definimos la accién de la delta de Dirac sobre una
funcién continua f mediante

5U%:[%5@V@Mﬁ:f®)

La notacién de integral es bastante sugerente pero se debe recordar que la delta
de Dirac no es una funcién, aunque comparta ciertas propiedades con las funciones
integrables. Siguiendo la notacién presentada arriba, escribiremos

lfl = [ s—app(o) de = o)

La delta de Dirac modela un impulso, golpe o chispazo. Se interpreta como un
gran estimulo aplicado instantdneamente a un sitema.

EJEMPLO 4.14. Tomando la funcién continua f(t) = 1 tenemos que

/OO 6(t)dt:/oo 5(t) -1 dt = 1.
- - 0

Una propiedad interesante de la delta de Dirac es que se puede aproximar, en
cierto sentido, por funciones propiamente tales. Mas precisamente, su accién sobre
una funcién continua se puede obtener como el limite de las acciones de una sucesién
de funciones integrables. Sea ® = Py el pulso entre 0 y 1. Si ®,(t) = n®(nt)
entonces

. fj:; ®,,(t)dt = 1 para cada n.
= Sia> 0y f es continua entonces
- +
S I f (Ot = [ fu () f(t)dt = 0.
= Si f es continua entonces
. +
Mmoo [27 fu(t) f(t)dt = f(0) = S[f].

Observacion: Cabe destacar que las funciones ®,, no son las unicas que dan

origen a J; basta con que cumplan las propiedades enunciadas.

La transformada de Laplace de una funcién f en el punto s puede interpretarse
como la accién de f sobre la funcién t — e~ 5t. Tiene sentido entonces definir la
transformada de Laplace de la delta de Dirac mediante

L) = Jim £1@.)(s)

= lim ,(t)e Sdt
n—oo 0
1/n
= Ilim ne Stdt

n—oo 0

= lim 2(1 —e /M)

n—oo 8§

= 1
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Ficura 1. Las funciones &.,,.

para s € R.

Observemos que esto es consistente con

L[6](s) = /OOO S(tye tdt = e® = 1.

Por otra parte, la delta de Dirac es el elemento neutro para el producto de
convoluciéon. Es decir, para f € C, se tiene

L[f * 6] = LIf]- L[o] = L[f]-

Por el Teorema de Lerch, f * dyp = do * f = f (salvo, quizd, en una cantidad nume-
rable de puntos).

4.2. Derivadas generalizadas. Supongamos que f y ¢ son funciones deri-
vables de R en R tales que lim; .+ f(¢)g(t) = 0. La férmula de integracién por
partes nos dice que

/ T Pyt = - / " f(t)g (0.

Supongamos que ahora que f es simplemente integrable y g es derivable con
derivada acotada en R. Supongamos como antes que lim;, 1. f(¢)g(t) = 0. La
férmula de integracion por partes sirve para definir una especie de “derivada” de
f, aun cuando f no sea derivable en el sentido usual. Es el concepto de derivada
generalizada. Aunque no exista la derivada como funcién, definimos la acciéon de
la derivada generalizada de f (como funcién generalizada) mediante

f;en[g] = _f[gl]
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| funttatie=~ [~ s

Si f es derivable, con derivada acotada, la accién de f,,, sobre una funcién
integrable g coincide con la accién de la funcién f’ sobre g. En lo que sigue usaremos

la notacién f’ para denotar f/_. cuando no haya ambigiiedad.

Es decir,

gen

EJEMPLO 4.15. El escalén de Heaviside, H,, no es derivable en todo R pues es
discontinua en a. Sin embargo podemos definir su derivada generalizada. Sea g una
funcién derivable tal que lim;— 4 g(t) = 0. Tenemos que

Hilg) = / H(t
- / H1)g ()t
- —Amy@m
g(a)

dalg)-

Entonces, la derivada generalizada de H, es d,. Escribimos
H.(t) =6(t — a).
O

EJERCICIO PROPUESTO 4.2. Compruebe que la regla para la transformada de
una derivada dada en la subseccién 2.1 sigue siendo valida para derivadas genera-
lizadas.

4.3. Aplicacién a la ecuacién lineal de orden n. Al igual que en la
subseccion 3.2, consideremos una EDO a coeficientes constantes:

P(D)y =@,
donde P(D) es un operador diferencial de orden n normalizado (a, = 1) y Q es
combinacién lineal de funciones en C,.

Recordemos que una solucion particular estda dada por

wit) = [ Gle—oa0)as

donde
G(t)=L"" [H (t).

Pero esta G es precisamente la solucién de P(D)G = § pues
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en el sentido generalizado.

97
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Capitulo 5

Sistemas lineales de primer orden

1. Introduccién

Hasta aqui se han estudiado ecuaciones lineales con una sola funcién incégnita.
Estudiaremos ahora sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, tanto porque per-
miten modelar problemas fisicos que involucran la interaccién de diversas variables
dependientes, como también porque a ellos pueden reducirse las ecuaciones lineales
de grado superior.

Comenzaremos por comentar algunos resultados acerca de funciones vectoriales
y matriciales.

DEFINICION 5.1. El espacio

cM(I)™ = C™(I) x - - x C"(I)

m veces

estd conformado por los vectores de m funciones n veces continuamente derivables
en el intervalo I. De manera andloga, C"(I)™** son las matrices de m x k funcio-
nes n veces continuamente derivables en el intervalo I. Haremos la identificacién

Cn(])mxl — Cn(I)m.

Estos conjuntos tienen estructura de espacio vectorial para la suma y ponde-
racién por escalar componente a componente. La integracion y derivacién se hace
componente a componente:

firn oo fik [ fia o [ fik
f’I?:L,l fm,k ffml ffmk
fir o fik ' fin o flx
fn;,l cor Sk 717;,1 1/nk

Ademas tenemos la regla para la derivacién de un producto.

LEMA 5.1. St A(t) € Mpxm(R) y B(t) € Mimxp(R), con n,m,p € N, entonces

(A(t)B(t))" = A'(t)B(t) + A(t)B'(¢).

99
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DEMOSTRACION. Para la componente ip se cumple que

/

I
NE

Z aij (1)bip(t) (ai; (t)bjp(t))

<.
Il
-

(ai; (D)bjp(t) + aij ()b}, (1))

<
I
—

I I
= 1]

al; (b (t) + Y aig (D), (1)
j=1

<.
Il
—

O

DEFINICION 5.2. Un sistema lineal de EDO en R” es un sistema de n ecua-
ciones escrito de la forma
X'(t) = A{)X(t)+ B(t) para tel
X(to) = Xo,

donde I es un intervalo, A(t) € Myxn(R), B(t) € R" para cadat en I, y Xy € R"
son condiciones iniciales en t =ty € I. En el caso B = 0 se dice que el sistema es
homogéneo. En el caso que A es una matriz constante, se dice que el sistema es a
coeficientes constantes.

(31)

EJEMPLO 5.1 (Polucién en dos estanques). Dos estanques 1 y 2, que contienen
V[m3] de agua, se encuentran interconectados por medio de un canal, por el cual
fluye agua desde 1 a 2 a razén de b[mTS] El sistema es alimentado a través del
estanque 1 a razén de b[mTS], con un poluente de concentracién 0[%], que contamina
el agua. El agua sale del sistema por un canal del estanque 2, con un caudal de b[ng]
En esta situacién se produce una contaminacion del agua en ambos estanques. Para
tratar de disminuir este efecto negativo, se propone anadir otro canal que conecte a
los dos estanques, para que devuelva flujo de 2 a 1, a razén de b)\[ng], donde A > 0.
Sin embargo, para evitar el rebalse del sistema, se debe aumentar el flujo del canal

ya existente a b(1 + )\)[mTB] ;Cuénto ayuda esta solucién a disminuir la polucién
del agua en los estanques?

~_

b (1+A)

F1GurA 1. Polucién en dos estanques del ejemplo 5.1
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Para el estanque 1, tenemos que la variacién de la cantidad de poluente por unidad
de tiempo es la diferencia de las concentraciones que entran y las que salen por
unidad de tiempo, es decir:

1 1

Repitiendo el razonamiento para el estanque 2, resulta el sistema:

bA b(14 )

i (t) = bo+ V&CQ(f) - Txl(t)
() = b(lvﬁxl@) - %xg(t) - éu(t).

Este es un sistema de ecuaciones que se puede escribir, en forma matricial, como

N —b(l‘f A) b T bo
ah )~ b(A+A)  b(1+N) o 0o /-
v v
Se trata de un sistema lineal de dos ecuaciones de primer orden no homogéneo
a coeficientes constantes. O

2. Sistemas lineales y ecuaciones de orden superior

2.1. Paso de una ecuacién lineal de orden n a un sistema lineal.
Veamos cémo una ecuaciéon lineal de orden n puede interpretarse como un sistema
de n ecuaciones lineales de primer orden con n incoégnitas.

Para ello, consideremos el siguiente cambio de variables:

zi(x) = y(z)
z(r) = y'(2)
() = y" ()

Derivando cada nueva variable, se tiene

zi(z) = y(z) = 2()

) = y'(@) = z(2)

() = y™M@) = —gua(@)y™ V(@) - —do(r)y(e) + Q

= —ap_1(x)zn(x) — - —ao(x)21(x) + Q.
Con esto, el sistema queda de la forma:
21\ 0 1 0 0 21 0
z9 0 0 1 0 Z9 0
= . . +
Zn —ap —ap —as —Gn—1 Zn Q
——— ~ —_——— ——

2! e z b
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Las condiciones iniciales y(xo), ...,y D (xg) corresponden a las condiciones
iniciales en el sistema z1(x¢), ..., 2n(x0). El problema de Cauchy se escribe

{ 2! (x) Ac(z)z(z) + b(x) para x €l
ze(zo) = y*F D (x) para k=1,...n.

Llamaremos a A.(x) la matriz companera de la ecuacién de orden n.

2.2. Paso de un sistema lineal a una ecuacién lineal de orden n.
Veamos ahora la identificacién reciproca. Para explicar cémo se hace esta identi-
ficacién presentaremos dos métodos aplicados a un sistema de dos ecuaciones con
dos incégnitas. El caso general lo dejamos como ejercicio al lector.

Consideremos el sistema
(32) ¥ = anw +apre + b
(33) Ty = agi®1 + axxs + by
con las condiciones iniciales z1(0) = 29 y z2(0) = 29.
2.2.1. Método de sustitucion. Suponiendo ag; # 0, despejamos x; de (33)

para obtener
Th — agawy — b
(34) p = 22222
a21

y luego derivamos
(35) o, = T2zt~ b

a21
Reemplazando (34) y (35) en (32) resulta
x5 — (a11 + a22)xh + (a11a22 — a12a21)T2 = az1br — a11ba + b,
que es una ecuacién de segundo orden con condiciones iniciales
22(0) = a5
75(0) = a2 + agnrd + ba(0).

2.2.2. Método de reduccion. Utilizando la notacién de operador diferencial
Dz = 1/ el sistema (32)-(33) se reescribe

(36) (D — au)xl — a12T2 = bl
(37) —a2121 + (D —ag)ra = ba.

Aplicando el operador D — a1 a la segunda ecuacién, multiplicando por az; la
primera y sumando, se obtiene

(38) (D — a11)(D — ag2)rs — arzaz1 2 = aziby + (D — a1)bs,
que es la misma EDO de orden 2 para z2 que la obtenida con el método anterior.
Observacion: Puede verificar que en todos los casos, despejando x1 o x3, se
llega a una EDO del tipo
zf — (a1 + ag2)x; + (a11022 — arzao)z; = fi, i=1,2
—— N———
tr(A) det(A)
y con polinomio caracteristico asociado
p(A) = A2 — tr(A)X + det(A) = det(A — \T).
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Se deja al lector comprobar usando el método de reduccién que un sistema li-
neal a coeficientes constantes de tamano n > 1 se identifica con una ecuacion lineal
de orden n cuyo polinomio caracteristico es p(\) = det(A — A\T).

3. Los teoremas de existencia y unicidad

En esta seccién demostraremos la existencia y unicidad de solucién para un
sistema lineal de ecuaciones de primer orden.

TEOREMA 5.1 (Existencia y Unicidad, caso lineal). Sea I un intervalo cerrado
y acotado. Si A € C(I)™*™ y B € C(I)™, entonces dados Xo € R™ y tog € I, existe
una tnica solucion X € CY(I)™ del sistema lineal

{X’(t) = AW)X@t)+B(t), tel
X(to) = Xo.

Entre las consecuencias més relevantes mencionamos las siguientes:

1. De aqui se obtiene inmediatamente el Teorema 3.1, que da la existencia y unici-
dad de solucién para la EDO lineal de orden n gracias a la identificacién presentada
en el Capitulo 3.

2. La tnica solucién de un sistema homogéneo con condicién inicial nula es la fun-
cién nula.

3. Si dos soluciones X e Y coinciden en un punto, entonces coinciden en todo el
intervalo. Esto dice que los graficos de dos soluciones distintas no se cruzan, pro-
piedad que se conoce como determinismo. Esto se debe a que si X (1) = Y (t1)
entonces la diferencia X — Y es solucién de un sistema homogéneo con condicién
inicial nula y por lo tanto X (¢) = Y (¢) para todo ¢.

4. Si A o B son continuas por pedazos, el Teorema 5.1 sigue siendo cierto, salvo
porque X' es s6lo continua por pedazos (se suele decir que X es C! por pedazos).

5. El Teorema se generaliza para cualquier tipo de intervalo I. Més ain, si A €
C(R)™*™ y B e C(R)™, entonces la solucién X queda definida en todo R.

Veremos en realidad la existencia y unicidad de solucién en un contexto mas
amplio que el de los sistemas lineales, en la linea de los teoremas 2.1 y 2.2 (ver
Teoremas 5.2 y 5.4).

Dada una matriz A = (a;;) de tamafio m X p, definimos su norma de Frobe-
nius como

1/2
m p

1A= {>_> ad

i=1 j=1

Observe que coincide con la definicién usual de norma euclideana para vectores
(pensados aqui como matriz fila o columna).
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LEMA 5.2. St A € Mpxp(R) y X € RP entonces

[AX] < (Al [[X1]-
DEMOSTRACION. De la desigualdad de Cauchy-Schwartz vemos que
m P 2 m P P
IAXP =3 (D aye; | <D | Doai | [ Doaf | = 1Al IX].
i=1 \j=1 i=1 \j=1 j=1

Observemos primero que la funcién
F(t,X)=A#)X + B(t)
es Lipschitz con respecto a su segunda variable. Es decir, existe L > 0 tal que
|F(t,X)— F(t,Y)|| < L| X — Y|
para todo t € I y para todos los X, Y € R”. En efecto,
F(t,X)— FLY)| < [A@®)X - V)]

1/2
n

doant) | IX =Y.

i=1 j=1

NE

Como los coeficientes de A son continuos (o al menos continuos por pedazos),
estan acotados en I. Luego,

1/2

TEOREMA 5.2 (de Cauchy-Lipschitz-Picard, Existencia y Unicidad, caso gene-
ral). Sea I un intervalo cerrado y acotado. Supongamos que F € CO(I x R™) es
una funcion Lipschitz con respecto a la seqgunda variable. Para cada ty € I y cada
Xo € R™, existe una tnica solucion X € CL(I)™ del problema de Cauchy

{ X'(t) F(t,X(t)) para todo t el

X (to) Xo.

Este resultado generaliza los Teoremas 3.1 y 5.1.

Para la demostracién del Teorema 5.2 primero observemos que, integrando entre
to y t la ecuacién diferencial, obtenemos

¢
X(t) = Xo —I—/ F(s, X (s))ds.
to
Definimos el operador
T : )™ — coanm
donde 7(X) es la funcion definida por

)

(39) T(X)(t)=Xo+ /t F(s,X(s))ds para  te€l.

to
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Un punto fijo de 7 es una funcién X € C°(I)™ tal que X = 7(X). Es decir,

t
X(t) =T(X)(t) = Xo +/ F(s,X(s))ds
to
para todo t € I. Adem4s, todo punto fijo tiene que ser de clase C!, por ser primitiva
de una funcién continua. Al derivar tenemos que todo punto fijo de 7 es solucién
del problema de Cauchy

{X’(t) = F(t,X(t) paratodo tel
X(t) = Xo.

Reciprocamente, toda solucién del problema de Cauchy debe ser un punto fijo de
T . Por lo tanto, para demostrar el Teorema 5.2 basta verificar que 7 tiene un inico
punto fijo.

3.1. El Teorema del Punto Fijo de Banach. Primero recordemos dos
propiedades importantes de R:

1. Una sucesién {z,} es de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe N € N tal que
|z, — x| < esik,n> N.EnR toda sucesion de Cauchy es convergente. Es decir,
existe z € R tal que lim,,_, o, x, = .

2. Una funcién f : dom(f) — R es contractante si existe K € (0,1) tal que
|f(z) — fy)| < K|z —y| si z,y € dom(f). Sea C C R un conjunto cerrado y su-
pongamos que f : C — C es contractante. Entonces f tiene un unico punto fijo.

Veremos que estas dos propiedades también son validas en el conjunto de las
funciones continuas de I en R™. Comencemos por definir lo que es una sucesién de
Cauchy en este espacio. En primer lugar, la norma del supremo de una funcién

fec(nm es
[1fllsc = sup [[f(£)]]-
tel

Con esto, decimos que una sucesién de { f,,} de funciones en C°(I)™ es de Cauchy
si para todo € > 0 existe N € N tal que

| fr — frlloo <€  si k,n> N.

Diremos también que una sucesién {f,,} en C°(I)™ converge a f € C°(I)™ si para
todo € > 0 existe N € N tal que || fp, — f|loc <esin > N.

TEOREMA 5.3 (Banach). Sea I un intervalo cerrado y acotado. En el espacio
CO(I)™ todas las sucesiones de Cauchy son convergentes.

DEMOSTRACION. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en C°(I). Fijamos t € T
y denotamos por f7(t) la j-ésima componente del vector f,(t) € R™. Para cada
j=1,...,mlasucesién {fi(t)} es de Cauchy en R pues

1£28) = AL < 1) = FOl < 1 fa = Frlloo

y esta ultima cantidad tiende a cero cuando n y k tienden a infinito. Esto nos dice
que la sucesién f7(t) tiene un limite en R cuando n — oo. Haciendo el mismo
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procedimiento para cada t € I y cada j € {1,...,m} vamos definiendo una funcién
f+I— R™ cuya j-ésima componente es

Fi(t) = 1im_f1(0).

n—oo

Veremos ahora que f, converge a f en C°(I)™. Esto nos dird automaticamente
que f es continua por ser limite uniforme de funciones continuas (componente a
componente). Dado € > 0 existe N € N tal que || fn, — frlloo <€/2sin,k > N. Por
lo tanto, para cada t € I se tiene que

1fn(t) = fr(®) <e/2

si n,k > N. Tomando el limite cuando k£ — oo vemos que

[ fu(t) = )] <e/2 <e.

Observando que n > N no depende de ¢, tomamos supremo para t € I y vemos que

1 fn— fllo <€

para todo n > N. Concluimos que f,, converge a f en C°(I)™. O

Decimos que un operador T : C%(I)™ — C°(I)™ es contractante si existe
K € (0,1) tal que |T(f) = T(9)|loo < K||f — glloo para todas f,g € CO(I)™.

COROLARIO 5.1 (Teorema del Punto Fijo de Banach). Cada operador contrac-
tante de CO(I)™ en CO(I)™ tiene un inico punto fijo.

DEMOSTRACION. Sea T : C°(I)™ — C°(I)™ un operador contractante. En
primer lugar observemos que 7' no puede tener méas de un punto fijo. En efecto, si
T(9) =gy T(h) =h con g # h, entonces

g —hlloo = 1T(9) = T(R)|loo < K|lg — hlloo < |lg = oo,

lo cual es imposible. Dicho esto, escojamos cualquier f € C°(I)™ y definamos
recursivamente la sucesién {f,} en C°(I)™ mediante la relacién

fo=f vy fo=T(fn-1)=---=T"(f) para n>1.

Si T(f) = f ya tenemos el punto fijo. Si no, probaremos que la sucesién {f,} es
de Cauchy. El Teorema anterior nos dird entonces que f, converge a una cierta
f e Co(I)™ que tiene que satisfacer T(f) = f pues fr, = T(fn-1)-

Sean n,k € N. Sin pérdida de generalidad suponemos que n > k y escribimos
la diferencia como una suma telescépica:

fo—fe=>_ fi—fici= > TI(f) = TI7'(f).

j=k+1 j=k+1
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Tenemos entonces que

n

o= frlloo < D2 1T =T (Pllo
Jj=k+1
< > KT - fll
Jj=k+1
k_ pn
< IT() = St
IT(f) = fllo
< K

Tomemos ¢ > 0. Dado que K* — 0 cuando k — oo (pues K < 1), existe N € N tal
que K* < % para todo k > N. Tenemos entonces que ||fn — fillco < € si
n,k > N. Al ser una sucesion de Cauchy, el Teorema 5.3 nos dice que es convergente.
Como mencionamos arriba, el limite es el inico punto fijo de T. (Il

3.2. Demostracion del Teorema 5.2. Recordemos que s6lo nos resta pro-
bar que el operador 7 definido en (39) tiene un tnico punto fijo. Para ello usaremos

el Teorema del Punto Fijo de Banach, pero primero demostraremos un resultado
auxiliar:

LEMA 5.3. Supongamos que para cierto N € N el operador
TN —To...0T
—_——

Nn veces

tiene un unico punto fijo. Entonces lo mismo es cierto para 7T .

DEMOSTRACION. Sea X el tinico punto fijo de 7. Como 7% (X) = X tenemos
que
TNT(X)) =TV"(X) = T(TV (X)) = T(X),
de donde 7(X) también es un punto fijo de 7V (X). Como T tiene un tnico
punto fijo, tenemos que 7(X) = X y asf F es un punto fijo de 7. Para ver que es

el tinico, supongamos que Y es un punto fijo de 7. Entonces Y también es punto
fijo de TV y por lo tanto ¥ = X. O

El Teorema 5.2 quedard demostrado si encontramos una potencia de 7 que sea
contractante.

LEMA 5.4. Bajo las hipétesis del Teorema 5.2, existe N € N tal que TV es
contractante.

DEMOSTRACION. Sean X,Y € C%(I)™ y sea L la constante de Lipschitz de la
funcién F' con respecto a su segunda variable. Tenemos que
t

1T =TI = | IF (s X)) = Fs, ¥ (s)] ds
< LX) =Y (@) ds
< Lt~ to)|X ~ V|-
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De manera similar,

I7*(X)(t) - T*(V)(O)] < L/t IT(X)(s) = T(Y)(s)ll ds

t s
< L2/ [ |X(o) = Y(0)| do| ds
to to
L2(t —to)?
< X - Y.
Si repetimos este argumento vemos que para cada n € N se tiene que
n n (t B to)nLn
17O = T"V) Ol < — X = Y.
Denotamos por M la longitud del intervalo I. Tenemos entonces que
n n (ML)"
I7°(X) = T )loe < = 1X = Ve
Como ‘:1—7: tiende a cero cuando n — oo para cada a € R, podemos escoger N € N
tal que (MA?!)N < 1, de donde T/ resulta ser contractante. (Il

Esto termina la demostracién del Teorema 5.2. Observemos que, dada la fun-
cién constante X (1) = X, la sucesién de funciones X,, = 7"(X) converge a la
tnica solucion del problema de Cauchy. Estas funciones se llaman aproximacio-
nes sucesivas de Picard.

Algunas observaciones:

1. El Teorema 5.2 es valido para cualquier tipo de intervalo. Observemos ademas
que la solucién del problema de Cauchy estd definida en todo el intervalo I. Si la
funcién I estd definida para todo ¢ € R entonces la solucién quedard definida en
todo R.

2. El que la funcién F sea Lipschitz con respecto a su segunda variable es una
hip6tesis bastante restrictiva, que deja fuera muchos casos interesantes para los
cuales también se tiene la existencia y unicidad de solucién. En el Capitulo 6 pre-
sentaremos una version local de este teorema, que sélo requiere que la funcién F
sea Lipschitz en un entorno de la condicién inicial. El Teorema 5.4 garantiza la
existencia y unicidad de solucién en las cercanias de tg.

3. También se puede demostrar el teorema en el caso en que la funcién F' es sélo
continua por pedazos con respecto a su primera variable. Esto se hace resolviendo
la ecuacion por subintervalos y luego “pegando”las soluciones que se obtienen.

3.3. Existencia y unicidad locales. El Teorema 5.2 exige que la funcién
F' sea Lipschitz. Esta es una hipétesis demasiado restrictiva y el teorema también
puede demostrarse bajo una condicién méas débil. Sin embargo, sélo se puede ga-
rantizar la existencia y unicidad de solucién en un entorno de la condicién inicial.
Enunciaremos el Teorema de Existencia y Unicidad en su versién local.
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Sean I un intervalo abierto, ty € I, Xg € R™. Para r > 0 denotamos B, (Xj) =

{Y e R" | ||Y — Xo|| < r}. Suponemos que F : I x By(Xy) — R” es una funcién
continua y que para ciertos r,4 > 0 se tiene

IF(LX)~ Fe V) SLIX —Y] si X,Y €B/(Xo) v t€lto—0,to+d].
El siguiente teorema se refiere al sistema no lineal

{‘W@ F(t,X(t), tel
X (to) Xo.

TEOREMA 5.4 (Existencia y Unicidad, versién local). Con la notacidn e hipdte-
sis descritas arriba, definimos

M = max{|[F(a)] | tel, |t —to] <5, |- ol <},
b = ml’n{&,%}
y J = InN(to— do,to+ o)

Entonces existe una unica solucion del problema de Cauchy, al menos en J.

Notemos que basta que la funcién F' sea Lipschitz en la segunda variable sélo
en un entorno de Xy. Por otra parte, se garantiza la existencia de solucién en el
intervalo I N (to — 17, to0 + 47 ), que incluye puntos que estdn suficientemente cerca
de tg (ver Ejemplo 5.2).

EJEMPLO 5.2. Un interesante ejemplo en que no se cumple la condicién de
Lipschitz global (pero si local) es el siguiente problema de Cauchy:

{:C'(t) = 22(t) teR
.I(to) = Zo,

donde xp > 0. Se trata de una ecuacion en variables separables cuya solucién viene
dada por
1
x(t) = PRSI
ot o,

La solucién estd definida en el intervalo (—oo,to + 25 ") y explota al acercarse al
extremo derecho. Este modelo sirve para modelar una combustién o explosién (ob-
serve que mientras mas grande xg, més rapido se va a oo la solucion. (|

En ocasiones la funcién F' es diferenciable con respecto a la segunda variable.
Esta condicién, cuando estd presente, puede ser més facil de verificar que la condi-
cién de Lipschitz. Veremos que toda funcién de clase C! es Lipschitz, lo que implica
que el teorema anterior también es valido para funciones de este tipo. Es preciso
observar, sin embargo, que no toda funcién Lipschitz es de clase C*.

PROPOSICION 5.1. Sea G : D — R™ una funcién diferenciable en un abierto D.
Sea C una bola cerrada contenida en D. Si la matriz jacobiana JG es continua en
C, entonces G Lipschitz en C. Es decir, existe Lo > 0 tal que |G(Y) — G(2)| <
LollY — Z|| siY,Z € C.
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DEMOSTRACION. Del Teorema del Valor Medio (o de los incrementos finitos)
y la continuidad de JG vemos que

1G(Z2) -GY)|| < sup [[JGX)| [|Z-Y]
XeC

= Lol|lZ-Y| s Y, ZeC.

4. Estructura de las soluciones

De manera similar a lo hecho para el estudio de la ecuacién lineal de orden n,
definiremos los siguientes conjuntos:
H={XeR" | X'=At)X, tel}
es el espacio de soluciones del sistema homogéneo y
S={XeR" | X'=At)X + B(t), t €I}

es el hiperplano de soluciones del sistema no homogéneo. En efecto, es facil ver
que H es un subespacio vectorial del espacio de todas las funciones de I en R™.
En particular, cualquier combinacién lineal de elementos de H esta en H. Por otra
parte, observemos que la diferencia entre dos soluciones X; y X2 del sistema no
homogéneo satisface

() = X2(0) = Xi() = Xa(!)
= A@)X1(t) + B(t) — A(t)Xa(t) — B(¢)
— AW [Xi () - Xa()].
Por lo tanto, es solucion del sistema homogéneo. Esto demuestra el siguiente:
TEOREMA 5.5. Dada una solucion particular X,, de X' = AX+B, toda solucion
del sistema se escribe como suma de X, y alguna solucion del sistema homogéneo.

Es decir,
S=X,+H.

En lo que sigue fijamos ty € I. Del Teorema de Existencia y Unicidad sabemos
que, para cualquier condicién inicial, el sistema lineal homogéneo tiene una tnica
solucién.

Dado k € {1,...,n}, la k-ésima solucién fundamental candnica, ¢y, es la

solucién del sistema
o) = A@)er(t), tel
Pk(to) = ek,

donde ey, es el vector que tiene un 1 en la posicién k y 0 en las deméds. A la ma-
triz cuyas columnas son las soluciones fundamentales canénicas se llamara matriz
fundamental candnica y se denotard por ®. Su determinante, W = det(®), es el
Wronskiano del sistema.

LEMA 5.5. Sea ®(t) la matriz fundamental candnica del sistema.
1. ® es la tinica funcion en CL(I)"*" que satisface
(40) D(tg) = I, Y &' (t) = AD(t) para todo tel.
2. ®(t) es invertible para todo t € 1.
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DEMOSTRACION. Es evidente que ® satisface (40). Ahora, si U también cumple
(40) entonces para cualquier Zy € R™ la funcién

2(t) = [®(t) - (1)) Zo

verifica

Z'(t) A(t)Z(t) para todo tel

Z(0) = 0.
Por el Teorema de Existencia y Unicidad, Z(t) = [®(t) — ¥(t)]Zo = 0 para todo
t € I y para todo Zp € R™, de donde ®(t) = ¥(t) para todo ¢ € I.

Veremos ahora que U(t) es invertible para todo ¢ € I. Supongamos por el
contrario que existe t1 € I tal que ®(¢1) no es invertible. Entonces existe v € R™\{0}
con ®(t1)v = 0. Esto es,

n

ka¢k(t1) =0.

k=1
Definimos ¢ (t) = >~} _; vk ¢x(t). Tenemos que

{W(t) = A@®)y(t) para todo tel
() = 0.

En virtud del Teorema de Existencia y Unicidad, ¢ (¢) = 0 para todo t € I y en
consecuencia ®(t)v = 0 para todo ¢t € I. Pero entonces ®(to)v = I,v = v =0, lo
que contradice el hecho de que v # 0. ([l

EJEMPLO 5.3 (Cadena con resortes). Se tiene una cadena con extremos fijos
formada por n cuentas conectadas por resortes idénticos de constante elastica k y
largo natural ly. Cada cuenta de masa m;, ¢ = 1...n, tiene libertad para oscilar
horizontalmente, pero presenta un rozamiento lineal con el medio de constante c;,
i =1...n. Para cada cuenta tenemos la ecuacién de movimiento

miz] = —cixh — k[(x; — xig1) + (2 — 2-1)], ie{l,...,n},

donde xyp = z,4+1 = 0. Matricialmente tenemos
" li

mi T1 C1 T1
My, Ty Cn Tn
2 -1
€
-1 2 X9
2 -1 || ™
Tn
-1 2

El sistema tiene la forma M X" + CX' + KX =0, con X € R™. Si hacemos el

cambio de variables
X X'
Z—<X/)a Z/—<X//)a
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podemos reescribir el sistema como

, 0 I
Z "( ~M'K —A4—16'> z

Para determinar el conjunto de soluciones fundamentales candnicas bastara resolver
el sistema anterior con condiciones iniciales

Z(to) = ek, k=1,...,2n.

(Es un sistema de 2n ecuaciones). (]

TEOREMA 5.6. El conjunto {¢r}}_, es una base de H, llamada base fun-

damental candnica. En consecuencia, dim(H) = n y la solucion del sistema
homogéneo
{X,’L(t) = AWXn(t) tel
Xh(to) = Xy

estd dada por
X =®t)Xo = x5d1(t) + - xhdn(t).

DEMOSTRACION. Debemos probar que todo elemento de H se escribe como
combinacién lineal de ¢1,...,¢, y que estas funciones son linealmente indepen-
dientes.

Partamos por la primera afirmacion. Sea X, € H la solucién del sistema ho-
mogéneo

X (t) = A@®)Xn(t), para te€l
Xh(to) = Xo.
Escibimos Xo = zde1 + -+ + zfe, con z}, ...,z € R. Demostraremos que Xj =

Ty + - 2l by Para esto definimos

Z(t) =51 (t) + - - 2hPn(t) = (1) Xo.
Derivando obtenemos

Z'(t) = 2oy (8) + - - 25 o (1),

de donde

Z'(t) = At) [zo01(t) + 25 dul(t) ]

= A@t)Z(t)
pues ¢, = A¢y, para cada k. Ademds, por la definicién de los ¢y tenemos que
Z(tg) = x(l)el + -+ xge, = Xo.
Tenemos entonces que Z es solucién del mismo sistema de ecuaciones diferenciales
que X}, con las mismas condiciones iniciales. En virtud del Teorema de Existencia
y Unicidad,
Xn(t) = Z(t) = ®(t)Xo para todo tel
Veamos ahora que {¢;}7_; son linealmente independientes. Suponemos que

> on_i axdr(t) = 0 para todo ¢ € I. Debemos probar que, necesariamente, a, = 0

para todo k =1,...,n. Observemos primero que
" z z s
Doarsr(t)=| di(t) - alt) L[ = 2o
k=1 . .
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En virtud del Lema 5.5, la matriz ®(¢) es invertible para cada ¢ y por lo tanto
a=0. O

Para generalizar los resultados anteriores, definamos una matriz fundamental
(no necesariamente la candnica) como

M@ = | e ) |

con t € I, donde 9y es solucién del sistema

{40 2 A0u0 o res
Yr(to) = vk
y {vk}}_, es una base de R™.

COROLARIO 5.2. Sea M (t) una matriz fundamental del sistema. Entonces det(M (t)) #

0 para todot € I y
X (t) = M(t)M (o) Xo.

DEMOSTRACION. Observemos que la matriz M (to) es invertible y satisface
M(to)er, = v para k = 1,...,n. Luego M(tg) tvy = e, para k = 1,...,n. La
matriz

W(t) = M(t)M(to) ™"
satisface (40) pues

U(to) = M(to)M(to)™! = In

V) = MOME) = AOMEOME)T = AWGU(Q).
De acuerdo con el Lema 5.5, ®(t) = U(t) = M(t)M(to)~ !, de donde se sigue el
resultado. 0

Para el sistema no homogéneo aplicaremos el método de variacion de parame-
tros estudiado en el capitulo 3 para ecuaciones de orden superior. Recordemos la
regla para derivar un producto contenida en el Lema 5.1 y la propiedad de ® dada
por la ecuacién (40) en el Lema 5.5. Buscamos una solucién particular de la forma

Xp(t) = () F (),
donde ® es la matriz fundamental candnica y F' es una incégnita. X,, debe satisfacer

B(t) = X,(t)— A®t)X,(t)

= (2M)F(®)) — ARt F(t)

= O'()F(t) +P)F'(t) — At)P(¢)F(t)
() F'(t),
para lo cual basta que
F'(t) = ®@t)"'B()
F(t) = /t & 1(s)B(s)ds.

Como consecuencia de los Teoremas 5.5 y 5.6 tenemos
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TEOREMA 5.7 (Variacién de Pardmetros). La solucion del sistema
X'(t) = A@®)X()+ B(t)
X(to) = Xo
estd dada por
t
X(t) = D)X, +<I>(t)/ &1 (s) B(s)ds,
to
donde ® es la matriz fundamental candnica.

EJERCICIO PROPUESTO 5.1. Escriba una férmula andloga usando cualquier
matriz fundamental M.

5. Resolucion de sistemas lineales

De acuerdo con lo visto en la seccién anterior, la resolucién de un sistema lineal,
homogéneo o no, se reduce a encontrar la matriz fundamental canénica ®. En lo
que queda de este capitulo nos centraremos en las técnicas para hacerlo.

5.1. Exponencial de una Matriz. Veremos que la matriz fundamental
canénica puede encontrarse directamente a partir de la matriz A mediante la lla-
mada férmula exponencial.

Sea M € M, «xn(R). La exponencial de M se define como
= MF M? M
M P _ = [ES— “ .. [ “ ..
e _kz =M et
=0

Las entradas de la matriz e™ estdn definidas en términos de una serie que, en
principio, podria no ser convergente. Veremos que si lo es. Para n € N escribimos

"1
k=0

Denotamos por s,(i,j) la entrada ij de la matriz S,. Veremos que la sucesién
{sn(i,7)}52, es convergente para cada i y j. Para ello probaremos que es una
sucesiéon de Cauchy. Observemos primero que si n > m entonces

Sy — S = Z EM .
k=m+1
Como [s,(7,5) = sm (i, §)] < IS0 — Smll y [|M™|| < ||M]|", se tiene que

oo

o o 1
|50 (6, 5) = sm (i, ) <D M.
k=m+1

Como la serie del lado derecho es convergente a cero, la sucesion {s,(i,7)}52, es
de Cauchy. Concluimos que la esponencial de una matriz esta bien definida.

Las principales propiedades de la exponencial se resumen en el siguiente resul-
tado:

PROPOSICION 5.2. Sean A, B € M, x,(R), t,s € R, entonces:
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1. 9t = A0 =T,

2. %eAt = Aet.
3. eAlts) = eAteAs B particular, et es invertible y su inversa es (eAt)~1
— At
e

4. AB = BA si, y sdlo si, Bet = eA'B.
5. AB = BA si, y sélo si, eMeBt = e(A+B)t,

DEMOSTRACION. La propiedad 1. es inmediata de la definicién.
2. En cada intervalo [—b,b], b € R, las componentes de la matriz At estdn uni-
formemente acotadas por |méx(a;;)||b|, luego tenemos la convergencia uniforme

kN gk
de hy(t) = Yh_, % Como h, converge uniformemente a h y la sucesién
Ky gk—1 k—1
ho(t) = Yoy k% converge uniformemente en (—b,b) a Y »_, k%,
tenemos que h(t) es derivable y
o0
Ak tk 1
SO
kl
k=1

para todo ¢ € (—b,b). Pero

s Ak Z tk 1 oo (AkJrl)i-tk s (Ak)i-tk
Zk J => o I = (A5 ) 7]{,] :
k=1 k=0 ’ k=0 ’

de donde

d
dt( e = Ay (e para todo t e (=b,b).

Dado que b era arbitrario, el resultado es valido en todo R.

3. Para s fijo tomamos la funcién

1/)(15) _ eA()&Jrs) _ eAteAS,

que satisface
V() =AY(t) vy ¥(0) =

Por el Teorema de Existencia y Unicidad v es la funcién nula y asf eA(t+9) = eAteAs,

4. Por induccién se prueba que AB = BA si, y sélo si, A*B = BA* para cada
k > 1. Luego
Aktk BAFtF N ARt "
=B Z kz = 2T B=e"B.
0 =0

5. Se prueba como 3.

De las propiedades 1 y 2 y el Lema 5.5 tenemos que
B(t) = eAltt0) para todo tel

pues ambas satisfacen la misma ecuacién diferencial. De la férmula

X(t) = B(t)Xo + B(t) /t &1 (s) B(s)ds,

to
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dada por el Teorema 5.7 podemos escribir la solucién en términos de la matriz
exponencial mediante la férmula exponencial:

t
X(t) = eAlt) X, —|—/ e =) B(s)ds.
to

Una consecuencia importante de esta férmula es que si X e Y son soluciones
de un sistema lineal, entonces

IX(6) =Y (@)l = e [X(to) — Y(to) ]
le =X (t0) = Y (t0)]I

IN

Esto quiere decir que si las condiciones iniciales estan cerca, entonces las soluciones
se mantienen cerca durante un tiempo. Mas precisamente, dados €,T > 0 existe
d > 0 tal que si || Xo — Yp|| < ¢ entonces || X (t) — Y (¢)|| < € para todo t € [0,T].

5.2. Exponencial de una matriz diagonalizable. Recordemos que una
matriz A es diagonalizable si se puede expresar como

A=PDP 1,

donde D es una matriz diagonal que contiene los valores propios de A y P es una
matriz invertible cuyas columnas son los vectores propios correspondientes. Mas
precisamente, si A1, ..., A, son los valores propios de A, y v1, ..., v, sus respectivos
vectores propios, entonces

AN - 0
D = P = V1 V2 s Uy

0 - A\,

El célculo de la exponencial de una matriz diagonalizable es sumamente sencillo.

At _ PPt _ N (PDPTHREF — DFk ~1 Dt p—1
et =e :kzzoik! = <kz_0 o )P = pePtpt,
donde
et 0
oDt —
0 o et

De esta forma la solucién del sistema homogéneo se puede escribir como:
Xpu(t) = At Xy = pePte~Plop~lx, = PePiC,
T
Ch
donde C' = es un vector constante que depende de las condiciones iniciales.

Cn
Desarrollando el producto podemos escribir

Xh(t) = Cle>\1t’ul =+ 026)‘2751)2 4+t Cne)\ntvn'
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OBSERVACION. Esta tltima férmula puede obtenerse ficilmente viendo que ca-
da funcién de la forma e v es solucién del sistema lineal siempre que v sea un vector
propio asociado al valor propio A. Como toda matriz diagonalizable de tamano nxn
tiene n vectores linealmente independientes, es evidente que las funciones de esta
forma generan todo el espacio de soluciones homogéneas. Sin embargo, preferimos
construir las soluciones a partir de la exponencial para que el lector se familiarice
con este método, imprescindible en el caso no diagonalizable.

EJEMPLO 5.4 (Confort de un auto). Un modelo para estudiar el confort de un
auto estd dado por

ZC” = —(kl + kQ)I + (lel — k2L2)9

0" = (k1L1 — koLo)z — (k1 L3 + ko L3)0),
donde las constantes k1, ko, L1 y Lo son respectivamente las rigideces y las distan-
cias de los amortiguadores traseros y delanteros al centro de masas G del auto. En

un instante ¢ > 0, x(t) representa la posicién vertical de G y 6(t) el giro del auto
en torno a G.

FiGura 2. Modelamiento de los amortiguadores de un auto del ejemplo 5.4

Este sistema de orden 2, lo llevamos a un sistema lineal tomando la variables:
z,0,x', 0, resultando:

!/

T 0 0 1 0 T
o | 0 0 0 1 6
.I'/ o —(kl + k2) lel — k:QLQ 0 0 .I'/
4 kiLy — koLy —(kiL2+ kL) 0 0 4

En lo que sigue supondremos que ky = pky y Ly = plo, donde 0 < p < 1,
pues generalmente el G de los autos estd hacia delante del auto, debido al peso del
motor. De esta forma se anulan los términos de acoplamiento k1L — ks Lo. Tenemos
el sistema

!/

T 0 01 0 T
o | | oo o0 1 0
! " a 0 0O |’
0’ 0O b 0 O 0

donde a = —(1+p)k1 y b = —pu(1+ p)k1 L3. Dado que tenemos la forma X’ = AX,
podemos calcular la exponencial de la matriz. Para esto analicemos cémo son las
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potencias de A:

00 1 0 a 0 0 0
oo 01 5 0 b 0 0|
A=l o000 |74 = 0040 |
0 b 0 0 00 0 b
luego, elevando a k,
a® 0 0 0
ok 0 v 0 0
AT = 0 0 o o0 |’
0 0 0 bk
y si multiplicamos por A queda
0 0 d 0
A2k 0 0 0 b
aktt 0 0 0
0 bt o0 o0

Teniendo todas las potencias calculadas, procedemos a determinar la matriz expo-
nencial

a* 0 0 0
— t* [0 o 0 1
At _
D Q| 0 0 o o
k=0
0 0 0 "
0 0 a¥ 0
0 t?k"rl 0 0 0 bk
+;(2k+1)' att 0 0 0
- 0 o+t 0 0
Si tomamos a = —a? y b = —3? obtenemos
> kt2/€ x (_1)k(at)2k
Z = Z k)] = cos(at)
k=0 k=0 '
o~ bt o~ (=DF(B)*
DG = @ = s
k=0 k=0
y
St kt2k+1 1 0 (_1)k(at)2k+1 1
ST < —Z—|:—sen(at)
k:o (2k+1)! a (2k +1)! a
) bkt2k+1 1 i (—l)k(ﬁt)QkJrl 1 w (Bt)
— _ - = — n .
— (2k + 1)! 1) — (2k + 1)! 8

Por lo tanto:
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cos(at) 0 L sen(at) 0
AL _ 0 cos(3t) 0 % sen(f3t)
—asen(at) 0 cos(at) 0
0 —Bsen(ft) 0 cos(ft)

Si ponemos alguna condicién inicial, como por ejemplo una frenada, represen-
tada por

z(0) =0, 6(0)=0, /(0)=-1, 6(0)=—1,

obtenemos
. __sen(at)
0 N sen?ﬁt)
e ¢
) — cos(at)
0 — cos(ft)
Es decir, la solucién del movimiento es:
—sen(at) — sen(ft)
t) = ———= (t) = — 7
o) = =, o) = =,

con a = +/(1+pky 6= Ly/p(l+ p)k, que fisicamente representan las frecuen-

cias de cada modo.

Otro método para solucionar este problema es analizar los valores y vectores
propios del sistema.

A 0 1 0
0 -x 0 1
det(A — AI) = det Oy o | =er-an-w).

0 b 0 =X

En términos de las variables antes definidas quedan los valores propios imaginarios
puros:

A1 = iOé, )\2 = —7;0[, A3 = 7’67 A4 = _Zﬁa

que tienen asociados respectivamente los vectores propios:

—i/a i/a 0 0
0 0 —1 i
1 = 1 y V2= 1 y U3 = 0/6 y U4 {)ﬁ
0 0 1 1
Luego la soluciéon general sera:
x —i/a i/«
0 1 0 1 0
2 = ce t 1 + coe t 1
0’ 0 0
0 0
i —1i i i
I e Cl I
1 1
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Sélo nos interesan las variables x y 6:

< zgg ) _ (z'cz)e*mta— icpelot) ( (1) ) N (ic4eiﬁfﬁ— icze’P?) < ? )

Aqui se ve que el movimiento del sistema se expresa fundamentalmente sélo
como el movimiento vertical de G (representado en el vector (1,0) y separadamente
la rotacién del eje que une los resortes, en torno a G, representado en el vector
(0,1), y por tanto la solucién general del sistema no es mds que la combinacién li-
neal de estos dos movimientos fundamentales llamados modos propios. Los valores
propios cuando son imaginarios puros, representan la frecuencia natural de cada
modo propio, en este caso al modo de movimiento vertical (1,0) tiene asociado la
frecuencia propia w = «. Una aplicacion del conocimiento de este valor es que si
se deseara tener un fenémeno de resonancia, bastaria aplicar una fuerza externa
sinusoidal sobre el auto con esta misma frecuencia (F' = Fysen(at), Fy constante).
La misma interpretacion se tiene para la frecuencia 8 en el modo (0, 1). Para com-
probar que este método entrega la misma soluciéon que la exponencial de la matriz,
impongamos las mismas condiciones iniciales, para determinar las constantes:

—c1 + ¢ =0
—c3+ ¢y =0
_Flcl -i-Cg_EZ =1
%03 + 64%1 =-1 )
de donde se obtiene ¢; = ¢y =3 = ¢4 = —%, por tanto:

() = oo (O Yot )

recordando la identidad €% — e~ = 2isen(s), se obtiene:

() = e () o )

que es el mismo resultado antes obtenido. (Il

5.3. Exponencial de una matriz que no es diagonalizable. Si A es
una matriz cuadrada cualquiera (en particular no diagonalizable) siempre existe la
descomposicién denominada forma candnica de Jordan, que estudiaremos a con-
tinuacién. So6lo enunciaremos los resultados necesarios para construir la forma de
Jordan sin entrar en los detalles tedricos, pues involucran técnicas sutiles de alge-
bra lineal que no viene al caso estudiar en este curso. El lector interesado puede
consultar, por ejemplo, el libro The Theory of Matrices de Peter Lancaster.
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DEFINICION 5.3. Se llama bloque de Jordan de tamano k X k y valor propio
A € C a la matriz B € My (C) dada por

A1 0 - 0
0 A 1
b= 0 A 0
S
0 0 A

Se llama suprabloque de Jordan de tamano m x m y valor propio A € C
a una matriz diagonal por bloques, donde cada bloque es un bloque de Jordan
de valor propio A. Una matriz estd escrita en forma candnica de Jordan si es
diagonal por bloques, formada por suprabloques de Jordan.

EJEMPLO 5.5. La siguiente matriz, escrita en la forma candnica de Jordan,
estd formada por
= un suprabloque de tamano 2 y valor propio 8, formado a su vez por dos
bloques de tamano 1;
= un suprabloque de tamano 3 y valor propio 3, formado un bloque de tamano
1 y otro de tamano 2; y
= un suprabloque de tamano 1 y valor propio 4.

(8] 0
0 [8]
0 0 0 0
0
0

o O
S O
S O
o O

o

0
0 0

o w
W =

0 0 0 00

H coo

O

PROPOSICION 5.3. Sea A walor propio de A € Myyn(C) de multiplicidad al-
gebraica m. Sea E; = ker(A — AI)*, s € N, entonces existe p, 1 < p < m, tal
que:

{0}=EyCEICE,C--Ey=FEp1=Epo="---.

Los espacios Es, 1 < s < p, de la Proposicién 5.3 se denominan espacios pro-
pios generalizados de A de orden s asociados al valor propio A.
Un elemento no nulo v tal que v € E y v ¢ Es_1 se dice vector propio genera-
lizado de A de orden s.

Observacion: Con la definicién anterior, los vectores propios usuales son
vectores propios generalizados de orden 1.

PROPOSICION 5.4. v, es un vector propio generalizado de A de orden s (s > 2)
asociado a \ siy sdlo si vs—1 = (A — A )vs es un vector propio generalizado de A
de orden s — 1 asociado a A.
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De la proposicién 5.4 tenemos que si tomamos vs (vector propio generalizado
de orden s), entonces vs—1 dado por
vs—1 = (A — M)vg & Avg = Avg + v51

es un vector propio generalizado de orden s — 1, y asi recursivamente tenemos
definidos:

A’Ul = )\’Ul
A’UQ = )\'UQ + vy
Avs = Avg + v
Avs = >\'Us + vs—1,
donde v1 es el vector propio usual. Una cadena vi,vo,...,vs asi construida, se

denomina cadena de Jordan de largo s, asociada al vector propio v;. Cuando es
maximal (s = p) o si s < p, entonces el problema

(A= Xv = v,

no tiene soluciéon con v vector propio generalizado de orden s + 1.

PROPOSICION 5.5. Los elementos de una cadena de Jordan son linealmente
independientes.

PROPOSICION 5.6. El niimero ks de cadenas de Jordan de largo s es
ks = 2ls - 1571 - ls+1;
donde lg =0 y l; = dim E; = dimker(A — AI)® para s > 0.

TEOREMA 5.8 (Descomposicién de Jordan). Toda matriz puede expresarse en
la forma canonica de Jordan mediante un cambio de base. Mds precisamente, dada
una matriz A € My, «n(C), ezisten una matriz J en forma de Jordan y una matriz
P invertible tales que

A=pJpP".

Ademds, la matriz J es unica, salvo permutaciones de sus bloques.

Observacion: Para construir la descomposicién se puede proceder de la si-
guiente manera:

= Se calculan los valores propios de A.

= Se toma un valor propio A de multiplicidad algebraica m, y se determina
la dimensién de los espacios ker(A — AI)®, aumentando s hasta m.

= Se calculan los ks, de donde se obtiene un bloque de Jordan de tamano
ks asociado a cada cadena, y los respectivos valores propios generalizados
asociados determinan la matriz P.

EJEMPLO 5.6. Sea

1 0 0 1 -1
0o 1 -2 3 =3
A=10 0 -1 2 =2
1 -1 1 0 1
1 -1 1 -1 2
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Los valores propios de A son: A\; = —1, con multiplicidad algebraica 1; y Ay = 1,
con multiplicidad algebraica 4. La matriz J estara formada por dos suprabloques,

uno asociado a cada valor propio.

Como \; tiene multiplicidad 1, sélo le correponderd un bloque de Jordan de
tamafio 1. Tomamos como vector propio asociado (0,1,1,0,0).

Para A\ calculamos:

Iy, = dimker(A—1)=2
lo = dimker(A—1)*>=4
ls = dimker(A—1)°=4,Vs>2.

Como [y = 0, tenemos que k; = 0y ko = 2. En virtud de la Proposicién 5.6 no
hay cadenas de largo 1, pero hay 2 cadenas de largo 2. Cada cadena de largo 2
determina un bloque de 2 x 2, por lo que tenemos completamente determinada la
matriz J:

1100 0
0 1 0O 0
J=10 0 1 1 0
0 0 01 0
0 0 00 -1

Buscamos ahora los vectores propios generalizados. Para Ay tenemos

(A—I)U1=O = Ulz(aaaaouﬁw@)
(A_I)v2:v1 = 1}2:(64—’}/,’7,05,0[—'—5,5)-

Sia=0,0=1=v, =(0,0,0,1,1) = v2=(1++,7,0,8,8). Siy =6 =0= vy =
(1,0,0,0,0).

Sia=1,=0=v, =(1,1,0,0,0) = v2 = (7,7,1,1 4+ 6,6). Siy =6 =0= vy =
(0,0,1,1,0).

La matriz P de cambio de base tiene por columnas los vectores propios generaliza-
dos:

~

Il
= =0 OO
SO OO
eoNeNel S
O = = OO
OO~ = O

Para el cilculo de e en el caso general veamos la siguiente propiedad:

PROPOSICION 5.7. Sea
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una matriz diagonal por bloques. Entonces

Moo 0
Mo
e]w _ 0 e
: . . 0
O . O ejwn

DEMOSTRACION. Basta observar que las matrices por bloques se pueden mul-
tiplicar como si los bloques fueran escalares:

M, 0 - 0 My 0 - 0
M2 _ 0 M2 . 0 M2
. . . 0 . 0
0 0 M, 0 0 M,
M2 0 0
_ 0 M3
0
0 0 M?2
Luego, por induccion,
MF 0 0
Mk _ 0 MZk
' 0
0 0 Mk
y de alli concluimos que
eM 0 0
Mo
EM _ 0 e
0
0 0 eMn
O
Calculemos ahora la exponencial de un bloque de Jordan de tamafio m:
0 1 0 0
elt = e()‘”'N)t, donde N =
1
0 0

Claramente Al y N conmutan. Luego

eJt _ e)\It-l-Nt — e)\IteNt _ ekteNt

por la propiedad 5 de la Proposicién 5.2 Sélo nos resta calcular eVt. Para esto
veamos las potencias de IV:
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N = 7T
N' = N

o
o O =
o

o

Asfi sucesivamente la linea de unos va alejandose de la diagonal principal. Al final
va quedando

0 O 0 1
Nm—l _ 0
: 0
0 0
N = Om><m7

donde 0,,x., denota la matriz nula de tamano m x m. Vemos entonces que N es
una matriz nilpotente de orden m, y la exponencial se escribe como una suma finita

N i Ntk B m—1 Ntk
o Kl k!
k=0 k=0
t2 5 tm—l 1
= I+tN+—=N oo ————— N
HE TR A Fep by
t2 tm—l
Lt 21 7 tm=1)
= t2
21
: ¢
0 1

Nt

En conclusién, e™" es una matriz triangular superior de la forma

N =) fos ii=k>0
Y 0 si j—i<O
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Finalmente,
t2 t7n71
Lt 5 - o
eJt — 2
2!
: t
0 1

De esta forma hemos demostrado el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.8. Sea A € M+, (C), y sea A = PJP~! su representacion en
forma candnica de Jordan. Entonces

et=p| = . |PL

EJEMmpPLO 5.7. Consideremos el sistema:

X' = AX,

con condicién inicial X (0) = Xo, donde la matriz A estd dada en el Ejemplo 5.6.

Ya habiamos calculado su forma canénica de Jordan. En virtud de la proposicién
anterior se tiene que la solucién es:

et tet 0 0 0

0 e 0 0 0

Xt)=P| 0 0 e te& 0

0 0

P1X,,
0 0 e
0 0 0 0 et
donde P es la matriz de cambio de base descrita en el Ejemplo 5.6. ([

En el siguiente ejemplo se muestra una aplicacién de la forma canénica de Jor-
dan a un sistema dindmico discreto.

EJEmPLO 5.8 (Equilibrio Marino). Suponga que la poblacién de ballenas b,
plancton p y la temperatura del mar T estan regidas por el siguiente sistema dis-
creto, donde n designa el ano y A > 0 es un pardmetro de crecimiento:

bn+l — )\bn + Pn
Pn+1 = )\pn + Tn
Tn+l = /\Tn7

con condiciones iniciales bgy, pg, Tp positivas.

Se quiere saber como evoluciona este sistema en el tiempo, dependiendo del
parametro A. El sistema anterior se puede escribir como:
bn+1 A1 0 b bo

Pnt1 = 0 A 1 Pn |, con condicién inicial [ pg
Thi1 0 0 X T, Ty
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Consideremos primero un caso mas general de sistemas discretos:

Xni1=AX, + B,, n>0,

con condicién inicial Xy € R?, donde A € Myx4(R), B,, € RY n > 0. Como Xy es
la condicidn inicial, iterando tenemos:

X1 = AX,+ By
Xy = AX, +B; = A(AXy + By) + B; = A’Xy + ABy + By
X3 = AXo+ By = A%Xo+ A%2By + AB; + B,
X, = A"Xo+» A"UB; ;.
j=1

Probemos por induccién que efectivamente la solucién del sistema estd dada por:

X, = A"Xy + ZA”*J’Bj,l, n>1
j=1
Para n = 1 resulta
X1 = AXo + Bo,

que es solucién del sistema. Suponemos ahora que X,, = A" Xy + Z?Zl AVIB; 4
satisface el sistema propuesto. Hay que probar que

n+1
Xpi1 = An+lX0 + Z An-i—l—ij_l
j=1
también lo satisface. En efecto,
n+1
Xpp1 = An+1XO + Z An-i—l—ij_l
j=1

_ An+1XO + ZAn-i-l—ij_l + An+1_(n+1)B(n+1)fl

Jj=1

= A"'Xo+AY A" Bj 1+ IixaBn

Jj=1

= Al A"X,+ ZA”*J’BJ-,1 + B,
j=1
= AX, + B,.
Estudiemos ahora la solucién del sistema discreto homogéneo, para el caso en
que A sea diagonalizable, es decir A = PDP~!, con
N - 0

D= donde A1, ... \g son los valores propios de A.

)

0 - N\
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egin lo anterior, la soluciéon de este sistema serd: X, = ero =
S 1 t , 1 1 d t t X A" X, p A"
PD"P~!, entonces:

A0
X,=P| : .. : |P X,
0 - A7
De esta forma si queremos que nuestro problema tenga solucion, es decir que exista
lim X, debemos imponer que lim A} exista Vk =1,...,d, lo que equivale a pedir
n—oo n—oo

que [ A\ <16 M\ =1,Vk=1,...,d.

Si volvemos al problema especifico de las ballenas, estamos en el caso de un
sistema homogéneo discreto, pero donde la matriz A no es diagonalizable (tiene
la forma de un bloque de Jordan). Sin embargo, sigue siendo valida la solucién
X, = A" Xj. Sélo resta calcular A™. Para esto usaremos la siguiente propiedad:

n
AB_BA:>(A+B)”_Z<

k=0

n

k) Ak Bk i > 0,

es decir, si la matrices conmutan, se tiene la propiedad del Binomio de Newton, (la
demostracién puede hacerse por induccidn, al igual que en el caso escalar). En este
caso podemos usar esta férmula, pues claramente

MgN = AN = N = NA,.
Luego:

n n

A= (Mg +N)" =) <Z> NTENTR =S <Z> AFNTE

k=0 k=0

con N una matriz nilpotente de orden 3, pero N** = 0 cuando n — k > 3 =
n — 3 > k, luego la suma sin los términos nulos queda:

k=n—2

A e
n—2 n—1 n
n(n—1)

= TA’HN? +nA"TIN 4+ AT

En el desarrollo sobre las formas de Jordan, habiamos calculado todas las potencias
de una matriz nilpotente, resulta entonces:

-1
Ar = 7”(”2 JA2N? A (”) AT
n

00 1
U R
000

AT
5 +

o O O
o O =
o = O

n n— n(n—1) yn—
A nA 1 T}\ 2
= 0 A nAr !
0 0 A
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De esta forma vemos que se repite la solucién que teniamos para el caso diagonali-
zable: independiente de la condiciones iniciales, nuestro modelo indica que cuando
n — oo, si |A] > 1, el sistema diverge, es decir las poblaciénes de ballenas y
plancton se expanden indefinidamente, al igual que la temperatura, mientras que
si |A] < 1, las poblaciones se extinguen y la temperatura del mar desciende a 0.
En el caso critico |A\] = 1 se tiene que las poblaciones animales divergen, pero con
temperatura constante del mar Tjp. O

EJEMPLO 5.9. Supongamos que se tienen 4 estanques conectados por tuberias,
como se muestra en la figura.

En el estanque j, que tiene volumen Vj, hay una cantidad C; de una sustancia en
solucion. Por todas las tuberias corre un flujo F' de solucion. La solucién que entra
al estanque 4 tiene una concentraciéon mg. Esto nos da el siguiente sistema para las
cantidades C1, ..., Cy:

Cl = —K\Ch + KaCh
CL = —KyCh+ KsCh
5 = —K3C5+ KOy
CZL = —KsC4+ mgF,

donde K; = F/V;. Escrito en forma matricial esto es

/

4 —K; K5 0 0 4 0
Cy - 0 — K5 K3 0 Cy 0
c | T o o -k K, cs | T o
Cy 0O 0 0 —K o moF

Nos queda una matriz triangular superior. Si todos los estanques tienen distinto
volumen, la matriz es diagonalizable pues tiene 4 valores propios distintos. Si por
el contrario, todos los estanques el mismo volumen V| escribimos K = F/V y el
sistema se reduce a

/

& -1 1 0 0 Ch 0
| 0 -1 1 0 Cy 0
o | =5 0o o0 -1 1 e | T o
C4 O O O -1 04 moF
Si denotamos
1 1 0 0
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entonces
1 Kt $K2? LK
177242
oAt — Kt 0 1 Kt 2K t
0 O 1 Kt
0 O 0 1

Se deja al lector escribir la solucion general usando la férmula de variacién de
pardmetros y analizar los casos en que hay algin volumen (y por lo tanto algiin
valor propio) repetido. (Il

5.4. Sistemas lineales y transformada de Laplace. También es posible
resolver sistemas lineales usando la transformada de Laplace. Para comenzar con
un ejemplo simple, consideremos el sistema

¥y = anr +apre+ b
$/2 = a1 + a2 9 + b2.

Si queremos encontrar soluciones definidas para ¢t > 0 podemos intentar aplicar
la transformada de Laplace a cada una de las ecuaciones. Obtenemos

sLx1 — :v(lJ = a11Lxy + a2Llrs + Lby
sLxy — :vg = a91Lx1 + assLas + Lbo,
donde 2§ = z1(0) y 2§ = 22(0). Asf tenemos el sistema:
(s —an1)Lxy —aplas = Lby + a0
—ao1Lx1 + (s —ae)Lxys = Lby+ :vg.

Si multiplicamos la primera ecuaciéon por s — as2 y la segunda por a;2 podemos
reducir Lzo y obtener

P(s)L(x1) = ¢(s),
donde
P(s) = (52 — (a11 + a92)s + a11a22 — ai2a21)
#(s) = (s—ax)(Lb +2) + aja(Lby + 29).
Despejando obtenemos expresiones para Lz y Lxa:
(s — a22)(Lby + 29) + a12(Lby + 29)

EIl
s2 — (a11 + ag2)s + a11a22 — a12a2

(S — all)(£b2 + .’L'g) + azl(ﬁbl + .’L'(l))

E,TQ = .
52 — (a11 + a22)s + ai11a22 — a12a21

EJEMPLO 5.10 (Polucién en dos estanques, continuacién). Si reemplazamos los
valores que teniamos en el sistema de los estanques en el Ejemplo 5.1 obtenemos
2b(1+ A) b1+ ) b(14+ N ][bo b\

s% + v sty Lx) = s+ = — + 2 +72'

Resolvamos la ecuacion cuadratica del lado izquierdo:

b1+ A) b1+ N) 1
y % v V' 1+

—_———
0
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Si A > 0 entonces 6 € [0,1] y

—b(1 4+ X\ —b(1+ A
81:%(1+9)<0 y So = (V )(1—9)<0
Si introducimos los parametros
b(1+X) _bA
a - V ) 6 - V,
vemos que
JoN bo + ax? + B n sxd
VT GHal+0)(s+a(l—0)  (s+al+0)(s+a(l—0)
n abo
s(s+a(l+0)(s+a(l-29)
a(z] +23) ST
L.IQ = =+
(s+a(l+6)(s+a(l—0) (s+a(l+0))(s+a(l—10))
abo

et al10)+a(l—0)

Los tres sumandos de cada ecuacién anterior tienen una antitransformada conocida:

1 [ 1 1T eat—et
(s —a)(s—0b)] a—>b
oo [ s 1 ae™ —be
(s —a)(s—0b)] a—>b
-1 { 1 1 (e=b)e™ + (a—c)e’ + (b—a)e
(s —a)(s—b)(s—c) | (a—0b)(b—c)(c—a) '
Por lo tanto las soluciones son:
—a(140)t _ —a(1-0)t
v = —(bo+aa? + faB) ( )2;98 —
o1+ e~ (140t _ (1 — g)e—(1-0)
+x3 20
g (L0 (g et 0129
2026(1 — 62)
—a(140)t _ ,—a(1-0)t
v = —afa}+a
a0 (1+ e)e—a(l+9)t _ (1 _ e)e—oz(l—e)t
2 20
abo(l — 0)e=@(F0t _ (1 4 g)e—a(1=0)t 4 29'
2026(1 — 62)
Luego
z1 = Cie®' + Coe™' 4+ O
To = éleslt + 5265115 + 63,

donde C1,Cq,Cs,Cs,C3,C3 son constantes dadas de la agrupacién de términos
semejantes en las expresiones anteriores, y que dependen sélo de las condiciones
iniciales y de la geometria del sistema.
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Es importante notar que cuando ¢ — oo las soluciones convergen a un estado
estacionario, que es una solucién constante. En efecto, dado que s1, s3 < 0 tenemos

lma®) = C = % = oV
fm () = s = % = oV.

Después de un tiempo suficientemente largo, la cantidad de poluente en cada estan-
que serd muy cercana a oV, independientemente del valor de A\. Tenemos la misma
solucién que si A = 0, que era como inicialmente estaba el sistema de estanques. En
realidad la situacién es méas compleja, ya que graficando las soluciones para A > 0
y A = 0 se aprecia que la polucién es menor en el caso A > 0 para un intervalo de ¢
considerable (aunque el limite es el mismo). Ver Figura 3.

A=0

FicUrA 3. Comportamiento de la polucién en estanque 2 del ejemplo 5.10

d

Veamos ahora el método de la Transformada de Laplace en caso de un sistema
lineal general a coeficientes constantes:

4 X'(t) = AX(t)+B(t), con B,X €R" A€ Myyn(R)
X(0) = Xo, con Xoe€R™

La i-ésima fila del sistema es

n
/ 0
T; = E Qi xj + b, LL‘l(O) =ux;.
j=1
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Aplicando la transformada de Laplace a cada ecuacién obtenemos

n
0 .
sLx; —x; = g ai;j Lxj + Lb;, i=1,..,n
=1
n
sLwx; — E ai; Lr; = Lb; — 33?, i=1,...,n.
Jj=1

Escrito en forma matricial esto es
sLX(s) — ALX(s) LB(s) + Xo
(sI — A)L(X)(s) = LB(s)+ Xo-

Sea M el maximo de las partes reales de los valores propios de A. Si s > M entonces
la matriz (sI — A) es invertible y podemos despejar £(X).

TEOREMA 5.9. La solucidn del sistema lineal (41) satisface
L(X)(s) = (sI — A)HL(B)(s) + Xo), s> M.

EJEMPLO 5.11 (Masas atmosféricas). El siguiente es un modelo para la evo-
lucién de las masas atmosféricas en kilotoneladas [kton] de un contaminante en el
hemisferio norte (c1) y el hemisferio sur (c2) de la Tierra (ver figura 5.11):

cp=fi— a(Cl —¢2) — fey
42 h
(42) { ch = fa—alea — 1) — Pea.
La constante o > 0 representa inverso del tiempo de intercambio interhemisféri-
co en [1/ano] y la constante § > 0 (desconocida) el inverso del tiempo de vida
quimica del contaminante en [1/afo]. Las emisiones del contaminante en cada he-

misferio son constantes conocidas f; = 30 y fo = 10 en [kton/afio]. Inicialmente
¢} =84y c) =60 en [kton].

ecuador

FIGURA 4. Masas atmosféricas del Ejemplo 5.11

Introduzcamos la masa media entre los dos hemisferios como &(t) = 3 (c1(t) +
c2(t)) y la emisién media como f = 1 (f1+ f2). Si derivamos la expresién de la masa
media con respecto al tiempo obtenemos

_ 1
e(t) = (1) + (1)
Luego, si sumamos las EDO que tenemos para c¢; y ca, nos queda
dtcy = 20 =(fit+fo)—alct—cater—c1) = Ple+e2)

¢ = f-pe
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que es una EDO lineal de primer orden para ¢. La condicién inicial estd dada por
1 1
¢(0) = 5(01 (0) + 2(0)) = 5(84 + 60)[kton] = T2[kton)].

La solucién del problema de Cauchy asociado es

o(t) = 727 P + %(1 —e 7.

Se estima que el limite de ¢(¢) cuando t — +00 es de 100 [kton]. De alli podemos
encontrar una estimacion para el tiempo de vida del contaminante

lim ¢(t) = 100[kton] = lim |72e Pt + %(1 —e Y| = %

t—oo t—oo

Como f = 20 [kton/afio], tenemos que

g1 _ _100fkton]

~ 20[kton/afio] = 5 [afios].

El tiempo estimado de vida del contaminante es de 5 anos.

Resolveremos ahora el sistema (42) utilizando la transformada de Laplace. Pri-
mero escribimos el sistema en forma matricial como C’ = AC + B, donde

[ —a-p a ([ f
A= L) v oe= (0 )

El Teorema 5.9 nos dice que
LX)(s) = (sI—A) (LB(s)+ Xo)
_ st+a+p —a ! % +c
N —« sta+p f—j +c
B ( k161(s) + kaga(s) + k3ds(s) )
- k161(8) + kagpa(s) + ksps(s) ’

donde
ki = fitda+da+ds El = fo+da+Qa+Ip
ky = o ky = ¢
ks = fia+ fiB+ fa ks = foa+ fof + fra

son constantes conocidas y

1
M) = T AG T IaTh)
20 = ETAG T
#3(s) = !

s(s+ B)(s + 2a+ f)



DERECHO DE AUTOR. PROHIBIDA SU REPRODUCCION

5. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES 135

son funciones cuyas antitransformadas debemos encontrar para determinar el vector
X. Para ello vamos a descomponerlas en fracciones parciales.

1
(bl(‘s) = (s—i—ﬁ)(s—I—Qa—i—ﬁ)
B 1 1
T 2a(s+8)  2a(s+2a+ )
20 = GIAG2atD)
- 20(s+ ) 2a(s +2a+ )’
1
da(s) = s(s+ B)(s +2a+3)
1 1 1

BCa+ s  RaA(+0)  20CatA+2ath)

Recordando que

_ 1 —a - 5 = -
El[s+a](7ﬁ)=e t y lL—l—a}(’f)—&t)_“e i
vemos que
1 _ -1 1 — =
L7 [o1(s)] = [2a(3+ﬁ) 2a(s+2a+5)]
:iﬁfl_l__lfl_;_
20 Ls+08] 2a s+ 2040
= iefﬁt—iei(zoﬁﬁ)t
2ce 20 7
B Y T N T
L770 [pa(s)] = 2% ls+08] 2a s+ 2a+ 3]
= oo (6(0) — fe = 5(1) + (2 + e+
G
. S e N I S !
L7 [¢3(s)] = B(2a + B) [J 2a6£ L+5]
1 r-1 1
+2o¢(2a+5) [s+2a+ﬂ]
_ é_ie—ﬁt ;e_(%ﬂrﬁ)t'
620 +6)  2ap 20(20:+ )

Finalmente, agrupando constantes, la cantidad de contaminante en cada hemisferio

resulta:

C1 (t)
ca(t)

ple—ﬁt + qle—(2a+ﬁ)t +r
pae Pt 4 goe= (FaFBt gy
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donde p1, q1, 71, P2, g2 ¥ 72, son constantes que dependen sélo de ¢9, &9, f1, fa, @y .

Es interesante notar que después de un tiempo suficientemente largo, se llega
a un equilibrio en las cantidades de contaminacién. Para el hemisferio Norte
. (a+B)fi+af
lim () =m =——"——
Al == e+ g)
y para el hemisferio Sur
) afi +(a+B)f2
lim c(t) =19 = ——717—".
Ay e =r = 0. g
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Capitulo 6

Analisis cualitativo de sistemas no lineales

Muchos fenémenos de la naturaleza se comportan de forma un poco més com-
plicada que un sistema de ecuaciones lineales. Por ejemplo, se suele utilizar la apro-
ximacién de la Ley de Hooke F' = —kx para modelar resortes, aunque en realidad
esta fuerza suele tener otras componentes de orden no lineal, pero que habitual-
mente son despreciables. En general estas ecuaciones presentan grandes desafios,
pues es bastante complicado encontrarles soluciones explicitas. Sin embargo, mu-
chas veces se puede hacer un estudio cualitativo de las soluciones, que nos indique
sobre el comportamiento general del sistema no lineal.

Dados un intervalo abierto I y una funcién F': I x R™ — R", consideremos el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con condicién inicial
XoeR"enty€I:

X'(t) = F@t,X@), tel
{ X(tg) = Xo.

Si la funcién F no es lineal con respecto a la varible X, se dird que es un siste-
ma no lineal (SNL). Si ademds F' no depende explicitamente de la variable ¢, se
dird que es un sistema no lineal auténomo (SNLA). Generalmente un (SNLA)
corresponde en el caso mecanico a un movimiento sin forzamiento externo. Estos
sitemas son invariantes bajo traslaciones temporales (variable t). En particular, si
X : I — R" es una solucién del sistema entonces la funciéon X, : I. — R™ definida
por X (t) = X (¢t — ¢) también lo es. Aqui I. denota el intervalo I desplazado hacia
la derecha en c.

El vector X (t) € R™, que es la solucién del sistema en un punto ¢ € I, se llama
vector de estado.

OBSERVACION. Dada una funcién h: I x Rx R--- x R — R, toda ecuacién de
orden superior de la forma

y(n) = h(t7 y, y/, A 7y(n_l))
y(to) = vo, ¥'(to) =y1, -, ¥ (to) = yn
se puede llevar, mediante un cambio de variables, a la forma (SNL). Claramente,

si h no depende explicitamente de ¢, se puede llevar a la forma (SNLA).

EJeEmPLO 6.1 (El péndulo simple amortiguado). Un péndulo simple sometido a
un ambiente con roce (por ejemplo aire, agua, aceite, etc.) y a una fuerza externa,
queda descrito por la siguiente ecuacién de movimento de segundo orden:

mb” 4 ct' + T sen(d) = f(t)
6(0) = 6o
0'(0) = 6,

137
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donde @ es el angulo que forma el péndulo con respecto a la vertical y c el coeficiente
de roce, producto de una fuerza de roce viscoso lineal: Fj.,.. = —ct, donde v = L.
Haciendo el cambio de variables: x = 6, y = #’, la ecuacién anterior toma la forma
de (SNL):

¥ =y

y = ——y—Lsen(a) + £(1).

La no linealidad se aprecia claramente en el término sen() pues
sen(A0y + 02) # Asen(61) + sen(fs).

El (SNLA) del péndulo corresponde al caso en que no hay forzamiento externo:

¥ =y
, c

y = ——y- g sen(z).
m L

O

EJEMPLO 6.2 (Atractor de Lorenz). El siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales fue un modelo desarrollado por Lorenz, que en principio se proponia tratar
de comprender los fenémenos meteorolégicos. El modelo que utilizé Lorenz consis-
te en una atmosfera bidimensional rectangular, cuyo extremo inferior estd a una
temperatura mayor que el superior. De esta manera el aire caliente subira y el aire
frio bajara creandose corrientes que haran un intercambio de calor por conveccién.
Las ecuaciones que describen este proceso son:

¥ o= sly—2)
y = re—y-—zz
7 = zy-— bz,

donde = que representa el flujo convectivo; y, la distribucién horizontal de tempera-
turas; y z la distribucién vertical de temperaturas. Ademads, tenemos tres pardme-
tros que intervienen en las ecuaciones: s es el cuociente entre la viscosidad y la
conductividad térmica; r, la diferencia de temperaturas entre la capas inferior y su-
perior; y b el cuociente entre la altura y el ancho del rectangulo. Este es un modelo
muy importante que tiene muchas propiedades interesantes, pero por ahora sélo
notamos que es un sistema auténomo, pero no lineal, pues aparecen los términos
TYy xZ. (|

1. Sistemas no lineales y sistemas linealizados

De aqui en adelante nos restringiremos a problemas en dos dimensiones y
auténomos de la forma (SNLA):

{:17’ = F(z,y), x(to) =0
y = Glzy), y(o)=1yo,

con F'y G funciones continuamente diferenciables. El Teorema 5.4 garantiza que
siempre tendremos una tnica solucién local.
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Decimos que (Z, ) es un punto critico o de equilibrio del (SNLA) si
F(z,9) =0
Gla.y) = 0.

Se llama nulclina en x a la curva definida por F(z,y) = 0 y nulclina en y a la
curva definida por G(z,y) = 0.

Los puntos criticos son las intersecciones de las nulclinas. El conjunto de puntos
criticos del sistema se denota por
C={(z,9) eR?*| F(z,9) = G(z,7) = 0}.

Si hacemos una expansién de Taylor en el (SNLA) en torno a un punto critico
(z,9), resulta:

oF , . OF, _ _ _
Flay) = Zr@oE=2)+ 5@ 0 =9 +hel)
oG, . 0G, _
Glzy) = Z-@y-12)+ ay vy —y) +ha(r),
donde r = (z,y) — (Z,¥) (recordemos que F(Z,y) = G(Z,y) = 0). Ademas
he(r) _ tim 160 _ g,
r=0 ||| r=0 |||

Para simplificar la notacién definimos

oF  _ oFr _ _ oG, _ oG, _ _
—%(:c,y), b_a_y(‘rvy)v c_a_x(xuy) y d_a_y(xjy%

a

constantes que dependen del punto critico. Notamos que
( a b ) (s @\ o
c d %(z,9) $(z.9) e
donde J es la matriz Jacobiana de la funcién
F(z,y) )
T,y) —
e~ (G
evaluada en el punto critico (Z, 7).

Ahora, si reemplazamos en (SNLA) queda:

¢ = a(z—1) + bly—-y) + hr(r)
SNLA - ~
( ) { y = ce-7) + dly-y) + ha(r)
Consideramos el sistema linealizado
o = alz-x) + bly-9)
SL - J
oo {y 2WTD T AT
Un sistema (SNLA) es degenerado en torno a (Z, 3) si |J(Z,3)| = 0. Un punto
critico (Z,y) de (SNLA) es aislado si existe § > 0 tal no hay ningin otro punto

critico en la bola de centro(Z,§) y radio §. De lo contrario se dice que los puntos
criticos son densos en torno a (Z,7).

PROPIEDADES 6.1. Sea (Z,¥) un punto critico de (SNLA).
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1. Si |J(Z,5)| # 0, entonces (T,y) es el dnico punto critico de (SL). En
particular es aislado para (SL).

2. Si |J(Z,y)| = 0, entonces los puntos criticos de (SL) son densos en torno
a (Z,y). Mds precisamente, el conjunto C es una recta que contiene a (T, )
st J(Z,y) # Oax2 y es todo el plano si J(Z,y) = Oaxa.

3. Si|J(z,g)| #0, entonces (Z,y) es un punto critico aislado de (SNLA).

DEMOSTRACION. Primero observemos que (z,y) es punto critico de (SL) si, y
sélo si,
{ alzr—z) + bly—y) = 0
(e—=2) + dy-9y =

(2 2)(2)-(: D))

donde Vj es un vector constante que depende de (z,y)

Es decir, si

1. Si |J(Z,§)| # 0 el sistema tiene solucién unica (z, 7).

2. Si |J(Z,7)| = 0 el sistema tiene infinitas soluciones, que forman una recta si
J(Z,y) # 0 y todo el plano si J(z,y) = 0.

3. Por contradiccién, supongamos que para cada d > 0 existe otro punto critico
(w,2) de (SNLA) tal que |(z,7) — (@, Z)| < §. Por definicién,

{a(w—x) + bz-y) + hp(r) = 0
clw—z) + diz—y) + hae(r) = 0,

donde 7 = (w, ) — (Z, §). De manera equivalente,

(2 a)(57) -0k )

Si |J(Z,y)| # 0 tenemos que

(=0)=-( ) ()

Tomando norma y acotando obtenemos

17l < 11J@ 9 HIVhe()? + he(F
h 2 h _ 2
< v (B - ()

Pero el lado derecho tiende a cero cuando 7 — 0, con lo que llegamos a una contra-
diccién. O

En resumen, un sistema que no es degenerado en torno a (Z,y) cumple que
(Z,y) es un punto critico aislado de (SNLA) y es el tinico punto critico de (SL).
El Ejemplo 6.5 muestra que el reciproco del punto 3 es falso en general.
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EJEMPLO 6.3 (Conejos y ovejas). Supongamos un modelo para la competencia
de dos poblaciones de animales que luchan por recursos en un hébitat reducido:

/

' = 60z — 3z —4zy
Yy = 42y —3y* - 2y,

donde x es la poblacién de conejos e y la de ovejas. Los puntos criticos de este
sistema se encuentran resolviendo:

(60 — 3z —4y) =0
y(42 — 3y — 2z) = 0.

Tenemos varios casos:

= Si z = 0 obtenemos los puntos (0,0) y (0, 14).
= Siy = 0 obtenemos (0,0) y (20,0).

m Sixz #0ey # 0 nos queda el sistema{ Setdy = 60

Sy+2r — 42 cuya Unica

solucidn es (12, 6).

Tenemos entonces que C = {(0,0), (0, 14), (20,0), (12, 6)}, conjunto que muestra
las posibilidades de equilibrio entre ambas poblaciones. El inico caso en que pueden
coexistir ambas especies es (Z,7) = (12,6). En los deméds casos, al menos una de
las especies se extingue. Aun asi, todas son soluciones de equilibrio. El Jacobiano

%(0,14)
(12,6)

(20,0)
(0.0} s X

F1GURA 1. Soluciones de equilibrio para el modelo de conejos y ovejas

en este caso esta dado por:
J(3,5) = o %_Z(faﬂ) B ( 60 — 62 — 4y —4z )
) éle; %@,g) —2y 42 — 6y — 2x

Evaluando el Jacobiano en cada punto critico encontramos los respectivos sistemas
linealizados:
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1. J(0,0) = 600 42 ) es invertible. El sistema linealizado alrededor de
(0,0) es
¥ = 60(x—0) + 0(y—0)
(SL)l{ y = 0@@—0) + 42(y—0).
2. J(20,0) = < —go _50 > también es invertible y
' = —60(x—20) — 80(y—0)
L
(5 )2{ y = 0x—-20) + 2(y-—0).
3. J(0,14) = 4 0 también lo es y
' ’ —28 —42
x = 4(z—-0) + O(y—14)
(SL)3{ y = —28(x—0) — 42(y—14).
. [ =36 —48 . .
4. Finalmente, J(12,6) = < 19 _18 ) es invertible y
¥ = =36(x—12) — 48(y—6)
(SL)‘*{ y = —12(z—12) — 18(y—6).
Asi, el modelo no es degenerado en torno a cada uno de sus puntos criticos. O

EJEMPLO 6.4. Habiamos visto que las ecuaciones de un péndulo sin forzamiento
estan dadas por

r =y

y = —%y— Lsen(z).
Sus puntos criticos satisfacen

0 = g

0 = —=Zy— £sen(z),

de donde
C ={(kn,0) | k € Z}.

Yy

(- 2m,0§-m,0) (0,0) (m,0) (211,0)

FIGURA 2. Soluciones de equilibrio del péndulo no lineal

700yl s )

que es invertible. El sistema linealizado en torno al origen es
= 0(z—0) + 1Ly—0)

SL .

so{y 2 4oso L2000

El Jacobiano es
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y tiene sélo un punto critico. O

EJjEMPLO 6.5. Consideremos el sistema

x/:$3
{ y/:y3'

Vemos que (0,0) es un punto critico aislado de este sistema. Sin embargo

2
J(x,y)—(gg 322>, de donde J(0,0)_<8 8)

Por lo tanto, este sistema es degenerado en torno al (0,0). Si intentamos hacer la
linealizacién en torno a (0,0) obtenemos

=0
y' =0,

cuyos puntos criticos son C = R?, como asegura la Proposicién 6.1. O

EJEMPLO 6.6. Consideremos el (SNLA)
' =3z + 2% +2y+19°
y =6z — 22 + 4y + 4>
Claramente el punto (0,0) es un punto critico. Para ver que es el tinico (y por tanto
es aislado) se puede tratar de resolver explicitamente el sistema, pero esto resulta

un poco engorroso. Dado que cada ecuacién representa una cénica, otra forma de
buscar puntos criticos es analizar el grafico. Si completamos cuadrados obtenemos

3\? 13
e 1)2 = =
(x+2) ++1) 1

—(x=3)+ (y+2)> = -5,

que corresponden a una circunferencia y una hipérbola, respectivamente. El bos-
quejo del grafico se puede ver en la Figura 3.

y

..

FIGURrA 3. Interseccién de Cénicas
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Para ver que en (0,0) la dos curvas efectivamente son tangentes como sugiere
el gréafico, calculemos la derivada en dicho punto:

_ _ 3+2x _ 3
3+22+2y +2yy’' =0 = y’_—2(1+y) = y(0)=-3
6-20+4y +2yy' =0 = y =-22 = y0)=-%

La matriz jacobiana esta dada por
[ 3422 242y (3 2

que no es invertible. Por lo tanto el sistema es degenerado. El sistema linealizado
en torno a (0,0) es

= 3z+2y

Yy = Gr+4y,
cuyos puntos criticos son C = {(z,y) € R? | y = —3z}. Aqui el punto (0,0) tampo-
co es aislado. O

2. Diagramas de fase y de flujo

Dado el (SNLA)
{ o = F(zy)
y/ = G(Ia y)
con condicién inicial (x(to), y(to)) = (0, ¥o0), a la solucién del problema de Cauchy
se le llama trayectoria que parte de (zg,yo). Mds precisamente, es la funcién

T7: I, — R?
to— (2(t),y(t),
donde Ij es su intervalo méximo de existencia (que por supuesto contiene al que

entrega el Teorema de Existencia y Unicidad). El recorrido R de esta trayectoria
es el conjunto imagen de la funcién 7. Es decir,

R ={(z(t),y(t)) e R* |t € Iy} .

Claramente dos trayectorias distintas pueden tener el mismo recorrido.

Un diagrama de fases de este sistema auténomo es a una coleccién de reco-
rridos de las trayectorias para un numero representativo de condiciones iniciales.
El plano donde se grafica el diagrama de fases se llama plano de fase. El interés
de los diagramas de fase es que al eliminar el tiempo de las ecuaciones, obtenemos
graficos en 2 dimensiones en lugar de 3, lo que hace més facil su estudio. Por otra
parte, al senalar el sentido de recorrido podemos conocer muchas propiedades, en
particular asintéticas, de las trayectorias.

Una consecuencia del Teorema de Existencia y Unicidad es la siguiente

PROPOSICION 6.1. Si dos trayectorias se intersectan, entonces sus recorridos
coinciden.

DEMOSTRACION. Si dos trayectorias 77 y 75 se intersectan como en la Figura
4, entonces existen t1,to tales que

(1(t1), y1(t1)) = (z2(t2), y2(t2)).
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Y

(xo,yo)

FIGURA 4. Interseccién de Recorridos

Denotamos este punto por (zg, yo). La trayectoria 73 definida por (z5(¢), y3(t)) =
(z2(t+t2 —t1),y2(t +ta — t1)) tiene el mismo recorrido que 73 porque es una tras-
lacion en tiempo y el sistema es auténomo. Pero también tiene el mismo recorrido
que 77 porque es solucion del mismo problema de Cauchy. (I

Esto nos dice que las curvas en el diagrama de fase no se intersectan, de modo
que una situaciéon como la presentada en la Figura 4 es imposible.

EJEMPLO 6.7. Lo que si se puede dar para dos trayectorias distintas, es que
sus recorridos se confundan. Por ejemplo, tomemos la trayectorias:

(43) (@1(t),51()) = (sen(t),cos(t)) con (x(0),y(0)) = (0,1)
(44) (z2(t),y2(t)) = (cos(t),sen(t)) con (x(0),y(0)) = (1,0).
Elevando al cuadrado cada componente y sumando vemos que ambas trayectorias

satisfacen 22 4+ 42 = 1. También es facil ver que recorren toda la circunferencia. Sin
embargo lo hacen en sentidos opuestos, como se ilustra en la figura 5. Si queremos

y y

FIGURA 5. A la izquierda el recorrido orientado de (43) y a la
derecha el de (44).

hacer que las dos trayectorias recorran la curva en el mismo sentido basta modificar
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(44) a
(Z2(1), 92(t)) = (cos(t), —sen(t)) con ((0),y(0)) = (1,0).
(]

El diagrama de flujo se construye al graficar en una coleccién de puntos (z, y)
representativos el vector (F(z,y), G(x,y)). Por regla de la cadena se tiene que

dy_dyde o dy_y Glew)
dt  dx dt e de o F(x,y)

Por lo tanto el recorrido de la trayectoria es tangente al flujo.

3. Clasificaciéon de los puntos criticos

Los puntos criticos de un (SNLA) pueden ser de diferentes naturalezas. Un
punto critico (Z, ) es estable si para cada € > 0 podemos encontrar § > 0 de ma-
nera que [|(z(t),y(t)) — (Z,7)|| < € para todo t, siempre que ||(zo,yo) — (Z,7)| < 0.
De lo contrario se dice que es inestable. En palabras, un punto critico es estable
si las trayectorias que parten cerca de él se mantienen cerca.

Por otra parte, un punto critico (Z, ) es asintéticamente estable si es estable
y ademds existe 6 > 0 tal que

Jim (2(0),y(1)) = (2.5). siempre que  [|(z0.%0) — (2.9)]| <&

Notemos que no todo punto estable es asintéticamente estable.

EJjEMPLO 6.8. Consideremos el sistema

¥ = -z
y = —ky,
donde k es una constante no nula, con condiciones iniciales: z(0) = zg, y(0) = yo,
que tiene como solucién:
xz(t) = moe?
(15) {20 = e
y(t) = yoe ™.
Asf tenemos una solucién (x(t),y(t)) que depende de (z9,yo). Para distintos
valores de k, esta solucién tiene distintas formas.

Si tomamos k = 1, resultan las soluciones

x(t) = moe?
{ y(t) = yoe "

Dividiendo las ecuaciones
z(t)  xo

Yo
i) =50,
que representan rectas de pendiente z—‘;, cuyo grafico en el plano XY queda ilustra-
do en la Figura 7, donde las flechas indican el sentido positivo del tiempo. Cuando
t — oo tenemos que (z(t),y(t)) — 0.
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X0

YO

FIGURA 6. Soluciones de (45) para k > 0.

Figura 7. Solucién del sistema para una condicién inicial en el
plano de fases XY

Si graficamos las soluciones para diferentes valores positivos y negativos de xg
y de yo construimos el diagrama de fase de la Figura 8, donde se aprecia claramente

que todas las soluciones concurren al origen. Esta caracteristica hace que este punto
critico sea asintéticamente estable.

Ahora, si cambiamos el parametro a k = 2, resulta

—t

—2t
Yo€ 7,

Toe€

p—N—
< 8
—_—
o~
~— —
1
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Yo+

FicUrA 8. Diagrama de fase completo para k =1

Cuando t — oo las soluciones también se acercan al origen. Elevando al cuadrado
la primera ecuacién y reemplazando en la segunda vemos que

y(t) = i—gx%).

El diagrama de fases se muestra en la Figura 9. Las soluciones se mueven a lo largo
de pardbolas y el origen sigue siendo asintéticamente estable.

v
a
x

F1GURA 9. Diagrama de fase para k = 2

Analicemos ahora el caso k = —1. Esta vez

x(t) = moe !
{ y(t) = yoe.
Al multiplicar ambas ecuaciones y despejar y obtenemos
ZoYo
==
de modo que las soluciones se mueven a lo largo de hipérbolas cuando xg # 0 e
yo # 0. Ademads notamos que cuando t — oo x — 0, mientras que y — +00 segin

el signo de yo. En este caso el origen deja de ser estable.
d
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y
A 4
4 | 4
A X L4
-
F1GurA 10. Diagrama de fase para k = —1

Se dice que una trayectoria ¢ — (z(t),y(t)) converge o tiende al punto critico
(Z,y) cuando t — oo si

lim z(t) =z y lim y(t) = 7.

t—oo t—o0

Andlogamente se define la convergencia cuando t — —oo.

Las trayectorias pueden converger de distintas formas, como se muestra en la
Figura 11. Hay una gran diferencia geométrica: en el grafico izquierdo de la Figura
11, la trayectoria se aproxima al origen sin una direccion especifica, a diferencia del
grafico derecho, donde claramente tiende a una direccién fija cuando se acerca al
origen. Si ademds de converger al punto (Z,7) cuando t — 400, la trayectoria es
tal que existe

entonces se dice que la trayectoria entra al punto critico (Z,y) tangente a una
semirrecta de pendiente [ cuando t — oo. De la misma forma, si ademaés de converger
al punto (Z,y) cuando t — —oo la trayectoria es tal que existe
N _
= 1w Y0
t——oco x(t) — T
se dice que la trayectoria sale del punto critico (Z, y) tangente a una semirrecta de
pendiente [ cuando t — —oc.

Un punto critco aislado (Z, ) se llama nodo si todas las trayectorias vecinas,
o bien entran al punto (Z, %), o bien salen de él.

EJEMPLO 6.9. Para el sistema
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X0

Ficura 11. Trayectorias que convergen al origen

ya sabemos que las trayectorias convergen a (0,0). Ademds, cualquier trayectoria
vecina que tenga una condicién inicial (g, yo), tendremos que:

—t
. yoe " =0 o
lim ———— = —,

t—oo xge~t —0 1z

de modo que entra tangente a una semirrecta de pendiente yo/xo (vertical sizg = 0).
Por lo tanto (0,0) es efectivamente un nodo. O

EJEMPLO 6.10. En el sistema

¥ = -z
o= 2y
también se tiene que el punto critico (0,0) es un nodo. Todas las trayectorias entran

al nodo con pendiente | = 0 salvo aquellas que parten de algin punto sobre el eje
OY, que entran con pendiente vertical. ([

Un punto critco aislado (Z, ) se llama punto silla si existen dos trayectorias
que entran a él tangentes a semirrectas opuestas y dos que salen de la misma for-
ma. Las restantes trayectorias no convergen a (Z, ) y tienen como asintotas a las
semirrectas antes mencionadas.

EJEMPLO 6.11. En el sistema
{:v' = -z
y = v

el origen es punto silla (ver Figura 12). O

Diremos que un punto critico es punto espiral si todas las trayectorias en una
vecindad del punto convergen pero no entran cuando t — 0o, 0 convergen pero no
salen cuando ¢ — —oo. Un punto critico es un centro si todas las trayectorias en
una vecindad del punto son cerradas y existen trayectorias arbitrariamente cerca
del punto.
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<

4
N

-~

FIGURA 12. Punto silla

EJEMPLO 6.12. Consideremos el sistema
{ 2 = axr + Py

46 B
( ) y/ = _ﬁx + ay,
con condiciones iniciales (z(0),4(0)) = (zo, yo) dadas, que tiene claramente el inico

punto critico (0,0). Este es un sistema lineal de matriz
=(5 1)
cuyos valores propios son A = « + i3. Los vectores propios asociados son
n=(1) vome(1)
Luego A es diagonalizable y A = PDP~!, donde

(1 g 1 1 —i
P‘(i1> y P _5(—i 1)'

Asi, et = PePtp—1y

At 1 i etelt 0 1/ 1 —i
e = . - .
i 1 0 ee=Pt J o\ —i 1

—sen(Bt) cos(ft)

o (S s,

Observemos que
cos(ft)  sen(ft)
—sen(ft) cos(Bt)

es una matriz de rotacién en un angulo 5t, mientras que e®! es un factor de escala.

Finalmente, la solucién del sistema es
< x > _ eo‘t< cos(ft)  sen(ft) > < xg )
y —sen(ft) cos(Bt) Yo )
Para bosquejar los diagramas de fase del sistema, sdlo es necesario considerar
los signos de o y 3. La trayectoria se aleja del origen si a > 0 pues e*! es creciente.
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Si a < 0, la trayectoria se acerca. Por otra parte, la rotaciéon ocurre en sentido
horario si § > 0 y antihorario si 8 < 0 (ver Figuras 13, 14, 15).

F1curA 13. Diagrama de fase del sistema (46). A la izquierda
a<0,8>0,y aladerecha o >0, 8 < 0.

[
[

FIGURA 14. Diagrama de fase del sistema (46). A la izquierda
a<0,3<0,y aladerecha a >0, 5> 0.

Si a = 0 el médulo de (z(t), y(t)) permanece constante por lo que la trayectoria
define circunferencias. Si # = 0 no hay rotacion y las soluciones se mueven a lo largo
de rectas por el origen.

Las Figuras 13, 14 y 15 nos dicen también las caracteristicas de estabilidad del
punto critico (0,0): si @ < 0 es un punto espiral asintéticamente estable; si a > 0
es un punto espiral inestable; si @« = 0 es un centro estable. Si § = 0 es un nodo
(estable o inestable segun el signo de «). O

4. Puntos criticos de sistemas lineales

Nos interesa estudiar ahora con profundidad los sistemas linealizados, puesto
que Henri Poincaré demostré que bajo las hipdtesis adecuadas, si se logra clasificar
cualitativamente un punto critico, por ejemplo en términos de nodo, espiral, etc.,
entonces estas mismas caracteristicas se mantendran en el sistema original no lineal.
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N CNA
A N

Ficura 15. Diagrama de fase del sistema (46) para o = 0. A la
izquierda § > 0, y a la derecha § < 0.

Y por otra parte, Alexander Liapunov demostré que bajo ciertas hipdtesis, se con-
servaba la estabilidad asintdtica de los puntos criticos al linealizar. Por esta razon,
ahora nos concentraremos en los sistemas lineales y pospondremos un momento el
enunciado exacto de estos teoremas.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer como punto critico (z,g) = (0,0)
(si este no fuera el caso, basta efectuar una traslacién), y entonces consideramos el
sistema lineal:

' = ax + by
(47) { Yy = cx + dy,

con condiciones iniciales x(tp) = xo, y(to) = yo, y con ad — bc # 0, para que de esta
forma el punto (0,0) sea el inico punto critico del sistema (y sea aislado).

b . .
Tomamos A = ( CCL d ) con valores propios A1, A2. Recordemos que una matriz

invertible no tiene al cero como valor propio. Luego A1, Ao # 0. Pueden ocurrir los
siguientes casos:

A. Casos Principales:

1. A1, Ao reales distintos pero de igual signo.
2. A1, Ag reales distintos y de distinto signo.
3. A1, A2 complejos (conjugados), con parte real no nula.

B. Casos Frontera:

1. A1, Ao reales e iguales.
2. A1, A2 imaginarios puros (conjugados).

Examinaremos por separado cada uno de los casos descritos arriba.
A. Casos Principales:

En todos estos casos los valores propios son distintos, por ende la matriz es
diagonalizable, es decir, se puede escribir de la forma A = PDP~! | con

A 0
D_<Ol AZ) P=(u |uv),
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donde vy, vy son los vectores propios asociados a A1 y Ag, respectivamente. De esta
forma la solucién del sistema lineal es

(v) = ()
Y Yo
T - p eMt 0 p-1( %o
y B 0 et Yo
Art
a4 ( z . et 0 _1( xo
() - (0 A ()
—_——— ————
T . eMt 0 To
y B 0 Mt Yo )

De esta forma, el problema se desacopla en estas nuevas coordenadas Z,y intro-
ducidas por las direcciones de los vectores propios (llamadas también direcciones
propias). Resulta simplemente

y = ™%

Observemos que si, por ejemplo, A\; < 0, entonces

{:f = e)‘lt:fo

lim Z = lim eM'%, = 0.

t—o0 t—o0

Si A1 > 0, entonces

lim = lim eM'%) = +o0,
t—o0 t—o0

donde el signo de +o0o estd dado por el signo de la condicién inicial. El mismo
argumento es valido para As.

Si queremos estudiar el diagrama de fase, eliminamos la variable ¢ de las ecua-
ciones anteriores y obtenemos
~ ~A2/A
g = e/,

_ _ %o
donde ¢y = P es una constante.
A.1. A\, )Xo reales distintos de igual signo.

Sé6lo hay dos casos: A\a/A1 > 1 0 A\a/A; < 1. El bosquejo del diagrama de fases
para el caso A\a/A; > 1 se tiene en la Figura 16. En el gréfico de la izquierda, para
A2 < A1 < 0 se tiene estabilidad asintética, mientras que en el de la derecha, para
0 < A1 < Ag, el origen es inestable.

Para el caso A\a/A1 < 1, se tiene la Figura 17. En el grafico de la izquierda, para
A1 < A2 < 0 se tiene estabilidad asintética, mientras que en el de la derecha, para
0 < A2 < A1, el origen es inestable.

Como conclusién tenemos que en ambos casos el punto (0,0) es un nodo. Si los
valores propios son negativos, es asintéticamente estable; si son positivos, entonces
es inestable. Ademads, vemos que en general para el caso de valores propios reales
distintos de igual signo, los recorridos de las trayectorias son siempre tangentes a
la recta dada por la direccién del vector propio asociado al valor propio de menor
maodulo.

En efecto:
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R

FIGURA 16. Diagramas de fase de (47) para Aa/A; > 1.

i

FIGURA 17. Diagramas de fase de (47) para A\a/A; < 1.

= |A\1] < [X2] = 32 > 1 = recorrido tangente a v;.

A1
] <N = i—f < 1 = recorrido tangente a vs.

A.2. A\, )\ reales con distinto signo.

Los diagramas de fase seran los de la Figura 18. El punto critico es un punto
silla, que por supuesto es inestable. Las trayectorias entran en la direccién propia
asociada al valor propio negativo y salen en la direcciéon propia asociada al valor
propio positivo.

w

L

)

Ficura 18. Diagramas de fase de (47) para Ay y A1 de signos distintos.
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EJEMPLO 6.13 (Continuacién de conejos y ovejas). Volvamos al ejemplo de los
conejos compitendo con las ovejas:
{ ¥ = 60z —32% — 4y

/

y = 42y —3y% — 2xy

[
Q

Sabemos que
C ={(0,0),(0,14), (20,0), (12,6)}.

Vimos que este sistema no era degenerado entorno a ninguno de estos cuatro puntos
criticos, que ahora clasificaremos con respecto al sistema linealizado. Ya habiamos
evaluado el jacobiano en cada punto critico:

1. J(0,0) = ( 600 402 ) . Sus valores propios son A\; = 60 y Ao = 42, por lo

que se trata de un nodo inestable. Los vectores propios asociados son

(1) »(2)

respectivamente. Los recorridos de las trayectorias son tangentes a la di-
reccién ve (salvo los 2 que son tangentes a vy ).

2. J(20,0) = ( —gO _50 . Sus valores propios son A\; = —60 y Ay = 2,

por lo que éste es un punto silla. Los vectores propios asociados son

a=(4) = (%)

respectivamente. El eje de las trayectorias convergentes es la direccion v .

3. J(0,14) = ( —L;8 _(312 > . Sus valores propios son A\ = 4 y Ay = —42,

por lo que éste también es un punto silla. Los vectores propios asociados

son
(46 (o0
U1 = _98 Vg = 1 )

respectivamente. El eje de las trayectorias convergentes es la direccion vs.

4. J(12,6) = ( :?g :leg ) . Sus valores propios son \; = —27 — 3V73 =
—52,6 y A2 = =27+ 3V73 =~ —1,4 por lo que el punto critico (12,6) es un
nodo asintéticamente estable. Los vectores propios asociados son

““(—355\/%) ”2‘(—3i6x/ﬁ>’

respectivamente. Los recorridos de trayectorias son tangentes a la direccién
vg (salvo los 2 que son tangentes a vy).

En conclusién tenemos que en el punto (0, 0) donde ambas especies desaparecen
es inestable, al igual que cuando una sola especie sobrevive en los puntos (20,0) y
(0,14). El punto (12,6) es un punto de equilibrio asintéticamente estable, por lo
que si tomamos cualquier condicién inicial que no sean los otros puntos criticos,
tendremos que en un tiempo suficientemente extenso se dard la coexistencia de
conejos y ovejas en las vecindades del punto (12, 6). Podemos hacer ahora un esbozo
del diagrama de fases.
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=

°
&

Diagrama de fases del modelo de conejos y ovejas.

A.3. \1, A2 complejos conjugados, con parte real no nula, esto es
M=a+if M =a—if, con a#0 y [B#0.
Esto es equivalente (con un cambio de base) al sistema

{ = az + By

= —f[T+ay
. a+if 0 a pf . . . .
pues las matrices ( 0 a—iB ) y ( 8 a ) tienen igual polinomio ca-
racteristico. Ya habiamos analizado este caso en el Ejemplo 6.12. Vimos que el
origen es un punto espiral asintéticamente estable si & < 0 y un espiral inestable si

a > 0.

< &

EJEMPLO 6.14 (Péndulo no lineal). Ahora que tenemos més herramientas, se-
guiremos con el ejemplo del péndulo no lineal. El sistema

r =y
y = —%Sy— Isen(x)

tiene puntos criticos C = {(kw,0) | k € Z}, y el Jacobiano respectivo es:

1o =( _ganny 2 ) =700 =( plap 2 )

por tanto los valores propios dependeran de la paridad de k.

k impar: Tenemos que A\ + ZX—4 =0, de donde

c c2 g
—— =+ =
2m dm L
Puesto que todas las contantes son positivas tenemos dos valores propios reales de
distinto signo. Los puntos criticos resultan ser puntos sillas inestables.

)\:

k par: Aqui A + X+ £ =0y luego

c c2 g
)\ = —— :l: —_— .
2m 4m? L

Analicemos por casos el signo de la cantidad subradical:
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2
. ) c g .
1. Sobreamortiguado: El caso ;= > ¥ nos entrega dos valores propios reales

distintos, ambos negativos, por lo que los puntos criticos (km,0) resultan
nodos asintéticamente estables.

. 2 .
. Subamortiguado: El caso ;7 < 4 nos entrega dos valores propios com-

plejos conjugados, por lo que los puntos criticos (kw,0) resultan puntos
espirales, que ademds son asintéticamente estables pues o = —5~ < 0.
Este caso corresponde al mas comun, que ocurre cuando el coeficiente de
roce es pequeiio (notar que % < £ si, y sélosi, e < 2m\/%).

Notemos que si el péndulo esta en posicién vertical hacia arriba, que corres-
ponde a los puntos k impar, esta en un equilibrio inestable. Intuitivamente,
si en esta posicién lo perturbamos ligeramente, el péndulo oscila hasta la
posicién vertical hacia abajo, que son los puntos espirales asintéticamente
estables con k par (ver Figura 19).

B R R RN N TN A TR TR TR
};\q\\q U\ VYAV N NN N
AR N NN N
NN OR™OUN Y W
N R R YR N
N AR N
NEEE-RGENA, N
\ =J(fi \3"} (1o% d

3 W= 31
RN
R N X
A NN NN
N NN
NN N
’

F1GurA 19. Diagramas de fase del péndulo subamortuguado.

C

s,y e . 2 ,
3. Criticamente amortiguado: El caso = ¥ nos entrega un sélo valor

4m?2
propio real negativo. Este caso ain no lo hemos analizado, por lo que lo

pospondremos momentaneamente.
O

B. Casos Frontera.
B.1. Un sélo valor propio A con multiplicidad 2.

Tenemos el sistema
{ = ar+by

/

y = cx+dy,

c

. b . . . .
con la matriz A = ( “ d ) no es necesariamente diagonalizable (pues tiene el

valor propio repetido), pero siempre se puede llevar a su forma canénica de Jordan
A = PJP7! donde J puede tener uno o dos bloques. En el caso de tener dos

bloques, la matriz es diagonalizable, con

. A 0 , Jt eAt O
J_<0 A) y de aqui e —( 0 M )
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Luego, la ecuacion en las nuevas coordenadas dadas por los vectores propios gene-
ralizados vy, vo es:

(5)-(% &) (%)~

El diagrama de fase de este caso ya es bien conocido del comienzo del capitulo (ver
Figura 8 para caso A < 0). El punto critico serd un nodo asintéticamente estable si
el valor propio es negativo y un nodo inestable si es positivo.

Si la matriz no es diagonalizable, tenemos:

(A1 g [ e teM
J—(O )\> y entonces e —( 0 M )

De esta forma el sistema en las nuevas coordenadas dadas por los vectores propios
generalizados vy, vs, €s:

()-(5 ) ()~

De aqui se tiene que si A < 0 resulta un nodo asintéticamente estable, y si A > 0,
es un nodo inestable. De hecho, de la segunda ecuacion se puede despejar ¢t =

= 6”5[70

At
= €Yo

@)

= e)‘tfo + teAtgo
— At~
= €Y

< &

%ln (%) . Reemplazando en la primera obtenemos

:EZQ(@-l-lln(g)).
Jo A 7o

Si ahora derivamos con respecto a ¢, vemos que
dz z 1 ] 1z 1
g (~—0+—ln<¥)>+—:~—o+t+—.
dy Yo A \%o A Yo A
Resulta claro que Z—g — oo cuando t — oo, de modo que todas las trayectorias
entran tangentes a una recta horizontal.

B.2. A1, )\ imaginarios puros conjugados. Esto equivale (con un cambio de base)
= by

al sistema

Del Ejemplo 6.12 se tiene que el punto critico es un centro.

< B

Ahora que ya sabemos como se comporta el sistema lineal en funcién de sus
valores propios, podemos enunciar de forma completa los teoremas de Poincaré y
Liapunov:

TEOREMA 6.1 (Poincaré). Sea (Z,gy) un punto critico de un (SNLA) no de-
generado y sean A1, Ay los valores propios de J(Z,q). El punto critico (T,q) en el
(SNLA) serd:

(i) Un nodo si A1, A2 € R son distintos y tienen el mismo signo. En este caso
ademds todas los trayectorias (excepto dos) son tangentes en (Z,y) a la
direccion propia asociada al valor propio de mdédulo menor. Las otras dos,
estdn sobre la otra direccion propia.
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(ii) Un punto silla si A1, A2 € R tienen distinto signo. En este caso ademds
hay dos trayectorias convergentes a (Z,y) en la direccion propia asociada
al valor propio negativo, y dos divergentes en la direccion propia asociada
al valor propio positivo. Las demds, tienen como asintotas las direcciones
propias.

(iii) Un punto espiral si A1, A2 € C, con partes real e imaginaria distintas de
cero.

TEOREMA 6.2 (Liapunov). Sea (Z,§) un punto critico de un (SNLA) no de-
generado y sean A1, Ay los valores propios de J(Z,y). El punto critico (T,q) en el

(SNLA) serd:

(i) Asintéticamente estable si las partes reales son negativas.
(ii) Inestable si alguno tiene parte real positiva.

OBSERVACION. Por simplicidad en los teoremas anteriores se ha hecho referen-
cia a las trayectorias pero las afirmaciones de tipo geométrico se refieren en realidad
a sus recorridos.

Los resultados anteriores son la base del andlisis de los sistemas no lineales, pero
no nos dicen nada en los casos en que los valores propios toman los valores frontera.
Por ejemplo, en el caso del péndulo criticamente amortiguado en que 4f22 =4 el
sistema linealizado tenia un sélo valor propio negativo, lo que corresponderia a un
nodo asintoticamente estable en el sistema lineal, pero esto no nos permite saber

exactamente qué comportamiento tiene el sistema no lineal.

4.1. El enfoque traza - determinante. Consideremos el sistema lineal
X'(t) = AX(t), donde A € Msyy2(R) es una matriz invertible. El origen es el tnico
punto critico del sistema. Veremos céomo clasificarlo de acuerdo con las relaciones
entre la traza y el determinante de A. Para simplificar la notacién introducimos las
variables

x = tr(A) e y = det(A)
que determinan el plano traza - determinante.
El polinomio caracteristico de la matriz A es
p(A) = A% —tr(A)\ + det(A).

Sus raices son

\  —ir(A) £ Vur(A)? — ddet(A)
- : '

Las rafces son reales sobre la pardbola 4det(A) = tr(A)2. Con la notacién dada

arriba esto es 4y = 2.
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4det(A) = tr(A)?
det(A)
1
4
5

Plano traza - determinante.

Cuando estemos en el caso 4y > 2 (por encima de la parabola), tendremos el
caso de raices complejas conjugadas. Si tr(A4) < 0 (regién 1) tendremos un punto
espiral inestable; si tr(4) = 0 (eje OY), un centro; y si tr(A) > 0 (regién 2), un
punto espiral estable.

En el semiplano det(A) < 0 (regién 5) las raices son reales y tienen distinto
signo, por lo que tendremos sélo puntos sillas inestables.

Veamos qué pasa entre la pardbola 4y = 22 y la recta y = 0. Si tr(A4) > 0 (re-
gién 3) hay dos raices reales negativas, por lo que tenemos un nodo asintéticamente
estable; si tr(A) < 0 (regién 4), hay dos raices reales positivas y tenemos un nodo
inestable.

Sobre la pardbola tenemos una raiz real con multiplicidad 2. Se tienen nodos
inestables si tr(A) < 0 y nodos asintéticamente estables si tr(A) > 0.

Hemos concluido asi una forma que nos permite tener una idea general del
punto critico de un sistema sélo viendo la traza y determinante de la matriz, sin
tener que calcular valores y vectores propios explicitamente. Sin embargo, si que-
remos un grafico preciso del diagrama de fases es inevitable calcular los vectores
propios, pues indican las direcciones de tangencia de las trayectorias, para el caso
que corresponda.

5. Funciones de Liapunov y estabilidad

Un concepto 1til en fisica para clasificar los puntos de equilibrio de un sistema
es el de energia, gracias al siguiente principio:

“En sistemas conservativos, un punto critico es estable si es un
minimo local de la energia total.”

A grandes rasgos una funcién de Liapunov es una energia, en un sentido amplio.
En breve daremos una definicén mas precisa.
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Retomemos el Ejemplo 6.14 del péndulo. Supongamos primero que ¢ = 0, lo
que significa que no hay roce. El sistema es

(e
y' = —%sen(z).

La energia cinética de este sistema es K = %mL29'2 = %mL2y2, y la energia
potencial U = mgL(1 — cos(0)) = mgL(1 — cos(z)), entonces la energia total es

1
V(z,y) = K+U= §mL2y2 + mgL(1 — cos(z)).

Si derivamos esta funcién con respecto al tiempo usando la regla de la cadena,
tenemos

dv. oVidx OV dy

dt  Ox dt Oy dt
Pero reemplazando z’,7’ de las ecuaciones del sistema no lineal, tenemos que
V'(t) = 0 para todo t, lo que significa que V(¢t) = Vy para todo t. Es decir, la
energia se mantiene constante, por lo que se dice que el sistema es conservativo.
Por otra parte, los minimos locales de V' son efectivamente los puntos criticos del
sistema: {(2km,0) | k € Z}. Si el sistema parte de uno de estos puntos, permanece
en él; pero si parte de un punto distinto las trayectorias no pueden tender a ningtin
punto critico pues ellas se mantienen a niveles constantes de energia. Esto dice que
ningun punto critico puede ser asintéticamente estable.

= mgLsen(z)2’ +mLyy'.

Consideremos ahora el péndulo con roce:

¥ =y

Yy = —gy— fsen(x)
Las ecuaciones para la energia son exactamente las mismas, por lo que todavia
V(z,y) = %mLQy2 + mgL(1 — cos(z)), pero si derivamos y luego reemplazamos

z', 9’ obtenemos

% = —cL2y2 <0.
La energia disminuye con el paso del tiempo y se dice que el sistema es disipativo.
En este caso la pérdida o disminucién de energia se debe al roce y es natural pensar
que entonces debe tener mas posibilidad de evolucionar hacia un punto de equilibrio
estable. Es més, antes ya vimos que la posicién vertical hacia abajo es punto de
equilibrio asintéticamente estable.

Dado un punto (Z, ) € R?, una corona alrededor de (Z,%) es un conjunto D,
de la forma
{(z,y) €R* | 0 < ||(z,y) — (@, 9)] <r}.
Notemos que si a D, le agregamos el punto (Z, §) obtenemos la bola abierta B, (Z, 7).
Una vecindad perforada de (Z, ) es un abierto que no contiene a (Z, ) pero con-
tiene a una corona alrededor de (Z, ).

Consideremos el (SNLA)

{ ¥ = F(z,y), z(to) =10
y/ = G((E,y), y(tO) = Yo,

donde F'y G son funciones continuamente diferenciables.
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Sean (Z,7) un punto critico aislado del (SNLA) y D, una corona alrededor
de (Z,7). Una funcién continuamente diferenciable V' : B,(Z,§) — R es una fun-
cién de Liapunov para el sistema en torno al punto critico (z,y) si satisface las
siguientes condiciones:

1. Se anula en (Z, ) y es positiva en todo D;.

2. a—VF—l—a—VGSOenDT.
Ox dy

Si la igualdad en (2) es siempre estricta, decimos que V' es una funcién de Liapunov
estricta.

Observemos que, a lo largo de las soluciones del sistema, la funcién de Liapunov
decrece. Més precisamente,

SVG.0) = a0+ Sy
= D FG(0.(0) + 5 Glalt).y(t)
< 0.

De esta manera se hace evidente la analogia entre las funciones de Liapunov y la
energia.

TEOREMA 6.3 (Estabilidad por funciones de Liapunov). Sea (Z,%) un punto
critico aislado del (SNLA).

1. Si existe una funcién de Liapunov en torno a (T,§), entonces el punto
critico es estable.

2. Si ademds la funcion de Liapunov es estricta, el punto es asintoticamente
estable.

3. Por el contrario, si existe una funcion con las mismas caracteristicas pero
ov ov

con — F + —G > 0 en D,, entonces el punto critico es inestable.

Ox Jy

DEMOSTRACION. 1. Sea € > 0. Para probar la estabilidad debemos encontrar § > 0
tal que si (zo,y0) € Bs(Z, ) entonces x(t),y(t) € B:(Z,¥) para todo t > 0. Como
V es continua existe

min{V(z,y) | (z,y) € 0B:(,9)} =m >0,
donde B.(Z,%) es la bola cerrada de centro (z,7) y radio € y dB.(z, ) denota su
frontera (que es cerrada y acotada). Por la continuidad de V existe § € (0,r) tal
que V(x,y) < m/2 para todo (z,y) € Bs(%,%). En ¢y tomemos la condicién inicial
(x0,%0) € Bs(Z,7), y la trayectoria asociada (z(t), y(t)). Sabemos que V(xq,yo) <
m/2. Ademas

d oVdx OV dy
—_ = — — _— = <
gV @0)y(0) = Fo g+ gy = Ve P+ VG <0

de donde
V(z(t),y®) < V(xo,yo) <m/2 para todo t>0.

Como (z(t),y(t)) es una funcién continua, la curva que describe no intersecta
0B (Z,y) para ningtn ¢ pues alli V vale m. Concluimos que (Z,7) es estable.
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2. Para la establidad asintética debemos ¢ > 0 de manera que si (zo,yo) € Bs(Z, 9)
entonces lim;_, oo (2(¢),y(t)) = (Z,7). Como la funcién

t=V(z(t),y(t))

es positiva y decreciente para cualquier condicién inicial, ella tiene un limite L
cuando t — oo0. Si L = 0, la continuidad de V asegura que lim;_, o (x(t),y(t)) =
(Z,y) que es el tnico punto donde V' se anula. Probaremos ahora que L no puede
ser positivo. En efecto, si L > 0 entonces V(z(t),y(t)) > L para todo ¢. Por otro
lado, siempre se tiene que V(z(t),y(t)) < V(zo,yo). Ademds, el punto 1 dice que
(Z,7) es estable, de modo que existe § > 0 tal que si (xo,y0) € Bs(Z,y) entonces
(z(t),y(t)) € By /2(Z, 7). En virtud de la continuidad de V' el conjunto

K={(z,y) € Br2(,5) | L < V(2,y) < V(20 %0) }

es cerrado y acotado. Ademds contiene a la trayectoria y no contiene a (Z, y). Luego

méx {%V(m(t),y(t)) | (z(t),y(t)) e K } =—k<0.
Tenemos entonces que

V(x(t), y(t)) < V(xo,40) — kt,

cantidad que tiende a —oo cuando t — co. Esto es imposible puesto que V no toma
valores negativos.

3. Se deja como ejercicio al lector. O
Para el ejemplo del péndulo sin roce la funcién
1
Vix,y) = §mL2y2 + mgL(1 — cos(x))

claramente se anula en los puntos criticos, y es estrictamente positiva en todos los
otros puntos, y vimos que Cfi—‘t/ = 0, por lo que por el Teo. anterior, tenemos que
los puntos criticos son estables, que es la misma conclusién que obtuvimos con el

analisis de linealizacion del sistema.

Para el sistema amortiguado, si tomamos la misma funcién V anterior, te-
nemos que se cumplen las hipétesis del teorema, pero como % = —cLy® <0,
sélo podemos concluir que el origen es estable, aunque en realidad sabemos que
es asintéticamente estable. En un sistema cualquiera, la funciéon de Liapunov es
una herramienta muy til, pero el problema es que hay que probar con diferen-
tes funciones y tratar de encontrar una que sirva. En el caso de sistemas fisicos
conservativos, la energia total del sistema en una buena funcién a considerar, pero

ya notamos que en el caso del péndulo amortiguado quiza pueda hacerse algo mejor.

En el péndulo amortiguado, tomemos = = £ = 1 para facilitar los célculos.
Probemos con la funcién

1 1
Viz,y) = 5(@+y)* +2* + 5%
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que claramente cumple con la condicién de anularse sélo en el punto (z,y) = (0, 0),
es continuamente diferenciable en todo R? y
ov ov

2Pt a_yG = (v+y+22)y— (v +y+y)(y+sen(r))

= 2zy—y® — (z + 2y)sen(z).
Pero del teorema de Taylor sabemos que
cos(§) 3
3
para algun £ € (0,x). Como para usar el teorema basta encontrar una vecindad del
origen, consideremos —4 < x < 7§, con lo que 0 < cos(§) < 1. Reemplazando esto
vemos que
cos(€)
3

sen(z) =z —

ov ov

_F _~G=— 2 2

5a + 3y (* +y°) +
No es directo establecer si esta expresion cambia de signo o no, pero si hacemos el

cambio a coordenadas polares: x = r cos(6), y = rsen(d), obtenemos

ov oV o cos§) 4 4 3
%F—I— 8—yG——r —|—Tr (cos(8)* + 2 cos(6)’ sin(6)) .

Claramente

23 (z + 2y).

—1 < cos()* +2cos(6)®sen(f) < 3
y entonces

1 os(©)

3 3
Luego, tomando r < 1, se tiene

(cos(0)* + 2 cos(6)? sen()) < 1.

7“2%(5) (cos(0)* + 2 cos(6)® sen(8)) ‘ <1,

de donde vemos que

Y+ 2o =t fir (8 o s 200075en0) ) |

< 0

en una vecindad del origen. El teorema de estabilidad por funciones de Liapunov
nos dice que el origen es un punto critico asintéticamente estable.



6. SISTEMAS NO LINEALES
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{3

-2

FicurA 20. Evolucién de la energia total del péndulo no-lineal.
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