P3) (a)

(b)

(c)

Demuestre que la funciéon

f(z) =

es holomorpha en todo el plano complejo.

(2 pts.)
Sea ygr una curva en plano superior que consiste del segmento [—R,R] y la
semicircunferencia de radio R y centro en el origen, orientada positivamente.
Usando la parte anterior demuestre que para todo R > 0, se tiene que
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(2 pts.)
Tomando el limite R — oo concluye
/ senx do — .
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(2 pts.)

Solucién:

(a)

Primero notemos que si z # 0, la funciéon es homomorfa por ser cuociente de
funciones homomorfas.

(1.0 pts.)
Si z = 0, debemos probar si es derivable por definicién, es decir, debemos si el
limite 0
1) = 10)
z—0 z

existe. En efecto, usando L’Hopital se tiene que
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lo que muestra que el limite existe y la fucnion es derivable en todo C.
(1.0 pts.)

Dado que la fucnién no tiene polos al interior de la curva y ella es una funcion
holomorfa en todo C, se tiene que
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dz = 0.

(2.0 pts.)

Notemos que la curva g tiene dos partes, una es la recta entre —Ry R y la
otra es el arco de la semicircunferencia de radio R, que denotaremos por Cg,

es decir,
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o0 equivalentemente
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(0.5 pts.)
Estudiemos la integral
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En efecto, si consideramos la parametrizacion z = Re®, desde § = 0 a 6 = 7.
Entonces
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(0.5 pts.)

Estudiemos la ultima integral que aparece, en efecto veamos que si R — oo
entonces ella tiende a cero, es decir,
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Pero como para todo a € [0, ], sen o > 276‘, entonces tomando limite R — 400
se tiene que
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(0.5 pts.)
y luego
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