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Encuentre la representacion cartesiana y polar de los siguientes nimeros complejos:
(a) z=1i""
(b) y = Zln(z—&-l)

(C) y = \/§+Z-—i+1

Respuesta:
(a) Se tiene que:
z = i

= exp(log(i™))

— exp(—ilog(i))
Recordando que para z € C:

log(2) = log |z| + i arg(z)

Con arg(z) € (—m, 7). Entonces:

z = exp(—ilog(i))

0
= exp(—ilogfi]| + arg
— exp(n/2)
= /2 (forma Cartesiana)
= /20 (forma Polar)

(b) Para este caso:
P ilog(iJrl)

— exp(log(i + 1) IOg(l))

0
= exp(log|i + 1| +iarg(i + 1 )(M—l— iarg(i))

(
— exp(log(V2) +i-)(in))
(

470 2
= exp(g + 7 log(2))
M YEIRICIZY log( ) (forma Polar)
= ™8 cos((m/4)log(2)) + ie™® sin((r/4) log(2)) (forma Cartesiana)

(c) Propuesto.
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Sea 2 C C un abierto conexo y f : € — C una funcién holomorfa. Demuestre que si Re(f)
es constante en {2 , entonces f es constante en ).

Respuesta: Digamos, sin pérdida de generalidad, que:
f=u+iv
Como Re(f) es constante, u es constante. Luego:
ou_ou_
or 0Oy
Como f es holomorfa, se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann y entonces:
ov  Ov
9r oy "
Como estamos en un conexo, v es constante.

Se concluye.
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o 0
Definamos los operadores diferenciales 2 95 mediante las formulas:
z 0z

o _1(9 _,9
0z 2\ 0z Z@y

o _1(9 .9
0z 2\ 0z Zay

(a) Pruebe que f = u + iv satisface las condiciones de Cauchy-Riemann si y sélo si 5 = 0.
Z
(b) Si f € H(2), muestre que Vz € Q, f'(z) = ?(2)
z
92

0.

(c) Explicite en términos de u y v a qué corresponde la ecuacion

9207

(d) Dada una funcién f = u+4v con u y v de clase C?, se define el laplaciano de f mediante
Af =Au+i1Av

y si Af =0 en £ entonces se dice que f es arménica en 2. Deduzca que si f € H(Q2)
entonces f es arménica en 2. Pruebe que f € H(Q) siy sélo si f(z) y zf(2) son armonicas
en ().

Respuesta:

(a) Probaremos la doble implicancia:

e (=) Tenemos que:

of _ 1(of  of
0z 2\0r Oy
Lo, v ou o
- 2\0z  0xr oy Oy
Como f satsiface C-R:
ou_ov ou_ ov
or Oy 0Oy  Ox
Luego, parte real y parte imaginaria de 8_f son nulas. Equivalentemente: 55 = 0.
z z

e (<=) Reciprocamente, si:

af 1 @+i@+.8u ov
0z 2\0x 0xr oy Oy)

Entonces la parte real y la parte imaginaria de esta expresién son nulas.

Se obtienen directamente las condiciones de C-R.



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

(b) Sea f € H(Q) y sea 2y = xg + iy € (2, cualquiera.

Por C.R, sabemos que:

, ou Ov
[(z0) = %(5507 Yo) + Z%(iﬁmyo)
ov 0

Ou
= a—y(ﬁo,yo)—la—y(%,yo)

Luego:
, ou Ov v Ou
2f"(20) = %(fo, Yo) + 1%(900,?90) + a—y(%, Yo) — Za—y(xoyyo)

Y equivalentemente:

0 0 0 0
['(20) = % (8_2(%’%) + ia—Z(%,yo) + a—Z(%;%) - ia—z(%,yo))
1 /of of
) (%(%,yo) - @a—y(ﬂﬁo,yo))
0
= P

(c) Calculemos:

o0 f g
020z 0z
9

0z
P . O%u (0% | 0% o 0Pu O%u v 0%
(5~ 335) * (5~ ae) + (o~ 37) ~ (7~ )]
Pu 0w 0%v O 0Pu Pu 0%v D%
[8:62  Oyox * vor? * Oyox * Zaxay * o2 Ozdy * ZayZ]

Luego, imponer:
f
020z

Es equivalente a imponer simultdneamente:

0w 0*v 0% 0%

0x? + Oyox * Oy2  Oxdy =0

82v+ *u +82v _ Pu
0x2  Oxdy Oy Oydr

0

4
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(d) Sea f € H(Q2). Luego, f cumple C.R en todo punto, es decir:
ou_o0 ou_ o
dr 9y’ Oy  Ox
Derivando:

0%u 0’v  0%u 0% 0%u v J*u

o2 oxdy’ Oy

T Oydr’ Oydor Oy
Como u,v € C*%
Pu  u v v
oxdy  Oydxr ' Oxdy  Oydx
Y entonces:
@ B _82u 0*v B _822]
0x2  Oy?’ 0x2  Oy?
Pu  Pu v 0%
< = =0

3x2+8y2 N 8x2+8y2 N
Pu o (Pu Y
ox?  Oy? '\ oy2)

(P ) (P By
ox?  Oy? "\ 022 oy?)

— Aut+ilNv=0

—

<= f es armonica

Y sélo falta probar la otra equivalencia que pide el enunciado.

0xdy -

0%

 0a?

o (=) Sea f € H(Q). Luego, zf(z) € H(2). Por lo recién probado, f(z),zf(z) son

armonicas.

e («<=) Propuesta al lector.



