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Auxiliar 11

Multiplicadores de Lagrange.

Resumen

Teorema 1 (Teorema de Lagrange, condición de 1er Orden). Sean f, g : A ⊂ Rn → R funciones
diferenciables. Supongamos que x0 es solución del problema:
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)f(x), s.a. g(x) = c.

Entonces existe un valor λ ∈ R, tal que (x0, λ) es mı́nimo (o máximo) local de la función Lagrangeano:
L(x, λ) = f(x)− λ(g(x)− c).

Teorema 2 (Teorema de Lagrange, condición de 2do Orden). Consideremos el problema de optimización:
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)f(x) s.a. gi(x) = ci, ∀i ∈ {1, · · · , k},

donde f , gi son funciones diferenciables. Sea x0 tal que ∀i ∈ {1, · · · k}, gi(x0) = 0. Supongamos que
el conjunto {∇g1(x0), · · · ,∇gk(x0)} es linealmente independiente.Entonces existe λ ∈ Rk tal que el par
(x0, λ) es mı́nimo (o máximo) local de la función Lagrangeano:

L(x, λ) = f(x)−
k∑

i=1

λi(gi(x)− ci)

Además, si HxL(x0, λ) es definida positiva (negativa), entonces x0 es mı́nimo (máximo) local del pro-
blema de optimización.

Problemas

P1 (a) Encuentre el valor de la distancia mı́nima en R2 entre la elipse x2 + 2y2 = 1 y la recta x+ y = 4.
obs: ¿es conveniente trabajar con la distancia al cuadrado?

(b) Una caja rectangular sin tapa debe tener una superficie de 32 m2. Encuentre las dimensiones de
la caja de modo tal que el volumen que encierra sea máximo.

P2 Consideremos Rn con la norma euclidiana. Sea A ∈Mnn(R) una matriz simétrica (i.e. A = At). Sea
entonces la función

f : Rn → R
x→ f(x) = xtAx

(a) Demuestre que, ∀x ∈ Rn, se tiene que

∇f(~x) = 2Ax.
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(b) Sea S = {x ∈ Rn : ||x|| = 1} (esfera unitaria en Rn). Muestre que x0 ∈ Rn es punto cŕıtico de f
restringido a S si y sólo si x0 es vector propio de A normalizado.

(c) Suponga ahora que A es definida positiva (i.e. ∀x ∈ Rn \ {0}, xtAx > 0). Sea z ∈ Rn no nulo,
determine los puntos cŕıticos de la función

g : Rn → R
x→< z, x >

restringida al conjunto {~x ∈ Rn : f(~x) = 1}.

P3 Muestre que
n!

nn/2
es el valor máximo de la función en Rn

f(x) =
n∏

i=1

xi

s.a.
n∑
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= 1


