EXAMEN CALCULO EN VARIAS VARIABLES, 2015/1

(1) Sea A = {(z,y) € R?*: 2 >0, y > 0}. Sea f: A C R?* — R? definida por:
A 1

(a) (3.0 pts) Encuentre los puntos criticos de f y clasifiquelos de acuerdo
a si la funcién alcanza un minimo local en ellos, un maximo local, o son
puntos silla.

Solucién: Se sabe de antemano que para una_funcién diferenciable y
estrictamente convexa, todos sus puntos criticos son minimos locales, y no
puede tener mas de uno.

Procedemos a buscar el inico punto critico, en caso de que exista.

Vilzy)= (8) (0.5) enunciar condicién
T 2
luego, = +y——=20
2 x
1 - .
20+xz—-=0 (0.5) establecer ecnaciones

Una manera de resolver el sistema es la siguiente: de la primera ecuaciéon

y=2

s 1
=T

= =% reemplazando en la segunda ecuacién:

4 — g2 I 2z _0
2 TTi 2T

(4-2 +224-2%-22°=0
32 -8=0
_2v6

3
Se eligié solamente la raiz positiva pues z > 0 en A. Por lo tanto, el

(ML

T

dnico punto critico es (gﬁ, g) (0.5) encontrar los puntos crticos, (0.5)
diserimianr los puntos en cl dominio , que es minimo local pues es punto
critico de una funcién convexa. Para probar que f es estrictamente convexa:

Solucién: Para facilitar el andlisis escribimos f de la siguiente manera:

flzy) = <§>2 + 12 + zy — 2In(z) — In(y).

Para z,y > 0 la funcién es diferenciable, pues es la suma de funciones
diferenciables. Se obtienen derivadas parciales
1
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of x ! 1
—_ = e —_—, s =92 s
Soloy) =5 +ty- ay(ars,y) yto- o
o 1 2
y las derivadas parciales de segundo orden 8xf (z,y) = 5 -+ 5 #gzjgc (z,y) =

2+ 2 y 2k(oy) = ZL(wy) =1

Como cada derivada parcial de segundo orden define una funcién con-
tinua en A4, entonces f es de clase C2.

Para analizar la convexidad de f, consideramos la matriz hessiana:

1 2
54 oz 1
(“’w:(z - 2+%>'
A 5

i 2
Como 5toE 0vdet(H(z,y) = (3 + =) <2+ L)—1 >1.2-1=0,
T2
sigue que H(J: y) es definida positiva para todo (z,y) € A. Por lo tanto f es
estrictamente convexa en todo su dominio A. {1.0% argunentar el caracter
de winimo. va sea por convexidad o denostrando que la matriz Hessiana

es definids DOSITIVE o3 8L DUNTT CITICD

‘b1 {3.0 pts! Muestre que f alcanza su minimo global en un unico ele-
mento de A. v no alcanza su maximo. Para esto se sugiere lo siguiente:

e Considere (a.b) € Fr(4), y muestre que  lim  f(z,y) = +0o0.
(z,y)—(a,b)
e Luego verifique que lim flz,y) =+
il{z.y)ll—=+oo '

INDICACTION: Para esto dltimo puede usar el hecho de que z —{nz — +00,
cuando x — -00.

Solucién: Una manera de probar que el punto minimo local que se
encontré en la parte anterior es el que minimiza la funcién f en todo A es
la siguiente: como f es estriczamente convexa en todo su dominio, entonces

su grdfizo se encuenira sabre el plano tangente en cualquier punto, es decir:

flz) > fly) ~df(y)(x —y), Vo #yen A.
Tomando y = (2\[ \/_> geda que df (y) = [0 0], ya que es punto critico, y

M) = F (2{ \6[> , Yz, y) # <2—3\/§,—\é—6> en A.

Lo que prueba la minimalidad global.(1.5) probarlo v la plano tangente o
demostrando que es estrictamente convexa v enunciando el resultado para
funciones estrictamente convexas
Para probar que f no alcanza su miximo en su dominio basta chequear
solamente uno de los limites sugeridos. Corregir solo una de las opclones
o Si (a,b) € Fr(A), entonces a =06 b=10(0.5). Por lo tanto,
lim f(z,y)> lim  —2In(z) - In(y) = +oo. (1.0) punto
(z,y)—+(a;d) (z,y)—(a,b)
e Si|l(z,y)|| — +o0, entonces x — +00 6 y — +00 (0.5) luego
flz,y) > (~)2 — 21n(z) + 2 — In(y). Si z = +oo entonces (§)* > 2z,
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en caso contrario si y — ~oo, entonces y* > y, en cualquier caso, de
la. indicacion, lim, yy—(+oo £ (2,y) = +00.(1.0)

(2) (a) (3.0 pts) Considere la ldmina plana D = {(z,9)] 22 +y* < ol 2 0
Hallar la masa de esta ldmina y su centro de masa, sabiendo que la densidad
de masa varia proporcionalmente a la distancia al centro del lado recto de
la ldmina.

Solucién: La masa estd dada por:

T a T .3 3 .
M= / / r2drdf = / 2 dp :&L—l.(l.o)
Jo Jo o 9 3
Veamos las coordenadas del centro de masas:
3 T a m 4 .
F= —3—/ / rcos fridrdd = % ¢ cosfdf =0 (1.0)
a7 Jo Jo adr Jo 4
30071 3a . 3 \
y= oy .f/-o /m r3 sin Adrdf = ﬁ g5 sinf = Z—Z. (1.0} w
(b) (3.0 pts) Considere para una funcién T(z,y) la siguiente ecuacién difer-
encial:
rorN? (0T 1 \ .
== —| | = V(=z,y) € R".
6:1:) + (E)y) | (2, y) (TRl (z,9)
Se pide encontrar una solucién T'(z, y) tal que b—j‘”_i v
gt v
lim T(z.y)=0
RERTTRESES
Para esto. primero use el cambio de variables A(r, ) = T(rcosf.rsint)
(polares) v luego. eu la ccuacion resultante, busque una solucién donde A
s6lo dependa de r, es decir, h(r.9) = g{r).
Solucién: Aplicando el cambio. de variables, calculemos las derivadas
parciales: }L
‘\\j
or j 6y or . [ O(rsind |
%(T, 6) = —a;(r cos @, 7 sin Q)Qq—;gi—) + &j(r cos @, 1 sin 9)—(%7—), ()"3
luego encontramos que: l\J ’ @
ah(r 9) aT(rcosQ rsin&)c059+aT(rc059 rsinfd)sind ‘x\ '>/( 0
— = — _— 5 . & ! |
or Oz ’ dy - ‘ { Jg
Con un argumento similiar se obtiene que: %\ ‘.
oy
%9_ (r,0) = o (rcos@,rsinf)rsind + &J(T cosf,rsind)rcosd. .
Podemos despejar para obtener: ) Y /,\:_,1
' A ¢h = (
‘ - e b
) oY

'f%/ //4\

[
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Qﬁsin@

Eg(rcos@,rsine) = 8—?0089 T

aTr . oh
—ég(rcosé’,rsmg) = Esm& + 30

(1.0) Aplicar correctamente la regla de la cadena
Notemos que T satisface la ecuacién del enunciado si, y sdlo si:
1
(z,y) = (

[@92* (%)2 sy

€ [0,00) x [0, 27). Sustituyendo:

para todo (r,8)

{1.07 obtener la eciacién en su forma polar

Esta expresién sugiere que el modo més simple de encontrar una solucién
es buscar h independiente de 8, h(r, ) = g(r). Sustituyendo arriba, obten-
emos la siguiente EDO para g.

/ 2
) = ———=, Vr €0,00).
7Y = g ¥ € 0o0)
Asi, encontraremos una solucién de la ecuacién si resolvemos
1
/ p—
g (T) - 1 e 7,,2 y

(0.5) deducir la ecuacin independiente de ¢
Con lo que obtenemos

g{r) = arctan(r) + C

En términos de la funcién original:

T{z,y) = arctan(\/m> +C.
La condicién de anulamiento en oo nos fuerza a escoger C' = —3.

.5 concludr

(a) (3pts) Calcule el érea de la superficie determinada por z =y + 3y el
cilindro z2 +y? = 1.

Solucién: Utilizando coordenadas polares en el plano XV, tenemos
que = = pcos(f), y = psin(d) de donde las ecuaciones de la superficie se
escriben como: z = p?sin(f) cos(f)+3 = p*sin(20)/2+3 y p = 1. Podemos
entonces usar la parametrizacion

a(p,0) = <p cos(0), psin(8), &“21(2_9)

{1.0) parametrizacion
Sabemos que la integral de superficie es:

2 1100(p,8)  90(p,0)]
7)o Il dp do
/0 /0 9o oo || “*

+3> pel0,1], 6 € [0,2n]

(0.5)
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1]

do(p, 0
"é’; ) (cos(8), sin(8), psin(26)) (0.25)
do(p, 0
% = (—psin(d), pcos(d), p* cos(26)) (0.25)
entonces
0 g) 0
Ug; ) X oé@,&) =[p? cos(28) sin(8) — p> sin(20) cos(0)] 1
+[—p* cos(20) cos() — p? sin(26) sin(6)]j
+pl%
luego
100(p.6)  00(p.0)| _ 15— -
I 5p o0 }~ Vor+pt=pV/1+0> (05)
de donde
Areaﬁ/ / pv 1+ p2dpdf
—on2(1 2!
3( +p?)*?

= E(2\/5- 1) (0.5)

(3) (a’) Hallar el volumen del sélido limitado por los cilindros 22 +y? = a2
2

a® g =g,
Solucién: El sélido cumple que z2 + 32 < a? y 22 + 22 < ¢®. Mirando

ambas desigualdades Se tiene que —a < = < a, de la primera, dado z fijo

se tiene que —Va <y < Va? —z2? y de la segunda se deduce que

—va? — 2% < z < Va2 — 22./1.0) limites de inte gracién

Por lo que:

Solucidn: El sélido cumple que 22 + 32 < a? y 2% + 2% < a2, Mirando
ambas desigualdades se tiene que —a < z < a, de la primera, dado z fijo
se tiene que —va® —z? < y < Va2 — 22 y de la segunda se deduce que
—vias — 2?2 < z < Va? ~ z2 por lo que:

Va?—z2  /aZ7z2
V= / / / dzdydz (1.0)
. N i Y o vy}
N )
/ / 2v/ a? — z2dydx
Vazi—z2

= 2/ (2a? ~ 22%)dz

= 8@3 - — = ; (1O>
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(b) (3pts) Usando el cambio de variables lineal: u= 2% y =¥ w =

calcule Y
/ / / o <2$ — y > drdydz

Solucién: Calculando el Jacobiano de la transformacién:

3

wl

ou  Qu  Bu 1
ox oy Oz 1 - 2 0 1

det(J(T)) =det | 3¢ 5¢ %% | =det|0 § 0)=2 (05
ow  bw  bw 0o 0 i) O

ox oy Oz
Pero como la transformacién va de los puntos (z,y, 2) a (u,v, 2), necesita-
mos que |J(T) ~* = 6.
La regién de integracién queda determinada por (1)0 < z < 3, (2)0 <
y <4, (3)4 <z <E-+1. Dividiendo (1) por 3 tenemos que 0 < £ < 1. As,
0 < w < 1. Dividiendo (2) por 2 se tiene que 0 < £ <2 Al 0 < <2
Como u = 22-¥ entonces z = u+ ¥ =u+tw. Reemplazando en (3), se tiene
que v < u+v < v+ 1:por lo tanto 0 <y <1, (1.0) huites de integracion
Entonces.

3 p4 24+1 2
YA

11 2
LA %) drdydz = 6/ / / (u+ w)dvdw (1.0) aplicacién corvecta del teorema
0

12 [ + Ly a
s - 1 au
o \"72
1 1
= 12/ udu+6/ du
0 0

=646=12 (0.5)




