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1. Resumen

Teorema 1 (Regla de la Cadena). Sean f: A CR™ - R™, g: BC R™ — RP, f diferenciable en z¢ € A,
g diferenciable en f(xg) € B. Luego, go f : A C R™ — RP es diferenciable en g y

D(f o g)(wo) = Dg(f(w0))Df(x0)-

2. Problemas

P1. a) Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que f(0) = 0, f/(0) = 1y g : R? — R funcién
diferenciable tal que Vg(0,0) = (1,3). Considere la funcién h : R3 — R definida por:

h(z,y,2) = g(f (@) + F(y)*, f@) + f(©)° + f(2)?).
Encuentre el vector Vh(0,0,0).

SOLUCAQ: Para facilitar los calculos, consideremos las variables auxiliares:

U(CE, Y, Z) = f(l‘) + f(y)Q’ U(l‘,y, Z) = f(l‘) + f(y)2 + f(Z)S‘

Asi, la funcion h queda definida por h(z,y, z) = g(u(z,y, 2),v(x,y, 2)), y las necesitamos calcular
para obtener el gradiente de h.

oh dg ou 0g v

. %(x7y7 )_ 8u(u v)a (l’ Y,z )+ %(u ’U)a (ZL' Y,z )
oh dg ou 0g v

. ?y(xvy7 ) u (U U) 8?; (x,y, Z) + %(uvv)@(xayaz)

Oh 05, o 09,
. &("E?y,z) - au(u7v)az($’yvz)+ 8U(uav)az(mvy’z)

De donde podemos calcular en funcién de f los siguientes términos:

e Pay2) = Pay2) = @)

7(%,?],2) = g;(xaya Z) = 2f(y)f/(y)

- é(wvyv'z) = Bf(z>2f/(z>

Ahora, evaluemos:

oh 0g ou dg v
.gx(o,o,o) g(00)g (0,0,0) + g(00)g (0,0,0)=1-1+3-1=4
h g u v _
a(000) au(OO)a (0,0,0) + a(00)8 (0,0,0)=1-04+3-0=0
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oh dg ou dg v
= 50,000 = 290, 0)(9 (0,0,0)+ =~ 299, o)6

0z
De donde los valores de g(O7 0)y %9
u

(1,3). De esta manera, Vh(0,0,0) = (4 0,0).

b) Para una funcién f : R?2 — R considere la ecuacién diferencial en derivadas parciales:

2 2
(&) (5 s

El objetivo de este problema es encontrar una soluciéon f(x,y) de la ecuacion planteada, definida
en todo R2. Para ello proponga una solucion del tipo:

(0,0,0)=1-0+3-0=0.

(0 0) sale del enunciado, cuando indican que Vg(0,0) =

f(z,y) = g(e” cos(y), e” sin(y)),

encuentre una ecuacién para g y resuélvala.

Su pauta piola: Siguiendo la indicacién, planteamos una solucién del tipo

fz,y) = g(e” cos(y), " sin(y)) = g(u(z,y), v(x,y)),

g(u
donde hemos definido u(x,y) = e” cos(y) y v(z,y) = e*sin(y).

La idea de la resolucién es reemplazar las derivadas a% y 3—5 en términos de las derivadas parciales
de g. Para ello, notemos que:
of _dg0u 0900
or Oydx Ovox
of _ dg0du L9 0g Ov

dy  Oudy vy

De donde identificamos directamente que:

e 2 o)
. gz — " sin(y)
. % — ¢"sin(y)
o= et cosly)

Asi, reemplazando en lo anterior, tenemos que:

()= () -2 () () s ()" -t
. (gi)Q = (gi) e sin(y) + 2 <ZZ> (gi) e sin(y) cos(y) + (gg)QeQw cos?(y).

Y evaluando en la dltima ecuacién que cumple originalmente f, obtenemos:

9 2
(gZ> e** (sin®(y) + cos®(y)) + <gqg)> e* (sin®(y) + cos(y)) = €' sen’(y)
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692 ag 2_ 2x 2.2 _ .2
<:><au> +<8U) = e“’sin“(y) = v=,

donde la tltima expresion se obtuvo de cancelar el término e2* que acompaiia a las derivadas parciales
del lado izquierdo de la ecuacién. Como el enunciado pide encontrar una soluciéon del problema
(cualquiera), basta que busquemos g tal que verifique:

d9 _, 09 _

w0 ow

. 2 . .
Lo que nos lleva a la funcién g(u,v) = % + C, esto es, una funciéon f que solucione el problema
original serfa:

e?* sin?(y)

5 +C

flz,y) =

P2. (a) Considere la funcion:

4z + 1
flay) = < sin(3z +y — 2) )

Muestre que f es diferenciable en (0,2) y encuentre la mejor aproximacion lineal afin T'(z,y) de
f cerca de este punto.

Su pauta piola: [ es diferenciable en (0,2) pues tanto 4y?z + 1 como sin(3z + y — 2) son
diferenciables en (0, 2).

Recordemos que una aproximacién lineal de f en zg esta dada por la férmula
L(h) = f(zo) + D f(zo)h

Calculando el Jacobiano de f:

Df(z,y) = <3 cos(3z +y —2) cos(3x 4y — 2)>

Evaluando fy Df en (0,2):

- 1(0,2) = (é)
. DJ(0,2) = (136 ?)

Asi, la aproximacion lineal queda:

(1416~
L(hy.ha) = <3h1 +h2>
fi
(b) Sea f:R? = R3, f=| fo |, una funcién diferenciable en el punto (0,2) tal que

f3

3 10

f0,2)=1| 4 |, f(0,2)=1 0 4

0 1 1
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Considere la funcion g(z,y) = fi(z,y) + fo(x,y)f3(z,y). Demuestre que g es diferenciable en
(0,2). Encuentre el vector Vg(0,2)

yes: Notemos que g es suma y producto de funciones diferenciables en (0,2). Por lo tanto, g es
diferenciable en (0,2). Veamos ahora el célculo de su gradiente:

dg _0f1 df2 df3
" %(ﬂfﬁy) = %(x,y) + aj(xay)fs(%y) + fZ(EaZ/)%(%Z/)
g _9h of k]
. 8y(x’y) - ay (SU,y) + 8y (a:,y)fg(x,y) + fQ(SU,y) ay (%,y)
Notemos ahora que
81(0,2 %?(o,m 10
£0,2) = | %20,2) %20,2)| = 0 4
%0,2) 2h0,2) b1

. . 5
Por lo tanto, podemos evaluar en las expresiones anteriores. Asi, nos queda que Vg(0,2) = < 4)



