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1. Resumen

Teorema 1 (Teorema de Schwarz). Sea f: A C R™ — R una funcion dos veces diferenciable en A. Si las sequndas
derivadas parciales son continuas en xg € A, entonces:
0% f 0% f

(w0) = 55—

8xi8xj 6%8:51

(x0), Vi, j=1,---,n.

Definicion 1. Sea f: A C R™ — R dos veces diferenciable en xg € A. Se define la matriz Hessiana de f en zg
como

%f % f
Ox? (.’L‘()) e Ox10x,
Hf(x) = : . :
8% f 9% f
Oz, 011 e ar% (xo)

Teorema 2 (Teorema de Taylor de 29° orden). Sea f: A C R™ — R una funcién de clase C*. Entonces:
1
f(xo +h) = f(z0) + Vf(z0)h + ihTHf(xo)h + Ra(z0, h),
donde el resto Ra(xo,h) tiene una expresion integral de la forma

n n n 1 2 3
(t—1) *f 3 . .
Ry (x0,h) = ;;;/{) > Dwidn,0mn (o + h)hihjhidt y |Ra(xo, h)| < M||R||°. Asi, en particular,

lim R2 (1’07 h’)

h—0 ||h]|? =0

2. Problemas y Solucién Tranka

P1. Sea f: R™ — R una funcién dos veces diferenciable. Se define el laplaciano de f como:
n
0% f
Af = —.
=25

Y la ecuacién de Laplace:
Af=0.

Suponga que v : R? — R, funcion dos veces diferenciable, satisface la ecuacién de Laplace. Pruebe
que v(s,t) = u(st, 3(s? — t?)) también satisface la ecuacion de Laplace.

SOLUCION: Calculemos las derivadas parciales de v hasta el segundo orden, para comprobar que
satisface la ecuacién de Laplace. Definimos z(s, t) = st, y = 3(s* — t2).

Jv Ou ou
n — = + —s

ds  oxr  dy
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0s2 Ox \ Oz ) Os oy \O0x ) 9s Oy Oxdy 0s  Oy? Os 0x2 Oyox
u | g0 | 20
oy 0xdy oy?

dv  Ou ou

il e + a—y(—t)

0*v 0u 0u ou 0u 0u 5 0% 0?u  Ou 0%u

" 5p =8 <8x25 + W(_t)> —a—y—t <6:U6ys + 8y2(_t>> =s @_St%_@_8t8x8y+
5 0%u

ay?

Para concluir, calculemos Awv

Av = @—F@ = s*Au+ t*Au + st Ou + Ou - Ou - Ou +%—@
- 0s2 0 Ot Oydxr  Oxdy Oydxr Oxdy dy Oy
= (s> +t)Au=0

|

P2. Suponga que F : R? — R de clase C? satisface la ecuacion diferencial:
y2827F _ x262l =0
Ox? Oy? ’
y considere el cambio de variables u(z,y) = y2;m2 y v(z,y) = # Pruebe que la ecuaciéon se
transforma en:

O’F  OF  OF
2(u? — 0?2 =y
(" —v )auﬁv Yoo ~ Vou
SOLUCIONEKE: Sea F(z,y) = G(u(z,y),v(x,y)). Queremos encontrar la ecuaciéon que satisface
G.

oF 0G oG
oF
. = yGu + va
oy
O*F )
- W - _Gu_x(Guu(_m)—i_Gvux)+Gv+$(Guv(_I)+vax) = GU—GU—FQ" (GUU_G“U+GUU)
O*F

8y2 = Gu + Gv + y(Guuy - Guvy + Gvuy + vay) = Gu + Gv + yQ(Guu + 2Gm} + va)-

Ademas, notamos que u +v = y? y que v — u = 2. Por lo tanto:

0’F 0’F
_ .2y~ 2Y &
0=y oz ¢ 0y?

=(u+v)(Gy—Gy+ (v—u)(Guy — 2Guy + Gu)) — (v —u)(Gy + Gy + (u+ ) (Guy + 2Gup + Guy))

= U(Gv - Gu + Gu + Gv) + U(Gv + Gu + Gu - Gv) + (U2 - UQ)(Guu - 2Guv + va - Guu - 2Guv - va)

= 2(uGy — vGy — 2(u® — 1v?)G)

Asi, finalmente, 2(u? — v?)Gyp = uG, — vGYy.
|
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P3. Considere f : R? = R definida por:
fla,y) = sin®(z +y) +a?y.

(1) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 para f entorno al punto (0,0).

(11) Muestre que f es de clase C3 y pruebe que
40
|f(h1, h2) — Pa(ha, he)| < §|\(h1,h2)\l3,

donde P» es el polinomio de Taylor de orden 2 de f entorno de (0,0).

SOLUCION apanadora:

. . , 2sin(x + y) cos(z + y) + 2xy
— ain2 2 —
Sea f(x,y) = sin”(z+y)+z*y. Su gradiente esta dado por V f(z,y) = < 2sin(z + y) cos(x + ) + 2

sen(2x + 2y) + 2zy
sen(2z + 2y)) + 22

>. Asi, al evaluar, V£(0,0) = ( 8 )

cos(2x +2y)2 + 2y cos(2z + 2y) + 2z

Ahora, calculando el Hessiano, H¢(z,y) = <cos(2x 202420 cos(2n + 29)2

H/(0,0) = (; ;)

Luego, escribimos el polinomio de taylor:

> . Al evaluar,

pa(hi, ha) = £(0,0) + V£(0,0) <Z;> + % (h1 h2) Hf(0,0) (Z;)
—0+(0 0) (Z;) + % (h1 ha) (; ;) <Z;>
=t ) (5 1) (i) = e ma) (52)

= h2 4+ 2h1ho + b2 = ||(h1, ha)|?.

Calculemos ahora el resto de Taylor. Para esto, calculemos las terceras derivadas.

0*f :
" 9.3 —4sin(2z + 2y)

o f :
. 920y —4sin(2z + 2y) + 2

Pf
. — —4sin(2z + 2

910y? sin(2z + 2y)

3
. gyJ; = —4sin(2z + 2y).

2 2 2 (- 1)2 3
< s
| Ry(0,h)| < ZZZ/O 7 | Gram 0 (thy, tha)hihjhy | dt

i=1 j=1 k=1

_/0 ( 5 L |~ dsin(2thy + 2tha)h| + | - 4sin(2thy +2ths) + 203

+ | — 4sin(2thy + 2tho)|h3|ha| + | — 4sin(2thy + 2thy)||h3|dt

<

3
32
(2 88) = 2l )l

4
(4]h]? + 6hi|ho| + 4[h1|h3 + 4 hs|?) < gl + |hal)? <

| =
|~
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P4. Sea g(x,y) = xyeIQHyQ. Explicite un polinomio de dos variables T'(z,y) que cumpla:

lim g(z,y) —T(z,y)

=0.
(z,9)—(0,0) at oyt

Solucién en caso DE: Consideremos ¢(t) = e'. Haciendo Taylor en torno a 0 de ¢:

1
$(h) = 6(0) + ¢'(0)h + 56" (th)h*, ¢ € [0, 1]
=e" +e’h + %qﬁ(th)hz.
Con esto,
1
f(z,y) = zyod(a? + 20%) = zy(1 + 2% + 2% + §et(x2+292)($2 + 2y2)).

Definamos T'(x,y) = zy(1 + 22 + 232). Sigue que

1
fla,y) = Ta,y) = 520 @2 4 29%) ey,

Ahora, acotamos para obtener el resultado pedido.

|f(CC, y) — T(IE, y)‘ _ let(x2+2y2) (‘%2 + 2:1}2)2‘1'?]’
x4 +y4 2 x4 +y4
4 2,2 4 2,2

_ let(w2+2y2)’xm ATy AT }et(12+2y2)‘$y| 14 Ay
2 x4 +y4 2 x4 _|_y4
I 2(334—1—3/4) + 3y?

< ey (1+ e
I 3y

cuando (z,y) — (0,0).

Pauta hecha contkm



