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1. Resumen

Teorema 1 (Teorema de Schwarz). Sea f : A ⊂ Rn → R una función dos veces diferenciable en A. Si las segundas

derivadas parciales son continuas en x0 ∈ A, entonces:

∂2f

∂xi∂xj
(x0) =

∂2f

∂xj∂xi
(x0), ∀i, j = 1, · · · , n.

De�nición 1. Sea f : A ⊆ Rn → R dos veces diferenciable en x0 ∈ A. Se de�ne la matriz Hessiana de f en x0

como

Hf(x0) =


∂2f
∂x2

1
(x0) · · · ∂2f

∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
· · · ∂2f

∂x2
n

(x0)

 .

Teorema 2 (Teorema de Taylor de 2do orden). Sea f : A ⊆ Rn → R una función de clase C3. Entonces:

f(x0 + h) = f(x0) +∇f(x0)h +
1

2
hTHf(x0)h + R2(x0, h),

donde el resto R2(x0, h) tiene una expresión integral y |R2(x0, h)| ≤M ||h||3. Así, en particular,

ĺım
h→0

R2(x0, h)

||h||2
= 0.

2. Problemas

P1. Sea f : Rn → R una función dos veces diferenciable. Se de�ne el laplaciano de f como:

∆f =
n∑

i=1

∂2f

∂x2i
.

Y la ecuación de Laplace:

∆f = 0.

Suponga que u : R2 → R, función dos veces diferenciable, satisface la ecuación de Laplace. Pruebe

que v(s, t) = u(st, 12(s2 − t2)) también satisface la ecuación de Laplace.

P2. Suponga que F : R2 → R de clase C2 satisface la ecuación diferencial:

y2
∂2F

∂x2
− x2

∂2F

∂y2
= 0,

y considere el cambio de variables u(x, y) = y2−x2

2 y v(x, y) = y2+x2

2 . Pruebe que la ecuación se

transforma en:

2(u2 − v2)
∂2F

∂u∂v
= y

∂F

∂v
− v

∂F

∂u
.
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P3. Considere f : R2 → R de�nida por:

f(x, y) = sin2(x + y) + x2y.

(i) Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 para f entorno al punto (0, 0).

(ii) Muestre que f es de clase C3 y pruebe que

|f(h1, h2)− P2(h1, h2)| ≤
40

3
||(h1, h2)||3,

donde P2 es el polinomio de Taylor de orden 2 de f entorno de (0, 0).

P4. Sea g(x, y) = xyex
2+2y2 . Explicite un polinomio de dos variables T (x, y) que cumpla:

ĺım
(x,y)→(0,0)

g(x, y)− T (x, y)

x4 + y4
= 0.
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